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Prélogo

;Cudntos afios tienes? Desde muy nifios la respuesta a esta interrogacién es nuestra
responsabilidad. De he hecho responder a nuestro peso, afios de escolaridad, estatura,
distancia de nuestro hogar a la escuela, cantidad de hermanos, la hora de algin evento en el
tiempo, son filtradas por nimeros. Nuestra experiencia en el dfa a dfa, puede ser indicada solo
si se sabe la nocién de nimero. Nuestra biologia nos doté de los axiomas, que la cultura
humana requiere en probabilidad para tomar estimaciones en nuestras decisiones; representar
cantidades materiales; ubicarnos en un espacio geométrico; procesar inteligentemente con la
l6gica razones necesarias para ponernos de acuerdo. Sin embargo, este notable pensamiento
matemadtico es un desarrollo multicultural, un edificio de conocimientos cuyos cimientos para
crear nuevos objetos matem4ticos pasa por una arquitectura basada a partir de axiomas y
seguida por una construccién hipotético deductiva que, ademés, requiere ser demostrada sin

contradiccién en sus piezas.

Los ndimeros y otras representaciones simbdlicas de nociones axiométicas del pensamiento
matem4tico, en este mundo que aspira a mayor justicia social y reducir la desigualdad de
escdndalo, no es posible cumplir esta aspiracién, con ausencia de esta habilidad mental. En
sociedades que casi son anuméricas en la precisién verbal, técnica y simbélica para trasformar
radicalmente las condiciones humanas para el progreso ético comun; la investigacién cientifica
argumenta que es un imposible de un modo, descuidado en la educacién que no convence

formar el pensamiento matem4tico elemental.

La matemética elemental, es un concepto que evoluciona e Incorpora mds y mas pensamiento
matem4tico conforme la sociedad se hace mds compleja y convive con mayores incertidumbres
en sus condiciones de éxito. En este libro, se exploran las condiciones en la relacién docente-
estudiante que m4s favorece el desarrollo del pensamiento matemdtico. Se delimita el espacio
de contenido de la matemdtica elemental y se hace énfasis en el rol de la habilidad técnica
necesaria para nuestro tiempo. Destacamos que la soberania técnica de nuestra sociedad

depende del pensamiento matemdtico aplicado a soluciones de problemas de corte tecnolégico.



Para mayor claridad terminolégica, se genera un discurso que se estima serd acompafiado por
el docente para discutir y precisar el lenguaje formal de las mateméticas. La pedagogia que se

asume es proceptual-simbélica antes que axiomética-formal.

A pesar de lo que una vez pensamos por error, ahora la ciencia del pensamiento matemético y
la biologia del cerebro, nos hacen ver que los nimeros son junto a otros conceptos
elementales, algo que viene a las personas como abstracciones naturales y de una forma nativa
cultural heredamos los miedos, vértigos y malas justificaciones para decirnos ser malos para
las mateméticas. Reconocemos en los Mayas, Purépechas y las culturas prehisp4nicas una
herencia de orgullo en su conocimiento de la geometria representada en su arquitectura
exquisita y en sus calendarios precisos para el registro de eventos astronémicos y la

planeacién de su agricultura que domesticé al maiz.

(El arquitecto del universo fue un matematico?

El pensamiento abstracto es similar al cémo se conciben los objetos matemdticos. Los objetos
matem4ticos es lo que “es accién” dentro del universo matemético, por ejemplo, el concepto de
ntmero est4 fntimamente ligado a las operaciones aritméticas de adicién y multiplicacién. Las
palabras encapsulan ideas, es decir, su seméntica, del mismo modo, los simbolos matem4ticos
encapsulan proceptuales o ideas abstractas sobre el objeto matem4tico asociado. El significado
de una oracién es su propio método de verificacién gramatical. Entonces, el objeto matem4tico
més elemental es la base axiomdtica de las nociones de cantidad, probabilidad, espacio
geométrico y la légica. Pero son los nimeros naturales 1,2,3,4,5,6,7,8,9 los m4s bdsicos objetos
matemdticos, pero ellos no nos parecen un pensamiento abstracto, debido a que ellos
facilmente los relacionamos con cantidades presentes en el mundo material que nos rodea. Sin
embargo, cuando la cuenta se hace més larga y nos exigimos de nlimeros mds grandes, parece
que esta pureza natural se desvanece. Tal vez al instante piense que los nidmeros no
necesariamente son cosas materiales y sus propiedades relacionadas. Un sistema de
numeracién no solo es una coleccién de nimeros, sino una coleccién de niimeros junto con las

reglas para hacer célculos aritméticos. Si pensamos en las reglas en lugar de los ndmeros



mismos, los niimeros son las piezas de un juego, es decir, las piezas de ajedrez son a las reglas
de ajedrez, como los ntimeros son a las reglas de la aritmética. Estas reglas son las leyes

conmutativa, asociativa, distributiva, elemento neutro, inverso simétrico.

(Qué son las matemdticas y que representa en la naturaleza? Las Matem4ticas son un
lenguaje artificial con sintaxis y seméntica; son intuitivas en principio (axiomdticas) y formales
en su evolucién (demostraciones), al igual que la musica son universales y solo traducibles en
ella misma. Ademds, las matemadticas son las estructuras de informacién (ecuaciones
fundamentales) que justifican las exigencias que justifican tal cémo es nuestro universo fisico;

las matema4ticas son la herramienta bésica sustantiva del arte de la técnica (ingenierfa).

El presente texto, es disefiado como un libro que se trabaja en comunién entre estudiante y
docente, como una forma de acercamiento al pensamiento matemdtico elemental. Las
matemd4ticas estdn paradas sobre sus propios objetos, no necesitan nada mds para justificar su
desarrollo. Existen matemdticas en la mente (internalismo) e independiente de las personas, al

parecer est4n en la propia realidad del mundo fisico (externalismo).

Para los estudiantes, la manera de hacerse del pensamiento matematico, es descubriendo en la
ruta de axiomas a los objetos mateméticos superiores, mediante la fuerza de la légica y los
argumentos conceptuales de los objetos y sus simbolos mateméticos. Los axiomas relacionados
con la nocién de cantidad, espacio geométrico y probabilidad, muestran el punto de partida
del camino de aprendizaje. Axioma etimolégicamente, palabra griega, significa “pensar
correctamente”. Los axiomas son simples y obvios, estdn en nuestra biologfa humana y en el
mundo que nos rodea. Todo el universo estd hecho de nimeros (dogma pitagérico). Roger
Penrose resume que la actividad cientifica es descubrir las estructuras de informacién
(ecuaciones) que gobiernan todo el universo. El propio caos presente en la naturaleza, en el
fondo de este hay orden del que se derivan falsas apariencias que nos engafian, hasta que las
matemdticas con el poder de la légica nos muestran una interpretacién distinta a lo que
nuestros instintos sensoriales nos hacen creer. Aristételes afirmaba que las mateméticas no

existen como una entidad independiente, son simples resultados creados y que comenzaron



desde los axiomas. Las matemdticas se crean y no se descubren a partir de este enfoque.
Aristételes utilizé la apalabra fechne, para referirse a la creacién de las matemadticas, hoy origen
del concepto tecnologfa o técnica. Aristoteles cuando se refiere a descubrir los axiomas, esta
forma la llama espusteme, como base para el sentido comin que describe el funcionamiento del
mundo. Hoy en dia a esta manera de pensar de Aristételes se le conoce como formalismo. Para
los griegos, su actitud matemética en la sociedad la reconocieron como un camino hacia

adelante, usando el poder de la l6gica como forma de gestién superior a las apariencias.

La técnica moderna es un arte matemdtico que exige experimentos que corroboren la teorfa
con la préctica. Muchos apoyan la idea de Roger Penrose, convencidos que hay una
arquitectura en el disefio del universo, las matemdticas se descubren en él. Otros prefieren
seguir pensando como Platén y Aristételes sobre la esencia de las mateméticas como un oficio
de creacién. Pero fue Newton quien desarrollé las matemdticas modernas para describir la
naturaleza, y revelar al arquitecto del universo. Para la educacién de las matemdticas es
preciso tomar en cuenta las dos posturas, verlas como creacién y verlas como parte de la

arquitectura de la realidad fisica.

Ahora mismo, los estudiantes de matemadticas elementales, al desarrollar a lo largo de este libro
sus pensamientos, con ayuda del docente, aprenderén a confiar en la verdad matemética,
porque de ello dependerd en mucho su destino como ingeniero (técnico) o cientifico. De no
lograr esto, habrd poca esperanza de que los estudiantes cuajen en el poder matemdtico para
crear teorfas cientfficas y tecnolégicas. Si las matemadticas son incuestionables sobre la verdad
que expresan en sus demostraciones, esto las hace ideales para empresas tecnolégicas y
cientificas. Pitdgoras introduce la palabra demostracion, con ello, geometria y aritmética de
ntmeros crean la 4lgebra, era en ese momento una demostracién de una verdad que afirma
incuestionablemente algo. Aquf nace un lenguaje hecho de argumentos impecables, es decir,
sin contradiccién alguna en su légica. El punto de partida del pensamiento matem4tico més
auténtico es el axioma. Esto no estid afuera de nosotros, los axiomas nos son heredados

biolégicamente, y nos es innato su revelacién. Pretendemos que el estudiante se forme en su



mente un entrenamiento de “sano juicio”, es decir, con el poder de objetividad a partir de

confiar en la verdad matemaética.

Este libro es inspirado en dar un paso solido para que en el aula docente-estudiante realicen
juntos el pensamiento matemadtico, como algo que hay que aprender a pensar y a explicarlo,
rasgo de la mejor educacién de calidad. Kirsti Lonka, profesora de psicologia educativa en la
Universidad de Helsinki y Anneli Rautiainen de la Agencia Nacional para la Educacién de
Finlandia refieren que para lograr el cambio al contexto de la calidad educativa, es

fundamental a partir de estos dos fundamentos':

1) “En la vida real nuestro cerebro no est4 dividido en disciplinas o materias escolares;
pensamos de manera muy holistica”. Es decir, la realidad compleja, caética y de alta
incertidumbre como la sociedad de hoy, se comporta muy distinta a la suma de las
partes”: modelo holistico. En este sentido, el desempeifio académico evaluado por PISA
intenta alcanzar estdndares holisticos, pero, muchos de los sistemas educativos estdn en
el error de ver a las materias 0 médulos curriculares, como si fueran partes del todo
necesario para el éxito de la calidad educativa. Unos dicen que el pensamiento
matemdtico debe ser confinado a las materias de matemdticas, asf como la lectura y la
escritura solo a las materias de espafiol. Es obvio que este error es fundamental para

dar cuenta del bajo desempefio de México en términos de calidad educativa.

2) “Es un gran error hacerle creer a los nifios que el mundo es sencillo (no complejo) y
que si aprenden cierta informacién los estardn dejando listos para encararlo”. La
alternativa més consolidada, es la escritura creativa, es el medio valuarte de un
paradigma de aprendizaje no basado en resultados, sino en las capacidades de pensar
y entender en el marco de ganar soberanfa intelectual®. La gestién humanista es el
nuevo paradigma econémico, donde la dignidad es resultado de integrar prescripciones

morales a la economf{a y la bisqueda de soberanfa intelectual de los ciudadanos para un



progreso ético?, las matemdticas son el indicador por excelencia de esta soberania

intelectual.

Los profesores requieren para la ensefianza moderna de las matemdticas un texto m4s amplio
y en particular apoyado por asistentes virtuales Web. Para satisfacer est4 necesidad, hemos
construido una ruta de lecciones para discusién conjunta entre docente-estudiante, apoyados
preferentemente por tecnologfa intuitiva como la Wolfram Alpha. Mientras las aulas de las
naciones con mejor desempefio académico de la OCDE cuentan con recursos tecnolégicos y
de contenido para la ensefianza del pensamiento matemético, aqui en México nos damos
cuenta que la tecnologia de cémputo y telecomunicaciones no estd equipada de una propuesta
pedagégica, de modo que la hagamos 1til para el aprendizaje, integrando materiales originales,
concretos y practicos para el empleo de la tecnologfa como exploradora de las matemadticas.
Nuestro objetivo es tejer una secuencia de aprendizajes y adoptar el cambio tecnolégico en
apoyo a las matemdticas. Este texto es un esfuerzo por apoyar una did4ctica basada en el
aprendizaje de pensar y explicar. No pretendemos ensefiar todo sobre la ensefianza de la
matemdtica elemental, el enfoque para el bachillerato tecnolégico es basado en reconocer la
importancia de este tipo de pensamiento para la aplicacién practica, al mismo tiempo que se
reconozca en discusiones sistémicas entre docente-estudiante, un lenguaje propio de la
naturaleza de los objetos matemdticos. El objetivo es un imperativo moral, pretendemos que
los estudiantes discutan sobre el pensamiento matemdtico y empleen tecnologias que mejoren

su aprendizaje.

Este texto estd en el marco internacional de las matemdticas elementales, apoyado en
referencias documentales que prueban que en ninglin momento son aspectos de competencia
universitaria. Hemos preferido emplear un lenguaje formal, invitando a docente y estudiante a
investigar juntos cada palabra o simbolo presentes en la discusién tem4tica que conviertan en
un desaffo su semdntica. Se hace énfasis en pensar antes que dominar reglas mecédnicas para
resolver ejercicios. Este texto en particular apoya al docente para un cambio de paradigma, el

centrado en el pensamiento matemético. Los estudiantes reconocerdn en este texto una forma



muy distinta de mirar a los nimeros, el 4lgebra, la estadistica, y al apoyarse en materiales y

laboratorios virtuales en linea, podrén ir m4s lejos en sus habilidades intelectuales auténomas.

En la dimensién tecnoldgica, el conocimiento es hacer de las diferentes aplicaciones un cambio
muy rdpido en el paradigma educativo. Una persona con buen conocimiento tecnolégico es

capaz:

Aplica ampliamente en su vida cotidiana las herramientas tecnoldgicas, y en el
trabajo, reconoce cuando podrd ser util para ayudar en logro de metas para
adaptarse continuamente a los cambios en las nuevas formas de comunicar,

calcular, investigar, justificar, demostrar, ...

Posee conocimiento del contenido, sabe sobre el tema ensefiado o aprendido, incluye el
conocimiento de conceptos, teorfas, ideas, evidencias, logros clave en la historia,
demostraciones, construcciones de objetos abstractos. El delimitar que conocimiento es de
matemdticas elementales, paso por la premisa de aquel necesario para que un ciudadano sea
soberano para desenvolverse dignamente en la vida moderna. La American Council on
Education (ACE), nos dice que para una buena ensefianza de matem4ticas en jévenes de
bachillerato®, es preciso cruzar un poco, asomar la curiosidad al terreno universitario. En
estudios cientificos se ha corroborado que docentes que discuten las matemdticas, forman la
base proceptual necesaria para que los estudiantes se hagan del lenguaje y las formas del

pensamiento matematico®.

Para la pedagogfa del c6mo formar el pensamiento matem4tico, hemos asumido lecciones
sobre discusiones, métodos y procesos basados en la interaccién docente-estudiante mediada
por un texto. El contenido de este libro desafia el entendimiento cldsico de ejercicios y mds
ejercicios, en particular se plantean los problemas a que se enfrentaron los matematicos desde

la antigiiedad, para desarrollar la matemdtica elemental, la importancia de ciertos avances y el



conocimiento hecho de un lenguaje riguroso e intuitivo, para reconocer las conexiones de los

diferentes objetos mateméticos con su base axiom4tica.

Los jévenes bachiller antes de llegar a la escuela, en sus mentes hay la idea de nuimero,
espacio, probabilidad,..., el docente deberd indagar sobre estas ideas, justo antes de comenzar
a leer cada leccién. Por ejemplo los conceptos de niimero y operaciones numéricas pueden ser
entendidos a través de su red de conexiones cognitivas entre experiencias, simbolos, lenguaje e
im4genes. Esto ayudard a los estudiantes a construir su propio pensamiento, encadenando
proceptuales e inferencias en la rica arquitectura de los objetos mateméticos. Asimilar nuevas
ideas, requiere partir de las que estdn en la mente del estudiante, para dar cabida a nuevas
experiencias’. El pensamiento matemético es reconocido por investigadores como parte
esencial de la construccién de la persona, entre més significados matem4ticos, su desempefio
social lo conduce a una comprensién mds objetiva y a participar més rigurosamente de los

problemas que exigen mayor desarrollo matematico en ellos®.

Los que prefieren los ejercicios matemdticos como forma de aprendizaje del pensamiento
matemdtico, podrian argumentar que contar y entender el nimero estd en el corazén del
pensamiento matemético, y por ello es probable que en la escuela se realicen sesiones de
practicas para ello. También es importante reconocer que esta manera deja fuera el poder
reconocer la naturaleza del pensamiento matemético, es decir, su fondo de experiencia
humana, incluyendo la habilidad de ser capaz de clasificar, categorizar y distinguir las
propiedades de los objetos matematicos: su abstraccién’; al provocar una idea mecénica de las
matemdticas, el estudiante por lo comun, jdmas describe ningtin marco conceptual para los

objetos matemdticos.

Un marco conceptual, es un mapa de las conexiones y trayectorias de las relaciones entre los
objetos matemdticos. Este marco describe las maneras de pensar a un objeto matemdtico. El
aprendizaje por discusién entre docente y estudiante, proporciona el entendimiento para
explicar la no contradiccién del pensamiento matemético, y justificar la necesidad de avanzar

en estas 4reas del aprendizaje abstracto. Por lo tanto, las lecciones son un camino o un mapa



para el seguimiento individual y grupal de las discusiones. Discutir es la actividad racional de
aportar ideas socializando para su socializado, donde el fin es alcanzar mayores virtudes en el
pensamiento de los participantes. Esta forma de producir experiencia sobre el pensamiento

matemadtico es muy empleada desde la primaria en sociedades desarrolladas!®.
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Idea eje: el pensamiento matemético

Contexto

David Martin de Diego, vicepresidente de la Real Sociedad de Matem4ticas e investigador del
Instituto de Ciencias Matem4ticas (ICMAT) responde a la pregunta ;Hasta qué punto las

matem4 ticas est4n presentes en nuestras vidas?

“Simplemente las vemos al pagar la compra o en el porcentaje de calorfas del desayuno,
;0 hay més matemaéticas rodedndonos, ocultas a los ojos desentrenados? Las mateméticas
estin muy presentes en todos los 4mbitos. Hay estudios que se han realizado en paises
como Inglaterra y que estdn demostrando que el impacto que tienen es muy importante
en el PIB. Las matemdticas se estdn utilizando en finanzas, farmacologia, ingenierfa
aerondutica... Son matemdticas que hay que realizar, que hay que explorar. Un pafs que
quiera ser desarrollado y tener un buen futuro necesita muchos matemaéticos, y cientificos

»]
en general”.

Se dispone ahora de la evidencia de una amplia gama de investigaciones, que demuestran que
la adaptacién individual de los humanos utiliza las habilidades cognitivas existentes para
compartir y transmitir los avances a través de la colaboracién social?. No es simplemente una
cuestién de aprender a copiar la actividad de otras personas, sino las maneras en que otros
piensan, es decir, compartir cémo crear conocimientos, de esta manera, acumular socialmente

los modos de crear conocimientos es indispensables para el desarrollo.

El dltimo informe de PISA en profundidad sobre las matemdticas, sefiala la importancia
de mejorar su ensefianza como algo fundamental para conseguir mayor movilidad social.
Segun la OCDE, en Ecuaciones y Desigualdades: haciendo las matemdticas accesibles a
todos los individuos, aquellos que manejan mejor los ntimeros, tienen un empleo mejor
pagado y disfrutan de mejor salud. Ahora mismo, segin lo estudiado por los analistas en
educacién de PISA, la manera en la que se ensefia hoy mateméticas est4 profundizando
en la desigualdad educativa por lo que califica los hallazgos de "decepcionantes". Pero, el

vaso medio lleno es pensar que una buena calidad en la ensefianza de las matemdticas



puede hacer mucho por solucionar las desigualdades sociales. "Todos los estudiantes
necesitardn las matemdticas en su vida adulta. Reducir las desigualdades en el acceso al

mejor contenido de las mateméticas es una herramienta para aumentar la movilidad

social", concluye el informe?®.

Avanzar en el pensamiento matem4tico de los ciudadanos sin duda genera la pregunta, jcémo
hacer pasos importantes en la educacién de nuestros estudiantes cuando estos ni siquiera
dominan las operaciones con fracciones?. Por supuesto que esto lo tenemos en cuenta, muchos
tratan de inculcar por la fuerza mecénica una aparente competencia simbélica, pero en
realidad sin semédntica solida asociada a los simbolos, este error se suma al hecho denunciado
por la UNESCO en Corea 2015: “El apagén pedagdgico”. Donde la declaracién del Foro
Mundial sobre la Educacién, asegura que "hemos perdido la capacidad de analizar
pedagégicamente los problemas dentro de las comunidades académicas y dentro de la escuela.
Hoy el docente ha sido casi obligado a transmitir lo que otros producen y ha no producir su
propio conocimiento. Esto es una crisis que reduce al docente a un instrumento y deja de ser
un agente creativo™. Es decir, un docente que crea sus propuestas de contenido, es un agente
que fortalece la soberania intelectual de su sociedad. Algunos nos sorprende y causa tristeza,
que muchos no encuentren a las matemdticas en la realidad moderna, parece que hay ceguera,
coincidimos con que la causa més clara de esto es el Apagén Pedagégico, si, esa mala actitud

de hacer instrumento lo que debiera ser creatividad virtuosa.

Las matemdticas sin duda participan en la exploracién del universo, de sus 4tomos, en la
musica, en la construccién de grandes ciudades, en la tecnologia digital, en la medicina, es
decir, estdn en todo el desarrollo de la civilizacién. Explorar de este modo, es la btisqueda de
patrones geométricos, numéricos y la determinacién de las ecuaciones que gobiernan al
universo. Pero es la guerra la que en el siglo veinte impuso las matem4ticas al grado
estratégico de desarrollo de las sociedades. Pero recientemente los avances cientificos y
tecnolégicos de principios de este siglo XXI, le dan a las matem4ticas un lugar propio y clave
para la soberanfa intelectual de la sociedad moderna. Las matemdticas estdn en las flores, los
insectos, las particulas subatémicas, predicciones de clima, pero sobre todo est4n como capital
intelectual del arte, la ciencia, la tecnologia, la literatura, es por ello, que nosotros aqui, las

abordamos desde la éptica de un viaje de exploracién.



Pedagégica proceptual-simbélico

Aqui, presentamos el paradigma pedagdgico propuesto para aprender el pensamiento
matemdtico. De acuerdo con la investigacién cientifica en el marco del campo de la educacién
matemdtica, en particular desde el punto de vista de la experiencia. Esta educacién de las
matemdticas proceptual-simbdlico despliega un énfasis en el desarrollo cognitivo basado en
marcos de imégenes conceptuales y sobre esquemas formalmente definidos. El concepto
intuitivo, es el que contiene la imagen mental del objeto matemdtico, propiedades asociadas,
procesos y elementos estructurales®. En concreto la idea destacable en este paradigma, es la de
una imagen conceptual contenida en todo simbolo de notacién matemética, el aprendiz
registra mentalmente los significativos estructurales en una forma de desafio auto
reconstruible. Este modelo asume la abstraccién reflexiva aportada por Piaget’®, la cual

consiste en dos mundos: proceptual-simbélico y formal-axiomético.

El pensamiento matemdtico aplica a los conceptos percibidos por los sentidos, construimos
concepciones mentales mediante el uso de las percepciones fisicas. En el mundo proceptual,
las acciones sobre las concepciones mentales se encapsulan mediante el uso de simbolos. En
este sentido, el término Proceptual destaca la existencia de una confrontacién de razones entre
el proceso y el concepto evocado por el mismo simbolo, tanto en un proceso o en el concepto
producido por este proceso. La transicién al mundo formal, requiere primero a los
proceptuales, antes que las definiciones a través del pensamiento formal o pensamiento
natural”. Este modelo pedagégico proceptual-simbilico, combinado con la pedagogia avatar
(discurso narrativo de una experiencia de aprendizaje), es més flexible ya que no hace
hincapié en la importancia particular en el orden de los aprendizajes, sino en el orden mental

del proceso de pensamiento presentado como un flujo discursivo narrativo.

Este marco educativo avatar se utiliza para formular el crecimiento de las ideas, por ejemplo
en el cdlculo infinito decimal desde dos ideas significativas: el proceso finito de cambio de la
aritmética a el 4lgebra dentro del concepto de limite potencialmente infinito. Este cambio de
los experimentos mentales del cdlculo simbdlico, es determinante para las definiciones y

pruebas de soluciones de célculo que los aprendices serdn capaces de realizar.



Curriculo a desarrollar

El siguiente universo de términos sintetiza el espacio de desaffo desde donde proyectamos al
pensamiento matemdtico, es decir, los experimentos mentales necesarios para que el mundo
platénico se aprenda a partir de un discurso que contempla el capsular los pensamientos en

forma simbélica y compartir el cémo se crea conocimientos dentro de las matemaéticas.

= Verdad matemitica

] Existencia matemética
=  Objeto matem4tico

=  Axioma

»  Algebra

= Nimero

= Geometria

=  Proposicién

= Operador

] Demostracién

=  Calcular

»  Idea matematica
= Postulado

= Teorema

. Modelo matematico

=  Estructura matemética
*  Argumento impecable
=  Tautologfa

. Infinito

. Finito

. Cero

. Funcién
= Ecuacién
=  Conjunto



Algunas de las investigaciones relacionadas con el disefio de tareas sobre el aprendizaje y la
ensefianza de las matemdticas utilizan los principios fundamentales de la nocién de situacién,
que se define como el modelo ideal del sistema de relaciones entre los estudiantes, un maestro
y un medio de conocimiento matemético. El proceso de aprendizaje se pone de relieve a través
de las interacciones que tienen lugar dentro de un sistema de este tipo. En esta situacién, el
trabajo de los estudiantes se basa en varios niveles con un enfoque principal en la accién, en la
formulacién a través de la construccién de un lenguaje apropiado y en la validacién utilizando
un cuerpo coherente de conocimientos®. El trabajo de los estudiantes crece durante las fases
de accién, formulacién y validacién de la optimizacién de las interacciones de referencia de
coherencia con los compafieros y el profesor. También utilizan para estudiar los libros de
anélisis regulares, de manera que las interacciones que tienen que colocar dentro del sistema
formado por el profesor, los estudiantes y el ambiente, es gobernado por el contrato did4ctico

real y evoluciona de acuerdo a su naturaleza de desafio.

Para crear un modelo de actividad did4ctico, se utiliza la nocién de praxeologia, que es una
p gla, q

manera formada de dos bloques: lo teérico y lo practico. El bloque prictico contiene tipos de

tareas y técnicas para la solucién de tareas. Las técnicas (es decir, los discursos que justifican

los procesos usados) y la teorfa que los justifican dan estructura a los componentes del bloque

praxeologico. Al modelar las actividades matemdticas relacionadas con conceptos en

praxeologias matemdticas, los investigadores sugieren que se aprende m4s deprisa de este

modo, cuando se recibe asistencia del profesor o apoyo desde un laboratorio digital®.

Otros investigadores utilizan el modelo COF por sus siglas en inglés “Commognitive
Framework of Sfard”, para analizar el discurso de los estudiantes y el discurso de los
profesores, asi como la comunicacién matemética entre éstos. El fundamento basico del COF
es que "el aprendizaje de las mateméticas es la iniciacién en los discursos en la matemdtica que
implican cambios semdnticos sustanciales para los estudiantes y en la ensefianza de
matemética implica la facilitacién de estos cambios"!’. El discurso matemético se puede
especificar en funcién de palabras que se usan; mediadores visuales; narrativas y rutinas tales
como la definicién, conjeturas que surgen en las demostraciones. El discurso tal como la
produccién de la demostracién, es el que se da a través de pasos deductivos para asegurar
llegar a ser objetivos en una narrativa; se llama justificacién a este proceso de discurso. En el
COF la comunicacién matem4tica implica transiciones continuas de significantes (palabras o
simbolos que funcionan como sustantivos), que es un proceptual accesible para que toda

narracién refrendada por el significante, pueda implicar a los axiomas en el fondo de toda



semdntica conjuntada dentro de un simbolo matem4tico.

En resumen, se propone aprender matemdticas desde un orden proceptual-simbélico mediado
por un avatar, es decir, una narrativa que implica a las justificaciones que dan coherencia al
discurso matemético. Cada nuevo aprendizaje matemdtico puede comenzar por cualquier lado,
lo importante son los objetos matemdticos que involucre, que el estudiante desarrolle sus ideas
intuitivas y las observe dentro de una estructura mayor a la que se aspira aprender, para més
tarde dar paso a esa cadena de deducciones que den formalidad al discurso de los aprendices.
La interaccién dialégica entre profesor y estudiante, es el proceso de refinamiento de los
proceptuales. Y es en la practica donde se hace firme la sintaxis simbélica de la notacién
matemdtica. En otras palabras, desarrollar todo pensamiento matemético, es por un lado
construir la intuicién de los significantes implicados en los objetos matem4ticos de las

estructuras complejas, tales como lo que es un 4lgebra, una funcién, etc.



La educacién técnica

El discurso del pensamiento técnico.

El discurso en la técnica nos dice, solo lo que se construye con conceptos y pruebas técnicas se
puede y se sabe qué es. Es la actividad de pensamiento que se basa en reconstruccién y
aplicacién de estructuras ontolégicas (modelos matemdticos de abstraccién), técnicas e
instrumentacién. Al pensar se logra conocimiento, si esta actividad alcanza a reconstruir el
objeto real o ideal en modo sintético, y ademds, evalia su dominio efectivo en la realidad
conocida y cognoscible. Lo dado para ingenieria, es lo técnico, es la afirmacién de que los
conceptos nacen de la experiencia proceptual en un irresuelto de contradicciones de términos
en lo cognoscible. Esta dominancia de lo prictico, demuestra que la aplicacién tecnolégica
consiste en la finalidad material de la experiencia, bajo el juicio de influencia de una razén
practica generadora de ideas. El creativo de la razén préctica (estudiante) necesita como
agente moral la espontaneidad de autonomfa, para explorar subordinando la epistemologia al
propésito del arte técnico. De este modo el pensar técnico es realmente un estado existente de

cosas, una visién analftica normativa del espacio de razones de lo eficaz en el mundo material.

Pensamiento técnico es el espacio creativo de los propésitos como consecuencia de la
educacién en la exploracién racional de la realidad material, cuya ética dominante son los fines
de la construccién material de la civilizacién. La educacién técnica describe el maxime de los
propésitos humanos a modo de objetos de representacién de una nueva plataforma de
creatividad técnica sobre lo real. Esto tiene sentido si sus aprendices formulan construcciones
racionales sobre objetos practicos, cuyos conceptos organizados analiticamente como sistemas
(modelos mateméticos), son reclamados como suyos a través de la reconstruccién préctica

eficaz dentro de talleres y laboratorios. Asf que las matemdticas son respecto del pensamiento



un cumplimiento del éxito de los propésitos de la aplicacién técnica. No es una suerte
nombrar a algo de un modo distinto para que sea innovador, sino es una cuestién de nuevos

actos de interaccién que no agotan el tipo de operacién con lo que lo rodea.

(La realidad es acaso una ilusién por consenso y nada mds que eso?, ;quiénes somos en el
lugar que guardamos en el universo?, jacaso somos la estructura de informacién ontolégica
que da disposicién a cada 4tomo de nuestro cuerpo? o més all4 de las ecuaciones ontolégicas,
;somos lo que pensamos, deseamos o inventamos distinto al orden de la realidad material
dada? Nuestra existencia, al parecer en el acto de pensarla, es el paso de una ménada a otra en
otro nivel de realidad, donde cada paso nos conduce m4s cerca de la nada o del infinito, en
otras palabras, pensar la existencia es una aproximacién infinita de existenciales ontolégicos
hipotéticos deductivos. Es decir, lo que para uno existe es producto de la experiencia de lo
cognoscible por nuestra mente biolégica, asi que mediciones, reflexiones y razones crean y
reclaman hacer coherente todo existencial como un sistema enunciado en lo real por las
matemdticas. La mente es biolégica, por esta razén pensamos, jel universo no existel, lo que
existe es lo que la matemdtica ontolégica determinista y de probabilidad permiten en términos
de coherencia en sentido estricto, ser racional sin contradiccién ontolégica para nuestra
especie. Lo dicho aqui, es el fundamento del por qué la educacién técnica debe ofrecer a su
sociedad una plataforma tecnolégica en sus aulas, laboratorios y talleres que potencien en la
mente de los estudiantes, conceptos técnicos justificados objetivamente en su eficacia

sistemdtica material.

El deslumbramiento de lo técnico, es un consenso de pensamiento y observacién cientifica, lo
real técnico, es una propuesta de hipétesis deductiva de la teorfa del universo aprendida por
una educacién técnica. Dicho de otro modo, el discurso de una civilizacién es el estado de
cosas que inventan a la realidad material, determinado por la dindmica de sus individuos en
cognicién para adoptar soberanamente conocimiento técnico. La literatura técnica y las
tecnologfas todas ellas, son las que inventan la capacidad de una sociedad para ser soberania

intelectual a favor de su desarrollo.



“La imaginacién es mds importante que el conocimiento. El conocimiento se limita a todo lo
que sabemos y entendemos ahora, mientras que la imaginacién abarca el mundo entero, y todo

lo que podrd conocerse y comprender”!l.

El propio Albert Einstein es quien pone en
perspectiva el conocimiento y la actividad esencial de una mente técnica. En la mayorfa de la
educacién técnica la practica educativa se centra en representacién constructivista en proceso
de descodificacién que han atribuido a representaciones cientificas e ilustradas como
explicaciones, y no como discusién rigurosa de fundamentos. En consecuencia para la
educacién técnica, debemos distinguir su complejidad en su tradicién de producir un discurso
objetivo, probado en eficacia tecnolégica. La técnica es una educacién basada en
representaciones cientificas de artefactos, simbolos o modelos caracteristicos ideales en el
sentido préictico. Es evidente el contraste entre la formacién cientifica y la técnica, quizds la
diferencia m4s relevante sea que la primera es una prictica de formacién de valores
epistémicos objetivos basados en la investigacién cientifica, y la segunda, es formada en la
habilidad técnica de procesos y modelos préacticos ilustrados por conocimiento construido en

la ciencia!?. A la técnica le interesa la eficacia en la realidad y a la ciencia le interesa la verdad

como discurso objetivo validado en la propia realidad.

La técnica es, en un sentido m4s general, la idea convertida en una realidad de creacién y uso
de herramientas para realizar tareas o cumplir propésitos en el mundo técnico. La palabra
técnico deriva de ingeniero de su raiz latina ingeniarius que significa alguien ingenioso en la
solucién de problemas. Es el producto social de la capacidad del hombre para hacer
herramientas, que mas tarde serdn herramientas de nuevas herramientas para de esta manera
progresar en el desarrollo tecnolégico de nuevas plataformas creativas. La ingenieria moderna
oculta en sus obras, haciendo ininteligible a la inspeccién directa la légica de sus dispositivos,
para ello, se prictica la ingenierfa inversa, para tratar de revelar tales secretos. Cada vez se da
una mayor comunicacién entre la ciencia, la ingenierfa y las matemdticas, sin embargo,
mantienen independencia en su seno, es decir, son irreductibles entre ellas. Es urgente
reflexionar que la formacién técnica ofrece al futuro soluciones de viabilidad creativa para
hacer sustentable el desarrollo social, sin embargo, por falta de equipamiento de talleres y

laboratorios no aportan la plataforma técnica creativa para muchos de estos fines, ello es



cancelar un futuro mejor.
“En lugar de intentar revisar los tratados comerciales los gobiernos deberfan
centrarse en preparar a la mano de obra para un futuro que requerird
habilidades més avanzadas y una mayor formacién tecnolégica. Todo lo dem4s

. . »
son chstraccmnes .

James Pethokoukis (American Enterprise Institute)
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La bisqueda de autonomia en el aprendizaje

Ayudar al estudiante, una tarea importante del profesor, es ayudar a salir de vias muertas a los
estudiantes que intentan desplegar su conciencia sobre algtin aspecto de las mateméticas. Esta
tarea no es facil; requiere tiempo, prictica, dedicacién y principios sélidos sobre lo que se
explica. Desde luego que lo deseable es que el estudiante adquiera la mayor experiencia de
trabajo independiente. Pero si él no est4 solo con su problema y recibe la ayuda suficiente,
pude hacer progresos mds acelerados. El profesor debe ayudar, pero no demasiado, ni muy
poco, este equilibrio tiene como fin que la participacién del estudiante sea razonable en cuanto
a esfuerzo autodidacta, para que adquiera responsabilidad (madurez), para su propio

compromiso con su aprendizaje.

Si el estudiante muestra no ser capaz de hacer mucho por sf mismo, el profesor debe asignarle
por lo menos en algin principio trabajo independiente de menor complejidad. Ayudar al
estudiante de una manera discreta, en la que éste despierte su determinacién por aprender. El
profesor cuando asesora el aprendizaje, lo hace poniéndose en el lugar del estudiante, para
tratar de comprender lo que estd sucediendo en la razén y las emociones del aprendiz. Se
puede orientar induciendo preguntas, recomendaciones y entrenamiento de operaciones
mentales; tratando de ayudar al estudiante a seguir los pasos que un profesor como experto
del camino andado, sugiriéndole en funcién de su propia experiencia. De este modo el
aprendiz realizard innumerables preguntas como ;qué se requiere?, ;qué queremos
encontrar?, ;qué se supone buscar? El objetivo de estas preguntas es enfocar la atencién del
estudiante sobre lo desconocido. A veces, se obtiene m4s efecto con sugerencias reflexivas que
con tareas obligatorias, de este modo, sugerencias y preguntas apuntan al mismo efecto;

tienden a provocar operaciones mentales de juicio y reflexién.
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Un instrumento ttil en el texto académico generado por los profesores, es el de guiar un
discurso de explicacién a través de recoger informacién de preguntas y generar sugerencias,
mismas que son normalmente utiles para discutir problemas con estudiantes. Las preguntas
cldsicas que se suelen aplicar en el flujo del discurso did4ctico en la educacién de las
matemdticas son: ;jqué es lo desconocido?, ;cuiles son las variables?, ;qué objetos
matemdaticos estdn implicados?, ;qué métodos de solucién a estos problemas se han
desarrollado? Este orden de preguntas no estd restringido a temas particulares, su empleo
como estructurales del contenido académico puede ser empleado en problemas de naturaleza
algebraica, geométrica, o dentro de problemas de caricter préactico. Estas preguntas no se
aplican a contenidos en temas de demostracién, para tales casos el matemético inventard sus

propias preguntas, esas que hacen de las matemdticas un arte de soluciones.

Las preguntas listadas para el orden did4ctico de un aprendizaje proceptual-simbélico, son
sugeridas por el sentido comiin, son naturales, simples, obvias y proceden de la historia de las
proplas matemdticas en su camino por ser parte integral de la formacién de hombres
racionalmente competentes. La primera refiere a buscar en lo desconocido y tratar de razonar
un problema que exige en segundo lugar identificar las variables. Es como quien tiene
hambre, y en automitico piensa en comida y las formas de hacerse de ella. Por ejemplo, si
Usted tiene un problema de construir un tridngulo, desea encontrar las variables implicadas
que resuelvan lo desconocido y enseguida encontrar la naturaleza del objeto implicado y los

métodos desarrollados para tales problemas.

Las preguntas listadas como vehiculo estructurado del discurso didédctico que gestiona el
pensamiento matemdtico, sugleren una clerta conducta de toda persona preocupada por
problemas matemdticos. Pero, hay una motivacién primaria, la persona debe estar interesada
en los problemas matemé&ticos antes de caminar dentro de este conocimiento objetivo y
abstracto, es decir, dentro del pensamiento exacto y puro. El interés del profesor por las
matemdticas es captado por el estudiante, primero advierte sin este dltimo, su voluntad para
crear caminos que expliquen la naturaleza particular de los objetos matem4ticos implicados en

los problemas referidos, en segundo lugar, realiza la construccién intuitiva de la seméntica que
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implica a estos objetos, y en tercer lugar, desarrolla la capacidad del estudiante para que él

pueda resolver por si mismo problemas relacionados con los objetos matem4ticos implicados.

Nuestra experiencia demuestra que estas preguntas sugeridas ayudan al estudiante a entrenar
su cerebro en el espacio del pensamiento matemdtico. Estas preguntas parten del sentido de lo
evidente y dan pasos de aproximacién general sobre los objetos mateméticos implicados, para
después discutir las generalidades y dejar el paso libre al estudiante para que este pueda en
autonomia desarrollar pensamiento y habilidad matem4tica. Pero estos dos objetivos estdn
estrechamente conectados; si el estudiante por cuenta propia resuelve problemas, afiade poco
a poco capacidad para resolver problemas, y su eficacia le motiva. Entonces, no debemos
olvidar que nuestras preguntas son generales y aplicables a muchos casos. Si varias veces,
estas preguntas estin implicitas en cada nuevo contenido de desaffo para el desarrollo del
pensamiento matemdtico, el estudiante creard en su conciencia un flujo proceptual-simbélico
correcto para gestionar por s{ mismo soluciones a problemas matemdticos. Y es el estudiante el
que finalmente es capaz por s{ mismo de aprender a hacer estas preguntas estructuradas para

gestionar su conocimiento.

(Qué puede hacer un profesor con el fin de obtener el mejor resultado posible? Aqui
sugerimos el modelo proceptual-simbélico apoyado en el modelo COF basado en un discurso
narrativo para exponer el pensamiento matemético. En la tercera fase se encuentra el desaffo
prictico, en él, técnicas y métodos son aprendidos en procesos de entrenamiento. Resolver
problemas es una habilidad practica, generalmente la adquiriremos por imitar procesos y
técnicas. Pero el pensamiento matemdtico antes que prictico es proceptual-simbélico, antes
que se aborde cualquier problema, el profesor debe inculcar el interés por la naturaleza de
estos problemas matemdticos. Si en verdad el docente desea desarrollar en sus alumnos las
operaciones mentales que corresponden a las preguntas sugeridas, debe crear un discurso
siguiendo este orden de ideas y hacerlo de manera natural y de este modo poco a poco ayudar

al estudiante a entrenar su mente.

Gracias a esta orientacién sistémica en la educacién de las mentes de los estudiantes, con
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fundamento en los resultados de investigacién cientifica en materia de aprendizaje de las
matemdticas, conflamos en que al estudiante le importa cada vez m4s el hecho particular del
pensamiento matemdtico, es decir, desde el terreno de la confianza en sf mismo y la eficacia de
enfrentar problemas, se hard de la energfa necesaria para escalar en nuevos y mas complejos

problemas matematicos.

Cuatro actitudes del aprendiz frente al pensamiento matematico:

. Al tratar de encontrar la solucién, debemos cambiar nuestros puntos de vista, es decir,
variar la forma de ver al problema. Primero tenemos que entender el problema;

tenemos que ver claramente lo que requiere.

»  Estudiar la idea comprimida en los simbolos de la notacién matem4tica. Tenemos que
ver cémo estdn conectados los diferentes objetos matemdticos, y como lo desconocido

se relaciona con las variables, con el fin de obtener la idea de la solucién.

=  Hacer progresos mediante la prictica de cdlculo, la demostracién y ejercicios

ilustrativos. Hacer un plan de ejercicios.

. Miramos hacia atrds la solucién completa, la revisamos y discutimos si fue ese el

camino mds elegante.

Cada una de estas actitudes tiene su importancia. Puede ocurrir que un estudiante nunca
llegue a una idea brillante de solucién por un camino elegante y deseable, porque es
desafortunado el efecto producto de la fuerza mecénica de muchos ejercicios. Si bien tiene una
solucién, no se quedé con lo mejor de las matemdticas, que es la forma en que este
pensamiento crea el conocimiento. Algunas de las mejores actitudes de una persona capaz de

pensar en términos matemdticos puede perderse, y con ello, la sociedad pierde soberania
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creativa en su intelecto colectivo.

Entender el problema, es lo mds sano, hay quienes cometen el error de trabajar en la solucién
de algo que no se ha planteado su desafio, cuando esto ocurre el estudiante desvalora el arte
presente en toda solucién matemdtica. Esto debe advertirlo el docente, el deseo por la solucién
es la energfa de interés que permite mantener atento al estudiante durante mucho tiempo.
Debe entenderse la declaracién verbal del problema, para ello el docente comprobarg si el
estudiante es capaz de indicar lo desconocido, las variables y datos, las condiciones y los

objetos matemdticos implicados, justo antes de aprender técnicas y métodos de solucién.

Flujo del pensamiento proceptual-simbdélico

1. ;Qué es lo desconocido?

~

2. ;Cuales son las variables?

3. {Qué objetos matematicos estdn implicados?

~

2, 2

4. ;Qué métodos de solucién para estos problemas se han desarrollado?
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Avatar

Hola soy Binaria, les comparto que sor Juana Inés de la Cruz en una de sus liras, le dice a los

que no creen en el poder de la lectura del texto escrito:

Sino se desvanece el triste acento,
como mis esperanzas, en el viento.

Oyeme con los 0jos,

ya que estdn tan distantes los oidos,
y de ausentes enojos

en ecos, de mi pluma los gemidos;

y ya que no llega mi voz ruda,
dyeme sordo, pues me quejo muda'3.

Leer es escuchar al texto, reflexionar lo que escribimos, escribir lo que pensamos, no solo para
comunicarnos, sino para tener algo qué comunicar, para ser libres y duefios de nuestra propia
voz. El discurso es la forma en que mi avatar preserva la inversién del tiempo, quien sabe de
educar sabe que se invierte mé4s tiempo en preparar la clase, que en exponerlo frente a los
estudiantes. Ese discurso original desde donde el docente en autonomfa académica crea la

realidad, describe para un lector novel una propuesta de aprendizaje.

Un lector competente de la propuesta de un profesor, recrea desde el texto imdgenes
racionales y estéticas que le son una experiencia que disfruta al hacerlo. Cuando profundiza
en su comprensién, las propias ideas son modificadas y de este modo, el propio lector es en
cada lectura una persona distinta y con mayor sensibilidad para con la sociedad, su entorno
natural y sobre todo mds all4 de la superficie de la realidad; se adentra con la emocién de un
artista, un cientifico, un ingeniero, es decir, como todo un gran explorador creativo es feliz.
Aunque se ha reportado por todo el mundo en investigaciones el hecho de que las personas

competentes en lectura eficaz son las menos, es vélido y deseable tener en cuenta y buscar con
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demencia que sean m4s, dado que, tienen un mejor rendimiento escolar y profesional, poco se
hace por ampliar el nimero de estos en la sociedad, aseguran expertos debido a que se
requiere mayor esfuerzo del sistema educativo'¥. Quizds porque a quien es encomendado para
hacerlo, simplemente no siente placer por leer y no reconoce la importancia de saber leer. La
propia Organizacién para la Cooperacién Econémica y el Desarrollo la OCDE! precisa al

respecto:

“Los estudiantes que alcanzan el nivel mds alto de PISA tienen una gran probabilidad de mejorar el
acervo de talento de su pais; son vitales en las economias basadas en el conocimiento.”

Cuando un docente prepara su clase, crea un discurso y este hereda méds de lo que se aprende

leyendo en su construccién. Es decir, regala al lector su propia experiencia en el conocimiento.

La lectura en voz alta, esa es mi voz, Soy un avatar y me llamo Binaria.

Todos sabemos lo elemental de conversar, pero pocos desarrollamos la habilidad de la
conversacién diddctica, para ello es necesario escribir, dado que escribir es el modo més
elegante de pensar y avanzar en la profundidad para un nuevo pensamiento. No es casualidad
que la calidad de la educacién sea medida con dos variables esenciales, el dominio de la lengua
y la capacidad de comunicacién. Si no invertimos en la formacién de lectores, un pafs asf,
como consecuencia de esta debilidad en el adiestramiento en la comprensién de cuerpos de
texto escrito, se desvinculard de las formas de vida de mejor calidad en el desarrollo personal y

social.

Leer es una ocupacién seria, cuando se estid leyendo, muchos ndufragos de la educacién,
intentan desacreditar esta actividad aludiendo a que es una forma cémoda y floja para
comunicar la clase preparada, dado que la forma en voz alta que presenta informacién es
mejor vista por la mayorfa de los alumnos por requerir menos esfuerzo. En esta hipétesis del
mayor esfuerzo, estd presente la aspiracién innegable de que en un aula en la que se lee con

regularidad se descubre el placer por el conocimiento.
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El gran Alfonso Reyes en su obra La experiencia literaria'® nov dustra:

“Sin cierto olvido de la utilidad, los libros no podrian ser apreciados”.

Otro grande de las letras, el Ruso Yuri Dombrovsky en su obra La facultad de las cosas

(niitidles':

En un ldcido anélisis expresa “he decidido no inventar nada, describir lo que conozco mejor,
mi propia vida”. En esta novela se refiere a la importancia de la literatura para la civilizacién,
aunque el régimen estalinista llamé “cosas indtiles” a la literatura, quizds porque sabia que son
los libros nuestra memoria sangrante a manos del totalitarismo y los que renuevan nuestra

consciencia. Desde los libros emerge a la superficie lo mejor de la humanidad.

La literatura es la que custodia los mejores ideales y valores de los individuos de todos los
tiempos, y es el més seguro refugio para que la imagen social del docente se reivindique. Los
cambiantes puntos de vista que consideran a los docentes una carga necesaria, podrian
cambiar si se dan cuenta que son en realidad individuos que custodian lo mejor de la cultura

universal desde el libro que produce y promueve.

El libro, a primera vista parece solo una aglomeracién de pdginas. Sin embargo, una mirada
més atenta revela que es un organismo textual, bien planificado en su arquitectura y
claramente estructurado. Todo se encuentra en su lugar, cada frase, palabra y pérrafo, es parte
de un corpus de texto trenzado en un flujo narrativo, desde el cual el hombre ha creado
mundos enteros. Si le invitamos a explorar estos mundos desde los libros es porque en ellos, el
discurso es mds estructurado para los aprendices, las propias erratas en el libro, son pretextos
perfectos de seguir buscando la perfeccién. Por estructurados nos referimos a cadenas de
ideas que fundamentan, justifican y demuestran objetivamente el cémo se pensé el
conocimiento, es decir, son la légica del discurso. Cuando por lo comun, una clase, solo

alcanza la categoria de informar el conocimiento, el discurso literario ademés de informar,
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Seduce a la razon a 18. emocién.
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Lecciéon 1: Pensamiento matematico

Algo esencial para aprender matemadticas, es entrenar una mente a este tipo de pensamiento.
Las primeras ideas sobre algo nuevo, forman en nosotros la intuicién, y esta intuicién afecta
cudnto disfrutaremos en el futuro de un tema. ;Qué significa cuando queremos aprender
matemdticas? Significa que hemos reconocido que para conquistar la tecnologia, la naturaleza

del propio universo requerimos aprender a pensar las matemaéticas.

Siempre es recomendable partir de aquellos conceptos inmediatos a un objeto matem4tico,
antes que dar la definicién moderna de una demostracién; que esta tltima, es més precisa y
compleja no hay duda, pero también que su abstraccién produce vértigo en el novel. Para la
definicién moderna es necesario antes conseguir la comprensién matemdtica intuitiva del
objeto estudiado: de una manera proceptual-simbélico. Aqui abordaremos a la matemdtica
desde un 4ngulo distinto, es como imaginar un circulo que comienza en cualquier punto
alrededor de nuestra comprensién. Pero al comenzar por cualquier punto la perspectiva

cambia. Por ejemplo si nos preguntamos por el circulo.
(Cémo definir un circulo?

Desde la geometria

. La forma m4s simétrica posible en dos dimensiones.

. Es la forma que obtiene m4s 4rea para el menor perimetro (propiedad de
Isoperimetria).

. Todos los puntos de un plano equidistante de un punto dado (radio, distancia del

centro a una recta tangente a cada punto del circulo).
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Desde la analitica

] Los puntos (x,y) en la ecuacién x2+ y2 =r2 (versién de la geometria analitica).

] Los puntos de la ecuacién r sen(t), r cos(t) para todo t (versién analitica)

. La forma cuya tangente es siempre perpendicular al vector de posicién (interpretacién
fisica)

. Poligono regular de n nimero de lados.

Podrian ser m4s interpretaciones, el hecho es que cada una de ellas describe la misma idea. El
cémo lo aprendimos de nifios, determina la esquina desde dénde lo miremos en cada nuevo
aprendizaje de nuestras vidas, esa es la intuicién de un conocimiento, un viaje entre

conocimientos alrededor de una idea formal.
Finalmente, el conocimiento de las mateméticas es sobre ideas perfectas, formuladas en forma
de notacién matemdtica, el conocimiento matemaético es una intuicién clara sobre un concepto,

logrado esto, las ecuaciones encajan cada una en su lugar, con coherencia y precisién.

Aprender matemdticas es:

. Encontrar el tema central de un concepto matemdtico.
. Expandir sus propiedades y aplicaciones.
. Explorar la relacién de sus propiedades con otras 4reas de la matem4tica.

El aprendizaje de las matemdticas, es una btisqueda de conocimiento y aplicacién. Esa primera
visién intuitiva puede ayudar a todo aprendiz a comenzar, son esas definiciones que hacen
sentido y caminan alrededor del circulo para encontrar otras. Golpearnos la cabeza contra una
idea que nos resulta abstracta no es muy divertido, para ello debemos ver desde diferentes
dngulos esa idea, es decir, desde un libro a otro, de un profesor a otro, de manera que tenga
sentido la idea explorada. Las matemdticas pueden llegar ha ser dificiles y desalentadoras
cuando nos enfocamos a partir de definiciones avanzadas en el conocimiento, sugerimos que el

punto de partida debe ser intuitivo, diverso y observado desde una mente abierta.

Pensamiento matematico aplicado

22



La frontera entre teorfa y aplicacién es muy subjetiva y cambia con el tiempo. Algo que
podemos hacer es conectar a las matemdticas puras con la ciencia y la tecnologfa. Las
matem4ticas aplicadas no son un campo cientifico o técnico definible, pero quizés si desde la
actitud humana, puede dirigirse una idea respecto a la integridad matemdtica rigurosa; debe
complementar al razonamiento tedérico con el trabajo numérico, considerando ejemplos
plausibles que sucesivamente planteen al pensamiento matemdtico como la accién de

modelado, aquf las fases del pensamiento matemadtico aplicado!®:

a. Modelado de problemas matemadticos
b. Anélisis del problema matemdtico

c. Desarrollo de algoritmo

d. Escritura de software

e. Experimentos computacionales

f. Validacién del modelo

Es decir, esencialmente, las matemdticas se convierten en aplicadas cuando se utilizan para
resolver problemas del mundo real, no buscan resolver dificultades matematicas. Aqui, en
lugar de intentar dar nuestra definicién de las matem4ticas aplicadas, las hemos descrito como
diversas faces, organizadas en forma de etapas, donde esta dltima nos conduce de retorno a la
primera. Para comprender m4s a fondo el pensamiento matemdtico aplicado, ensayemos sus

conceptos.

Modelado del problema. Es acerca de tomar un problema fisico y el desarrollo de las
ecuaciones diferenciales o algebraicas que capturan las caracteristicas esenciales del
problema y asi puede ser utilizado para obtener una comprensién cualitativa o
cuantitativa de su comportamiento. De este modo, el problema fisico puede hacer
referencia a una cuerda vibrante, a la propagacién de un virus, a la respuesta social a una
idea. El modelado es necesariamente imperfecto y requiere simplificar sus compuestos.
Es necesario mantener suficientes aspectos del sistema en estudio que reproduzcan el
comportamiento modelado, pero no con tantas variables que resulte dificil de analizar.
Diferentes modelos resultan ttiles para describir el comportamiento real, sumando
modelos continuos, discretos o estocdsticos aumentan las posibilidades de acertar.

Muchos no realizan el modelado y directamente van al anélisis.
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Anélisis del problema matematico. Las ecuaciones formuladas en la fase anterior, son
ahora analizadas e, idealmente, solucionadas. En la practica, una solucién explicita,
facilmente evaluada, generalmente no puede obtenerse, para ello se aproxima
reduciéndose a la forma de un problema menor. Las técnicas necesarias para el andlisis de
las ecuaciones se emplean sobre un problema reducido que sea representativo para la

validacién del problema: modelo ideal.

Desarrollo de algoritmos. Es posible resolver el problema reducido empleando algin
algoritmo existente (una secuencias de pasos que pueden seguirse mecdnicamente sin
necesidad de ingenio). Incluso si existe un algoritmo adecuado, quizds no sea lo
suficientemente exacto para explorar la estructura disponible u otras caracteristicas del
problema, o no permite aprovechar la arquitectura de las computadoras para ejecutarlo

en forma de software. A menudo, hay que combinar y mejorar los algoritmos.

Escritura de software. Para utilizar algoritmos en un ordenador es necesario ponerlos en
funcionamiento sobre algin lenguaje de computadora. Escribir eficientemente un
algoritmo no es f4cil, depende del entorno del lenguaje de computadora y la habilidad del
pensamiento matemético para traducir conceptos abstractos en rutinas de elementos y
operaciones bdsicas. Ademds, escribir secuencias de comandos, médulos, funciones y
objetos que llevardn a cabo los cémputos necesarios para alcanzar resultados y

exponerlos quizds graficamente.

Experimentos computacionales. El software se ejecuta ahora sobre instancias del
problema y en las soluciones obtenidas, pudiendo los célculos ser numéricos o simbélicos

o mezcla de ambos.

Validacién del modelo. El dltimo paso es tomar los resultados de los experimentos,
interpretar (que puede ser un tarea no trivial) y observar si est4dn de acuerdo con el
comportamiento observado del sistema original. Si no fuera asf, exigird ajustar los pasos
del algoritmo. El paso de validacién puede ser imposible, cuando el sistema en cuestién

puede que no sea factible tecnolégicamente de ensayarse en un laboratorio.
Otras tareas importantes del pensamiento matemé&tico son demostrar explicitamente en

nuestro entorno, la calibracién de pardmetros de un modelo, para calcular la incertidumbre y

analizar el efecto de ésta en las soluciones a problemas reales.
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Una vez que todos los pasos se han completado con éxito el modelo matemético puede ser
utilizado para hacer predicciones, comparar hipétesis rivales y asi sucesivamente mejorar el

desempeﬁo de nuevos modelos.

Un modelo matemético aplicado, es mds un trabajo de pensamiento matem4tico para que las
personas adquieran la competencia para llevar a cabo todo el proceso de modelado, donde

plantear, solucionar y validar son tareas fundamentales de este tipo de trabajo!’.

Para muchos problemas, los algoritmos fueron desarrollados para contextos de aplicacién
distintos, ello suele requerir un esfuerzo significativo para traducir los algoritmos de un
contexto a otro. Investigar y asesorarse con personas de otras disciplinas es una valiosa ayuda
para el pensamiento matemético aplicado. Es erréneo dar la impresién que las matemdticas
aplicadas se realizan de forma aislada al contexto del modelo. Con frecuencia, un problema
matemdtico se aborda con la idea de desarrollar la destreza del pensamiento, que mds tarde
puedan ser el camino para una vida profesional exitosa. La historia esta llena de ejemplos de
aplicaciones matemdticas précticas que surgen antes de aplicaciones técnicas. Antes del siglo
XX, las mateméticas fueron impulsadas por aplicaciones astronémicas, mecdnicas,
electromagnéticas, entre muchas més. En el siglo XX la fisica y los estudios sociales fueron los
motores de la matem4tica aplicada, en 4reas como la sociologia, la economia, la biologfa, la
ingenierfa y la medicina. Con las cantidades masivas de datos, seguridad militar-civil y
comercio digital, hoy este es el motor de creacién de modelos de aplicacién matemdticos del
siglo XXI?°. Desde aqui, dejamos ver que nuestra hipétesis para que un joven bachiller
desarrolle el pensamiento matemdtico aplicado, enuncia: El desarrollo de inferencias entre
matemdticas y clencia-técnica se aprende desde ejemplos pricticos en los que intuitivamente

se reconoce la naturaleza de planteamiento, soluciones y validaciones.

Entre matemadticas puras y aplicadas

La cuestién de cémo comparar las mateméticas aplicadas y puras a menudo es algo polémico.
Debido a que las matem4ticas puras pueden ser pricticamente utiles y las matem4ticas
aplicadas pueden ser un arte elegante. Las matem4ticas aplicadas son una disciplina
intelectual, no una parte de la tecnologia industrial, no solo la aplicada necesita de la

matemdtica pura, en sentido contrario, se necesitan también para evitar ser endogamia, estéril,

25



o sin sentido, la pura necesita la revitalizacién y el contacto con la realidad que solo la

21, Las diferencias en motivacién y objetivos entre la

aplicacién puede proporcionar
matemdtica pura y aplicada deben plenamente ser reconocidas por docentes y estudiantes. La
matemdtica pura, a menudo se trata con conceptos tan abstractos que la légica sigue siendo la
Unica herramienta que permite el juicio de la correccién de una teorfa. Por otro lado, la
matemdtica aplicada verifica empiricamente como juez necesario su validez ontolégica, es
decir, su relacién con el mundo real material. Pero también es un hecho que la matemética
pura esta oculta detrds de los simbolos de las matemdticas aplicadas. Pero, para ambas es
necesaria la actitud de curiosidad y rigor frente al conocimiento necesario.

Suele ser la matemdtica pura, una segunda categoria oculta bajo los simbolos de las
matemdtica aplicada, asi que conocimiento y gusto son necesarios si lo que pretendemos es

hacernos de este conocimiento objetivo. En ocasiones se considera a las matemdticas aplicadas

un subcampo de las matemdticas puras.

Como ejemplo de mateméticas aplicadas destacan los algoritmos de los navegadores de
Internet. En los comienzos de la década de los 90’s la Web nacié, y los motores de biisqueda
de paginas Web se hacen indispensables para los usuarios, ordenando la informacién por
criterios simples como el nimero de veces que aparecen en la consulta de bisqueda en una
pagina. Este enfoque resulté poco satisfactorio cuando la Web crecié en tamafio y los
“spammers” aprendieron a influir en los resultados de bisqueda. Desde la década de 1990
hacia a delante, se desarrollaron criterios méas sofisticados, basados en el anélisis de vinculos
entre padginas Web. Uno de ellos es el algoritmo de PageRank de Google. Otro es el algoritmo
de bisqueda (HITS) hyperlinkinduced of Kleinberg. Es de destacar que ahora mismo los
motores de busqueda intentan restringir la pirateria y el plagio de obras, para ello introducen

criterios literarios de originalidad.

El algoritmo que ilustra la representacién de las consideraciones del trabajo en la red Web

corresponde a la matriz:

0

—_ O
S = O =
S O O =
S = O O

En una bdsqueda sobre las pdginas Web produce:
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Esto indica que hay una pégina de autoridad mds alta en el ranking y es eje clasificatorio
razonable de otras pdginas. El primer paso del algoritmo determina la pagina concentradora o
de autoridad, mediante la iteracién de los pasos dados por el nimero de consultas a la misma y
en relacién a las palabras claves que relacionan al indice de péginas. El segundo paso
construye el grafo de iteracién entre las mismas, como tercer paso con ayuda de la matriz A, se
computa buisquedas particulares sobre la Web, de este modo el modelo es vélido para

computar el ranking por el concepto de pagina de autoridad.

Otro ejemplo de matemdticas aplicadas refiere al proceso de cambio de una imagen digital
)emp p p g g
para hacerla m4s agradable a la vista mediante la eliminacién de un tinte de color, ajuste
creativo de color y contraste, suavizando las arrugas en rostros humanos entre otras funciones
de edicién digital de imdgenes. En los dias de la cdmara digital y teléfonos inteligentes que
g g gral y g q
procesan fotos y video, se requieren aplicaciones adecuadas para clonar zonas de im4genes de
interés. La clonacién es la copia de una zona de la imagen de interés. Su uso comun es quitar

defectos o elementos no deseados de una imagen, como polvo, manchas y cables.

Una herramienta de clonacién es el software moderno que utiliza matemdticas sofisticadas
para la mezcla de fragmentos de imagen. Nos representa la imagen como una funcién f de dos
variables f(x,y) de un RGB (Rojo,Verde,Azul) triplete correspondiente al punto (x,y). En la
practica, una imagen es una discreta rejilla de puntos y valores RGB, que son ntdmeros
enteros. Nuestro objetivo es reemplazar un objeto abierto en la regién €2, por una regién que

tiene la misma forma y tamafio, pero es de una ubicacién diferente a la imagen, y por lo tanto

corresponde a una traduccién (6.8 ) Si simplemente copiamos la regién de origen en el

destino, el resultado es no conveniente visualmente para la imagen, ya que no conserva la

textura al rededor de la frontera ®2. Para aliviar estos problemas podemos reemplazar f
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dentro de €2 por la funcién g que est4 definida por la ecuacién diferencial PDE siguiente:

Ag(x,y) = Af (x+ Ax,y + Ay), (x,y) € Q,
g(x,y)= f(x,y), (x,y)€Q,

a=9/ o+ zy/ )
Donde dx 9" es el operador Laplace. Nosotros podemos forzar g para que sea
idéntica a f sobre el limite de la regién de destino, pero dentro de la regién Laplaceana de g
que tiene que coincidir con de la de f en la regién origen. Se trata de una ecuacién Poisson con
condiciones limites de Dirichlet. Puesto que el operador Laplace estd conectado con los
efectos de difusién en equilibrio, debemos pensar en los pixeles de la imagen de difusién para
formar un resultado visual m&s convincente. Otra interpretacién que demuestre que la

solucién tiene suavidad éptima en cierto sentido, se minimiza mediante:

2
JIvg—vfl ac
Q

Donde O] o el operador gradiente y 1] es el Lo~ NORM g, practica, PDE es
resuelta por métodos numéricos. Adobe Photoshop, software de manipulacién de imigenes
digitales lanzado en 1990, introdujo una nueva caracteristica denominada Pincel Corrector en

2002. Se lleva a cabo mediante la clonacién resuelta por ecuacién biarménica

A’g(x,y)= A’ f(x+0x,y+0Y)

9* 9* 0*

Azza 4+2a 5t

Donde * oy ¥, porque esto ha demostrado que proporciona una mejor
coincidencia de los derivados en la frontera y de tal modo que produce una mejor mezcla de la

fuente en el 4rea que contiene el objetivo. En este caso estamos minimizando
2

[(Ag-ar) dQ

Q

La idea de usar la ecuacién de Poisson o la Ecuacién biarménica para llenar vacios en los

datos dimensionales que aparecen en otras dreas de aplicacién, como por ejemplo en mateo y
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modelado de datos geofisicos propuestos en la década de 1950.

Un problema relacionado, es cémo detectar cuando una imagen ha sido objeto de clonacién
dentro de las ciencias forenses. La aplicacién incluye la comprobacién de la veracidad de las
imigenes que aparecen en los medios de comunicacién como evidencia en casos legales y
comprobar la legalidad de la prueba fotogrifica como imagen orgdnica, es decir, no
manipulada digitalmente. Las mismas consideraciones que hacen posible la clonacién también
permiten su uso para detectar este procedimiento digital. Se emplea para tal fin forense el
operador Laplaceano o biarménico para evaluar los valores y hacer bisquedas sistemdticas
para encontrar 4reas con esta propiedad. Una complicacién es que si la imagen se ha
comprimido después de la clonacién, normalmente, en una compresién jpg, la imagen
eliminard el ruido de clonacién causado y derivado de procesos de mapeo de pixeles. Tener
que lidiar con ruido es un requisito comtn en las aplicaciones matem4ticas de procesos de
video, fotografia y sonido, recientemente se aplican en proteinas y genes para identificar
patrones de clonacién relacionados con manipulacién biotecnolégica artificial y de este modo
reconocer virus, proteinas que deliberadamente sean manipuladas en laboratorios con fines de

terrorismo o uso industrial.

La aritmética computacional o bioinformdtica, es la moderna biologfa, para nosotros en la era
digital juega un rol computacional relevante para nuestro modo de vida, por ejemplo, para
realizar célculos aritméticos para una amplia gama de tareas que incluyen el disefio de
farmacos, anticuerpos y tejidos sintéticos. La matemdtica aplicada y la ciencia computacional
son responsables de asegurar que los célculos que producen sean el resultado correcto, y no se
caiga en una situacién infame, asi que otra forma de tomar decisiones éticas es basarlas en la
confiabilidad de los célculos computacionales, la propia decisién de no permitir la clonacién
humana, se ve en el criterio ético de un célculo que demuestra que esta actividad pone en

peligro a la especie.

La matemética aplicada puede estar presente en todo tipo de aplicaciones de laboratorio de
investigacién académica, ensefianza o de recreacién en videojuegos. Toda innovacién implica
su tiempo haciendo mateméticas en el sentido tradicional de sentarse con ldpiz y dibujar en
papel ecuaciones o demostrar teoremas, redaccién de justificacién de modelos y programacién
de software que exprese las soluciones. Intentamos aqui que los estudiantes se den cuenta que
interesarse e invertir tiempo al pensamiento matem&tico es lo que posibilita control,

manipulacién, descripciones de todo tipo de realidades fisicas, biolégicas, administrativas,
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financieras, artisticas, ... , en otras palabras, las matemdticas permiten a las personas ganar
autonomia intelectual y estar en sociedad en redes creativas es la més autentica soberania

intelectual de un pafs.

Las matemdticas suelen ser una tarea solitaria, es decir, uno puede estar trabajando sobre
diferentes problemas, pero cuando se es un novel (aprendiz), es necesario colaborar en una
sociedad de aprendizaje entre docentes y alumnos al modo de colaborar en discusiones en las
que se interpretan, aprenden procesos y se amplia la base conceptual simbélica del lenguaje
artificial llamado matemdticas. El conocimiento aplicado proporciona una fuente importante
de identidad disciplinar y capacidad profesional, asi como oportunidades de desarrollo

profesional dentro de una red de trabajo en una sociedad laboral.

Los ejemplos anteriores nos ilustran la importancia de la matemética aplicada, son una
muestra de la importancia del impacto de ésta en nuestro futuro, y por lo tanto requiere una

discusién mas detallada.

Las matemdticas aplicadas proporcionan la herramienta y sus algoritmos permiten la
comprensién y modelado productivo de muchos aspectos de nuestra realidad, incluyendo
prondsticos del tiempo para trafico aéreo o la agricultura. En muchos casos los modelos se
utilizan para informar a los responsables de gobiernos, para toma de decisiones a favor de sus
sociedades. Todos usamos un algoritmo matemdtico de manera cotidiana. La transformacién
rdpida de Fourier, que se encuentra en todos los dispositivos méviles tales como teléfonos
inteligentes. Por ejemplo, las fotos de nuestra cdmara digital vistas en pantallas se almacenan
generalmente utilizando una forma de compresién JPEG. Del mismo modo, tomograffa de
rayos X, scanners de equipaje en aeropuertos, exploradores del cuerpo humano como
resonancias electromagnéticas nucleares, dependen de la solucién precisa de problemas de
recuperar informacién de sistemas de medicién libres de ruido (errores) introducidos desde

fuera del sistema.

El lenguaje aplicado a soluciones matemdticas, es necesario para los ingenieros y todo tipo de
técnicos que podria decirse que quien maneja este lenguaje puede ser considerado un
tecnélogo que maneja el arte de la matemética aplicada. Sugerimos comenzar por la notacién

occidental heredada a nosotros por los antiguos Griegos.
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A o alpha Nv nu

B beta Z& ksi

I'y gamma Oo omicron
A d delta In  pi

E e epsilon Pp rho

Z( zeta X o¢ sigma
Hn eta Tt tau

06 theta Y v upsilon
I v iota ®¢ phi

K k¥ kappa Xy chi
A L lambda Yy psi
Mu mu Qo omega

Otra notacién

= Implica
< Implicado por
< Si y solo st

3 Allf existe
= Allf no existe
V' Para todo

La tabla de enumeracién del alfabeto griego es ampliamente utilizada para denotar variables

matemdticas en modelos de la realidad. Tenga en cuenta que casi siempre OYE o emplean

para denotar cantidades pequefias o infinitesimales, y 7 para expresar pi=3.14159... Las
matem4ticas tienen una gran cantidad de notaciones para expresar conceptos comprimidos
bajo un simbolo. Pero la notacién es un recurso de enorme utilidad para ciencia y la
ingenierfa, si embargo aprenderla para inmigrantes a este espacio intelectual, aveces se le
presenta como un terror que al no aprender con cuidado sus conceptos asociados, produce
vértigo y estrés traumdtico. Pero si se aprende sus proceptuales-simbolo asociado en la
escritura matemética, se abre la posibilidad de ser habitantes del mundo del pensamiento
matem4tico y no meros turistas memoristicos de esta notacién artificial que da rigor a los
argumentos técnicos y cientificos. Leer y entender argumentos matemdticos es discutir la
coherencia, es decir, la no contradiccién légica expresada en toda su estructura. Como ejemplo
de la notacién matemdtica nos introducimos a la nocién de niimeros complejos tan presentes

en aplicaciones de telecomunicaciones, fisica cudntica y otras muchas 4reas de aplicacién.

Nimeros y continuidad en la linea
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Es muy dificil leer letras negras en una habitacién oscura. Sobre todo si no hay ningun texto.
Esto nos parece particularmente descriptivo de cémo la ciencia procede sobre una base diaria
cuando investiga en la realidad, sea esta lo que fuere. El trabajo del académico, es un oficio
paciente para que los cafionazos de informacién no nos distraigan de ser cautos al arribo del
talento necesario para inferir dentro de un rompecabezas infinito, en el que la razén es

desafiada en la fabricacién de soluciones creativas.

Nos damos cuenta que en el académico habita un proceso cientifico, con la sensacién de estar
en un cuarto oscuro, chocando contra cosas no identificadas, buscando fantasmas de
conocimiento apenas perceptibles dentro de un infinito de informacién. La busqueda
sistemé4tica de la ciencia de los tltimos 500 afios, ha revelado mds sobre el universo que los 5
mil afios anteriores de historia de la humanidad. Nos imaginamos una comunidad de
conocimiento con la regla de oro, es decir, hablamos del método cientifico, un conjunto
inmutable de preceptos para idear experimentos que avanzan hacia fuera de los hechos
modernos que modifican sin precedente la vida humana y su entorno. La luz en la oscuridad
es la matemdtica de niimeros y el texto académico, que representan la luz en el aula oscura,
buscando su siguiente escenario a explicar. El presente texto, dado como ejemplo, nos
introduce a rol de los niimeros con el concepto de continuidad, ademds del plano y 4lgebra

compleja tan necesarios en la tecnologia electrénica moderna.

El propésito es explicar la extensién de los nimeros reales al plano complejo y el concepto de
continuidad desde la nocién de ndmero. Para ello los nimeros enteros, racionales, e
irracionales se vislumbran como necesarios para la continuidad e infinitos dentro de una linea
continua en el espacio geométrico.

Nimeros en el infinito de una linea

La cultura humana y sus sociedades desarrollan al nimero por la necesidad de hacer eficiente

los procesos rudimentarios de contar. La propia estructura del cerebro que adopté circuitos de
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célculo neuronal, hace de nuestras abstracciones una actividad coherente con las herramientas
matemdticas modernas. Incluso la notacién de niimero, tan obvio ahora, es el resultado de un
lento proceso de invencién que demoré miles de afios. Segtin los antropélogos cada persona
tiene cierta capacidad innata para adquirir la nocién de los primeros ntimeros, emparejando el
sentido de sfmbolo y el de cantidad de objetos referidos?’. Casi todas las personas parecen
haber utilizado sus dedos como contadores naturales, de alli que se fijara el término digito
para referirnos a nimero e inclusive que se adoptara la base 10 como la més natural. El primer
paso fue organizar niimeros en grupos convenientes de 10, dado que significa “hombre”. Los
Mayas se especula que adoptaron un sistema vigesimal, por ser el 20 el nimero de dedos de
pies y manos. Los babilonios adoptaron un grupo base 60 (sistema sexagesimal), sistema que
atn se utiliza para medir el tiempo, 4ngulos en minutos y segundos. Asf nacieron los sistemas
numéricos, cuando el grupo de cuenta bdsico es fijo y cuentas superiores al primer grupo se
obtienen contando desde cero a un nuevo grupo dentro de un sistema posicional. Los
cientificos creen que los animales poseemos en nuestro cerebro un dispositivo de
procesamiento numérico que llaman acumulador, en consecuencia, nos proporciona por
intuicién los conceptos de cantidad, espacio geométrico y probabilidad en términos
numéricos?’. Pero es la base axiomdtica de verdades intuitivas la referencia evidente, es de

origen biolégico y verdades unicas a la especie.

En la linea histérica, el andlisis es una disciplina moderna con rafces antiguas. Los mecanismos
de anélisis, es decir, el célculo a partir de un sistema de piezas platénicas, es una fusién de la
aritmética con la geometria. Este problema de la fusién fue abordado con éxito hace unos 300
afios A. C., al vincular geometria y aritmética en las tablas de multiplicar. Pero, es con
Euclides en su obra “Elements” que nace de este trabajo el razonamiento de demostracién
deductivo moderno. Los griegos descubrieron en la dificultad de conciliacién de aritmética y
geometria, la existencia de nimeros irracionales. Los irracionales son necesarios para cubrir

las brechas del concepto primitivo de nimero.

La pregunta especifica de jpor qué ab=ba? No es tan trivial como parece, donde a y b son

ntmeros, ab y ba son el producto de a y b. Todavia tendriamos que precisar el concepto de
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ndmero y del producto. Para ello Euclides consideré a los nimeros a y b como longitudes y al
producto ab como el rectdngulo con lados perpendiculares a y b. Es asi que nace la percepcién
geométrica del mundo numérico?. Es totalmente obvio que ab=ba, porque el rectingulo con
lados perpendiculares prueba este hecho interesante de fusién geométrica y aritmética. Otro

caso similar es por ejemplo:

b ab b2

a a* ab

a b
(a+b)Y =a’* +2ab+b’
(a+b) =a’+b’

Esta fusién crea el dlgebra como producto de hasta tres longitudes en caso para los Griegos.
Aquf nace la idea de que las lineas son lo que llamamos curvas algebraicas o dimensiones.
Ciertamente, nada podrfa ser mds claro. Sin embargo, es sorprendente que a la misma idea se
aplican otros tipos diferentes de cantidades que varfan en sentidos continuo o discreto en
saltos. Encontrar conceptos de ntiimeros entre lo continuo y lo discreto implica un nuevo
desaffo. Por nimero se responde a dos preguntas ;cudntos y cudnto?, la primera se contesta
con los nimeros naturales 0,1,2,3,4,5,6,7,... esos que se originaron con el simple propésito de
contar, pero de igual manera intuitivamente surgieron a la par las estructuras de operadores
de adicién, resta, multiplicacién y divisién. Las operaciones de resta crean la extensién de los

ntmeros naturales a los nimeros enteros.
.0-3,-2,-1,-0,1,2,3,...
Y la operacién de divisién extiende los niimeros enteros a los niimeros racionales para todos,

por lo que la divisién define a los nimeros racionales distintos de cero. Sin embargo, esta

extensién de los ntimeros no distrajo del objetivo original de contar y contestar sobre ;cudnto?
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Esto es debido a cantidades ontolégicas como longitud, masa, 4rea, ..., con las que se puede

medir el mundo con precisién, empleando para tal efecto de precisién fracciones decimales,

, . . n .
que son ntimeros finitos decimales de la forma m /10", donde m y n son ndmeros enteros.
Pero pronto se descubrieron divisiones que dan por resultado una precisién arbitraria

inexacta a cualquier nimero racional. Por ejemplo, el caso mds tipico es la longitud de la

diagonal de \/5' no hay ningtin nimero racional cuyo cuadrado es igual a 2. Es asf que la

geometria escondfa en su interior nimeros irracionales.

Qué es una linea?, mds precisamente ;qué son los puntos, y cémo forman la linea?, desde
luego que nos gustarfa decir que los puntos en la linea son nimeros, pero es dificil recrear la
calidad intacta y uniforme de la linea en una perspectiva fragmentada de unidades
individuales de un algo. Si visualizamos los ntimeros enteros en la linea, su extensién es
fragmentaria, de la misma manera al extender esta idea a los puntos racionales, aunque m4s
densos que los enteros, hay infinitamente muchos espacios entre intervalos de racionales. Pero
es con los irracionales donde la imagen nos lleva m4s cerca de una definicién aritmética de los
puntos de una linea. Por eso necesitamos conceptos de decimales infinitos, que abarquen
puntos racionales e irracionales de una manera uniforme. Decimales infinitos y finitos

corresponden al orden de los puntos en la linea.

. . . , n
Como hemos dicho un decimal finito es un ntdmero de la forma 7/10" donde m y n son
ntmeros enteros, se escriben insertando un punto decimal para la fraccién que acompafia a la
parte entera del nimero. Y una coma decimal para expresar el limite decimal de digitos, por

ejemplo:

324 /107
3.24,

Para el caso de nimeros decimales infinitos tres puntos anteceden al coma decimal, por

ejemplo:
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T
3.141592..,

Es intuitivo que cada punto de la linea corresponde a un decimal infinito, porque podemos
encontrar las sucesivas cifras decimales de cualquier punto P comenzando con el intervalo de

enteros que contiene a P, dividiendo el intervalo en 10 partes iguales para encontrar el primer
decimal de P, y asf sucesivamente. Asf, infinitos decimales dan una representacién numérica
simple de puntos sobre la linea, que es particularmente conveniente para describir el orden de
puntos. Sin embargo, los decimales infinitos no son ventajosos para describir la adicién y la
multiplicacién, por lo que no son una solucién til del problema de la definicién de adicién y

multiplicacién de niimeros irracionales.

En resumen, los ntimeros estdn relacionados con la geometrfa porque los ntimeros verdaderos
son motivados por nuestra imagen mental de la linea. Sin embargo, la geometria de la linea no
es muy interesante, en comparacién con la geometria del plano. ;Qué propiedades de los
ntimeros son pertinentes a la geometria del plano? La respuesta la da Pitdgoras: Esto es un

numero entero triple tal que es un cuadrado perfecto.

Tabla 1. Tabla Plimpton 322.

Interpretacion (decimal)
(c/by a c b=c/raiz(C1)
C1 Cc2 C3 PRUEBA

1,98340278 | 118 169 | 1,98340278 120
1,94915855 | 3367 | 4825 | 1,94915855 3458
1,91880213 | 4601 | 6649 | 1,91880213 4200
1,88624791 | 12709 | 18541 | 1,88624791 13500
1,81500772| 65 97 1,81500772 72
1,7851929 | 319 431 1,7851929 360
1,71998368 | 2291 | 3541 | 1,71998368 2700
169277344 | 799 | 1249 | 1,69270942 960
164266044 | 481 769 | 1,64266944 600
1,58612257 | 4961 | 8161 | 1,58612257 6480

1,5625 45 S 1,5625 60
1,48941684 | 1679 | 2929 | 1,48941684 2400
1,45001736 | 161 289 | 1,45001736 240
1,43023882 | 1771 | 3229 | 1,43023882 2700
1,38716049 | 56 106 | 1,38716049 S0
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La tabla Plimpton 322 original, enumera los pares (bsc) en el orden dado para los cuales

. . c
parecen casi al azar. La primera persona en darse cuenta de que los pares (b.c)
matemdticamente significaban algo m4s, fue Otto Neugebauer en 1945, propone que son

ntmeros enteros en cada caso, esto lo llevé a sospechar que la Plimpton 322 era realmente una

tabla de triples (a.b.c) con la propiedad
a+b’=c’

Estos tripletes se llaman pitagéricos por el famoso teorema de Pitdgoras que afirma que en

cualquier tridngulo rectdngulo con lados a, b, la hipotenusa es c. ;Apenas puede ser una

212
coincidencia que el ndimero b, ¢ tiene la caracteristica numérica que V¢ —b" es un nimero
entero, pero ;Plimpton estaba pensada en tridngulos? Lo que hace esto casi seguro, es que la

relacién de la pendiente de la hipotenusa, decrece de manera constante y es aproximadamente

igual justo debajo de la cuesta por encima de 30°. Asi, los tripletes son geométricamente
ordenados y delimitados de forma natural. Son solo 16 tridngulos entre los limites
mencionados, sujetos a una cierta condicién de simplicidad, Plimpton 322 por lo menos

contiene 15 de ellos.

Estos resultados sugieren que los nimeros Plimpton 322 tienen un significado geométrico y

demostraron que el teorema de Pitdgoras fue conocido antes que el propio Pitdgoras naciera,
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unos 500 afios. Estos 15 tridngulos son encontrados como base de inclinaciones de pirdmides
antiguas, como evidencia de que estas civilizaciones no querfan construcciones que implicaran

a los infinitesimales irracionales, quizds por razones religiosas.

Ahora que nos hemos dado cuenta que los nimeros racionales e irracionales completan
plenamente los puntos de una linea de nimeros reales, podemos esperar que existan de
manera similar funciones racionales entre las funciones reales. De hecho, son funciones

racionales como cocientes de polinomios. Una funcién f es un conjunto ordenado de pares

(x.y) que incluyen a mé4s de un par {x.7) para cada x, en cuyo caso decimos que Y = VACO D
conjunto de x valores ordenados se llama dominio de f, y el conjunto de valores de y se llama
rango. Reducir el concepto de funcién al de conjunto, es parte de la visién de las matem4ticas

que considera que todo en el fondo es definido por conjuntos.

El plano complejo

Los ndmeros reales R incluyen a los racionales e irracionales, que corresponden a todos los
puntos de una linea infinita llamada linea real. Parece indiscutible que el cuadrado de un
nimero negativo es positivo, puesto que el cuadrado de un ntimero real es no negativo,

cumpliendo la ecuacién

Es Raphael Bombelli en 1526 quien introduce el niimero complejo, fue en su obra L’Algebra?®,
donde se observa a simple vista que la ecuacién anterior no tiene ninguna solucién real
(rafces). Sin embargo, Roger Penrose destaca que al superarse el parecer imposible, por un

enfoque razonable que exige otro sistema de nimeros que sea adecuado para tales propésitos,
. . 21— . :
en que nos permita resolver la ecuacién®® X" +1=0. Para este caso la ecuacién algebraica

a,,a,,..a

general de grado n, donde » son nimeros reales cualesquiera.

a,+ax+..+ax"=0 (a,#0)
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Este objetivo solo puede lograrse si conseguimos de alguna manera extender el sistema de

ntmeros reales por otro que es parte, lo hacemos con un sistema de numeracién de otro més

extendido. X" +1=0 es en cierto sentido la ecuacién algebraica mas simple sin raices reales,

un primer acercamiento evidente para nuestro problema es introducir una unidad imaginaria

1=~=1 es decir, una nueva dimensién y entonces el plano numérico se extiende al niimero

complejo de la forma:

a+bi o a+ib

Donde a y b son nimeros reales arbitrarios y la operacién de estos nimeros se define de

manera natural como binomios @+bx donde x es desconocida, salvo en este caso:

.3 . .4 . .
=—1,i’==i,i*=1, i =i,...

2
i
Si b=0, observamos que solo estd presente la linea real con sus caracteristicas especiales.
Asombrosamente como veremos resulta que una vez que permitimos que x tome valores
complejos, la ecuacién general algebraica siempre tiene una raiz, aunque los coeficientes

a,.a,,..d P . .
0°%1>*n  sean numeros complejos, un resultado que es conocido como el teorema

fundamental del algebra: establece que todo polinomio de grado mayor que cero tiene una

raiz.

Por ntimero complejo nos referimos a una expresién @+bi, donde a y b son ntimeros reales e

ey

es la unidad o dimensién imaginaria. Si a es la parte real de ¢, escrita como Re ¢, b es

llamada la parte imaginaria de ¢, escrita como Im c. El nimero complejo cero es 0=0+01,

donde las partes imaginaria y real valen cero. Por definicién dos nimeros €1°“2son iguales solo

’

S1

Re ¢, =Rec,,

Imc¢ =Imec,,
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mc#0 o dice que c es

Si Im c=0, c=a+bi se reduce a un nimero real, mientras que
puramente imaginario. Los ndmeros complejos pueden ser representados geométricamente
como puntos en el plano, un hecho que no solo es 1til, sino practicamente indispensable para
la ingenieria y la aplicacién cientifica moderna de este “mé4gico nimero”, como lo llama Roger

Penrose. Con la introduccién de un sistema de coordenadas rectangulares en el plano,

z=x+1iy

podemos identificar el ndmero complejo C , como , asociado con el punto P.

Imz
Foz sxtiy

|21

Arg 2

¥ Re 7z

De esta manera, establecemos una correspondencia biunivoca entre el conjunto de todos los
ntimeros complejos y el conjunto de todos los puntos en el plano con una precisién infinita
dado que las partes Re y Im son ntimeros racionales e irracionales. Claramente, con esta

asignacién, el conjunto de todos nimeros reales en el eje x y el conjunto de los nimeros

puramente imaginarios en el eje y, mientras que el conjunto de los niimeros C corresponden
al plano complejo o llamado plano z, en el entendido que tal plano z es construido por

Z=x+1iy

términos que son los puntos que definen la densidad de la superficie z. Otra

manera de representar al nimero complejo es usar el vector posicién que une el origen con

algtn punto en el plano z. El vector op cuyo médulo o norma estd dado por el valor absoluto

4

del ndimero complejo z, denotado por '“! . El 4ngulo de direccién entre el eje real y el vector

0P, es positivo solo si la rotacién es en el sentido antihorario y negativo en el sentido

contrario; se llama argumento del nimero complejo z y se denota por Arg z. En otras palabras

7| v Arg z

son las coordenadas PO]&I‘CS ry ¢27 .
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x=Rez=rcos@®

y=Imz=rseng

Por lo tanto

z=x+1iy=r(cos¢+isend)
Esta ultima forma es la que se llama forma trigonométrica de un ntiimero complejo z.

Claramente Arg z, se define solo en un miiltiplo entero de 27 . Sin embargo, existe uno y solo

un valor de Arg z, es decir de ¢ , que satisface la desigualdad
—-T<P<7m
Arg z=argz+2nm

donde n se extiende sobre los niimeros enteros positivos y negativos incluyendo al cero.

‘Z|: ’x2+y2

y
tag(argz) = 2
X

Se requiere algiin cuidado en invertir la expresién de la tangente, puesto que el arco tangente
de un ndmero real x, es escrito como Arc tan x, y se define solo para miltiplos enteros de 7.

Sin embargo, existe uno y solo un valor de Arc tan x, digamos un & que satisface la igualdad

y llamaremos al valor @ el valor principal del arco tangente de x, escrito arc tan x. Nosotros

tag(argz) = 2

ahora podemos invertir la relacién X obteniéndose
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arctanz si x>0
X

argz = arctanX+rc si x<0,y>0
X

arctanl—n' si x<0,y<0
X

Y

Por otra parte, X se convierte en infinito, claramente si tenemos

(SRR

si. x=0,y>0
argz =
b4
—— si x=0,y<0
> y

mientras que el caso z=0 es indeterminado como la versién Maya del cero.

Los niimeros complejos
x+iy

x—1iy

se dice son nimeros complejos conjugados, si uno de estos se denota por z, y el otro se denota
- *

por £ o <.

Obviamente los puntos z y < son simétricos con respecto al eje real x.

=1
(7)==
- 2
zz=|4

Por otra parte

arg 7 =—arg z

A menos que z sea un nimero con la parte real negativa, en cuyo caso
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argz:arggzn'

La ecuacién de Euler o llamada por otros, identidad de Euler

e" =cosx+i senx

donde i es la unidad imaginaria. Tenga en cuenta que la identidad de Euler es poliédricay a
veces también se llama la férmula sobre una curvatura Euler. La expresién equivalente:

= In(cos x + isenx)
previamente habfa sido publicada por Costas (1714). El caso especial de la férmula con ¥=7
da la identidad:
e"+1=0
Una ecuacién que conecta los nimeros fundamentales, 7, e, 1 y 0 (cero), las operaciones
fundamentales +, x, y exponenciales, la relacién mds importante =, y nada més. Gauss comento

que esta férmula no era inmediatamente obvia.

La férmula de Euler se puede demostrar utilizando un desarrollo de series

x2 x3 oo xn
e=1l+x+—+—+o00=)» —
21 3! ~
eix _ 1+lx+(lx) +(lX) (i'x)4 +...:i(l.X)n
31 4 ~ g
- n=1_op-1
senx = (_1)
= (2n=D!
oo n._2n
COSX = (_1) al
= (2n)'

o ( 2}1*1

=2 (2n)' z (2n D!

n=1 =1

e" =cosx+i senx

También se puede demostrar utilizando la integral compleja
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z=r(cosO+i send)
dz=ri(sen@ —icos0)do
dz=rizd0

1¢dz

—|—==11idO

r' z Jl

1

—Inz=1i06
-

Aplicando a ambos miembros de la igualdad la exponencial
1 .
Zz= eze

-
z=r(cosB+isend)

= reie

i0
z=re

Donde r representa la magnitud de z y es el argumento de z, usualmente llamado arg z.

Si

Z] — r]eze,

i0
=ne
Entonces

6. 6,
{5, =nhe ne

(6,46
3% = ’ﬁlrzel( )

ﬁ — iei(elfez)

L h

Si

z=re® entonces
z=re®

1z =120 = 200 = 12

Potencias de complejos
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Ejemplo 1. Determine el valor de (I+1)

Sabemos que

z=1+i0)"
z=a+bi
a=rcosf
b =rsend
r=+a’+b’
Tom@=é
a
Zn :rneine
Solucién:
b
Tan6=—=1
a
T
0=Tan'(1)==
(1)="

r=+2
&=+ =(V2) ¢t
z :(\/5)861271

usando formula de Euler
si " =cos2m+isenm

¢ =1+0=1

2 =(V2) ¢ =(v2) =16

3-0)°

Ejemplo 2. Determine el valor de

Solucién:

26:(\/§—i)6
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a=+3
=—]

,»z\/((\/E)2 +(—1)2) =22 =2
SNEN
6 =Tan™ (%) = —%

F=(3-i) =200 =20

e =cos(—m)+isen(—m)=—1

L =(WB-i)f=20"6 =25¢" = 64(-1)=—64

(3+2i)*

Ejercicio 1. Determine el valor de escribiendo el procedimiento

Solucién:

2t =—119+120i

., n_ . , . . .
La ecuacién < =1 donde nes el valor COl’IlPle]O de raices n-simas de la umdad, €S dEClI’, se

dice “C(Zé)tl raiz [L'ene una ma mﬁ[() 96 ». Ahora ue:
g q
z 619 elZﬂ'k 1

Usando la ecuacién de Euler:

¢ = cosB +isend
transformando

7" =1=¢*™ =cos(2mk) + isen(2k)

= 7= 1" =[cos(2mk) + isen(27k)] "

Ahora nosotros usamos la férmula e De Moivre que establece:

cos nf +isen nf = (cos 6 +isend)"
Asi que

21wk 21k
z=|cos(2mk)+ isen(27rk)]% = cos(ij + isen(i)
n

n

Donde £ es cualquier nimero entero. Ahora estd claro que todas las n raices de z deben estar
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en un circulo de radio 1, y las expresiones del tipo cos@ +isenbd son tipicamente de la forma:
z=r(cosO +isend)

Pero en este caso r=1, por lo tanto
2rk i 2rk
Z=COS| — |[+1i1sen| ——
n n

Algebra compleja

Se deduce de su tratamiento como binomiales, suma y producto de dos complejos

z =x iy,

2, =X, +iy,

estdn dados por

2+ 2, =(x, +x)+i(y, +,)
2,2, = (X, = y,,) +i(x,y, + y,X,)
=2, =0 =x)+i(y,—y,)

< XX, + X - X
Rl )’1)2’2 g 2y21 1)2’2 (x4, %0)
L XY, Xyt

Algebra compleja es un campo para el que se cumplen las propiedades axiomaticas de toda

dlgebra, dado los ndimeros complejos 4,%, %

Conmutativa bajo +
7,+t2,=2,17

Conmutativa bajo ®
42 = 5%

Asociativa bajo +

(Z2+Z1)+Z3 =7 +(2, +2;)

Asociativa bajo ®
(212)25 = 21(2:25)
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Distributiva bajo la +
L+t =217 +2,

Distributiva bajo la ®
408574345
Elemento neutro bajo la +

z;+0=z

Elemento neutro bajo la @
5 ®1=z

Inverso simétrico

-1
7z, =1

x—1iy xX—iy z _Z
_T-—F

7= (x+ iy)’l =

(x—iy)x+iy) X*+y 2z |z

Hasta lo visto aqui, uno podria representar a los nimeros complejos como pares ordenados

(sin emplear la unidad imaginaria 1)

('xl’yl)’(xz ,yz),...

donde *»°Y» son nimeros reales, entonces multiplicacién y adicién pueden ser representadas

(xl’)ﬁ)"'(xza)’z): (X +x, 5 y+y,)
(e ) (03 ) = (6, =33, 5 23, +5,0)
Con este enfoque, la relacién i” =1 tiene como andlogo

(0,1)(0,1) =(-1,0)

Hemos visto que la explicacién de la extensién de los niimeros reales a los ntimeros complejos
no es menos exquisita que la extensién de los niimeros enteros a los racionales y su posterior

extensién de los racionales a los irracionales implicados en el concepto de una linea continua.

¢ Qué ocurrirfa si en lugar de utilizar nimeros complejos ordinarios, utilizamos ntmeros
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complejos que anticonmutan? Es cuando se crean los Nimeros de Grassmann Vi, son
nimeros anticonmutativos, es decir, la suma de la conmutacién de dos ndmeros de

Graassmann se hace cero

6,0,=-60,
6,0,+6,6,=0
[66,}=606,+606,=0

Y en particular i=j
{66.}1=606,+66,=206,=0=6"=0

6’=0

Asf que el cuadrado de cualquier nimero de Grassmann es cero "

Con esta propiedad podemos hacer expansiones de funciones que dependen de estos extrafios

numeros anticonmutativos. Si consideramos una funcién de dos variables Grassmann llamada

16.6,)

Recordamos que para una funcién de dos variables, la férmula de Taylor se expresa
oF oF 19°F ,, 10°F , , OF

F(x+dx,y+dy)=F(x,y)+—dx+—dy+— dx” +— dy” +
( yrdy)=Fx.y) ox dy Yoo 2! 9y’ Y 0x0y

dxdy+ ...

Si hacemos la expansién de nuestra funcién f en serie de potencias que depende de variables

de Grassmann, entonces

f(6,,0,)=a,+ab, +a,0,+a,b,0,
f(6,,0,)=a,+ab, +a,0, —a,0,6,

Las cantidades son nimeros ordinarios. La expansién se detiene en el término cuadritico

0) =0

cruzado debido a la propiedad fundamental i

Y la segunda linea se obtiene por anticonmutacién.

Ejercicios aritmética
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Ejercicios 1: Represente los siguientes ntimeros complejos en su forma trigonométrica:

1+1
b. -111

c. 1-1

d. 1+iv3

Arreglos

Un arreglo es un conjunto ordenado de nimeros de cualquier dimensién. Un arreglo de una

a,,..

dimensién (4° +84) se le conoce de varias maneras, n-tupla, vector fila por estar escrito en

horizontal, vector columna por estar ordenado asi. Los numeros % son entradas o
componentes. Un arreglo de dos dimensiones % con i desde 1 an, y desde 1 am, esllamado

matriz n x m. Los nimeros % son entradas, elementos o elementos de matriz. Uno puede

pensar a la matriz como un arreglo de filas y columnas de vectores. Si afiadimos dos n-tuplas

(a,.a,,...,a,)+(b,,b,,...b,)=(a, +b,,...a,+b,)

Esto es dos n x m matrices A y B, sumadas como
(a+b),=a, +b,
Uno puede multiplicar matrices por niimeros. Por lo tanto, z veces la matriz tridimensional

a . . a; SR .
U, es decir la matriz de entradas = % . Podemos multiplicar dos matrices
(ab), =ab,
Otro producto es el producto externo de la matriz % por una matriz de tres dimensiones

im es un arreglo de cinco dimensiones

(ab )ikjlm =aub

Jjlm
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Un producto interno es posible si dos arreglos son del mismo tamafio, es decir, sus

(a,b)={alb)

dimensiones son iguales. Por lo tanto, el producto interno o producto punto

aebde dos n-tuplasayb es

(a,b)=(alb)=aeb=(qa,,a,,....a,)®(b,b,,...b,)=ab,+..+ab,

El producto interno de dos n-tuplas complejas es definido por

(a,b)={a|by=aeb=(a,,a,,....a,)®(b,b,,....b,)=ab,+..+ab,

o de complejos conjugados

(a,b) = <a|b>* = (&-b)* =(b,a)= <b|a> =bea

En resumen, la nocién de nimero y su extensién dada por operadores fusiona a la aritmética
con la geometria y deja al descubierto la necesidad de nuevos nimeros, y de esta manera, una
linea es una densidad continua infinita de nimeros y un plano un arreglo infinito de niimeros.
Esta aventura sobre la nocién de ntimero nos lleva al concepto de 4lgebra, funcién, conjunto y
el caso especial del nimero complejo, falta mucho por caminar en este sentido, pero por ahora,

saltaremos a situaciones de notacién y después nos adentraremos m4s en esta aventura.

La l6gica en la terminologia matematica

Las declaraciones, sentencias o también referidas como proposiciones matemdticas, pueden
ser solo verdaderas o falsas, pero no ambas. La negacién de la declaracién A (not A); en tanto
A y B; la exclusién A o B que indica la frase pero no ambos; son ejemplos de declaraciones
légicas. Con operadores légicos, la notacién matemdtica hace posible construir razones puras,

es decir, tautologfas que declaran en modo de cadena una formula o una declaracién
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expresada por sus componentes conceptuales, en un universo de implicacién falso o

verdadero. Por ejemplo, la implicacién de declaracién “si se cumple A, entonces B estd
satisfecha” o de otro modo un equivalente es “A implica B” al mismo tiempoA & B es

equivalente a A= B y A< B Estas tautologfas son declaraciones de verdad, sin importar s
sus componentes guardan un estado falso o verdadero. Una contradiccién es un estado que
afirma una falsedad, independientemente de si las declaraciones de los componentes

conceptuales son verdaderos o falsos.

La no contradiccién en las cadenas de razén, es un requisito necesario para la demostracién.
Por ejemplo, A < B entonces, A satisface siy solo si B es satisfecha. La implicacién A= B

es una parte que es necesaria, mientras A B es innecesaria y equivalente a decir

not B=not A

Un teorema es una declaracién importante, es una proposicién de importancia por su funcién
primordial de su rol de lema, en muchas ocasiones se nos presenta en modo de férmulas. Por
otro lado, los lemas, su funcién es apoyar la prueba de un teorema o proposicién general.
Adem4s, un corolario es una consecuencia de un teorema o proposicién. Andlogo en la
ciencia, sf un dato es un teorema, proposicién o corolario, entonces, los hechos serian

declaraciones probables de un estado de verdad en la realidad material.

La presencia de operadores en las cadenas de razén, es la légica implicada a los conjuntos,

esas colecciones de existenciales como un todo. Las partes de un conjunto se llaman elementos
o miembros del conjunto. La expresién X € Asignifica que x es un miembro del conjunto A, y

se lee “x es un elemento de A” 0 que x es un existencial de A. La expresién X € A significa que
x no es un existencial del conjunto A. Asumimos que todos los conjuntos estdn formados de

elementos de algtin conjunto universal bajo consideracién. El conjunto de los ntimeros Reales

se denota por R, enteros por Z, complejos C y enteros positivos N Mientras, con la idea de
conjunto que ya hemos expresado, asumimos que cualquier particular existencial puede ser

definido dando una regla para decidir cuales elementos del conjunto universal en el sistema
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invocado y cudles no. Por ejemplos, si R es el conjunto universal, entonces el conjunto de

. xeR|0<x<1 “ .
todos los nimeros reales entre 0 y 1 se escribe { | } Esto se lee “el conjunto de

todos los x en R tal que el cero es menor que x y x es menor que uno. En la expresién

{xj0<x<1}

el simbolo x se utiliza como una variable local. Es decir, x no tiene significado
fuera de la expresién. A veces la regla de pertenencia a un conjunto no se menciona

explicitamente, sin embargo, es evidente. Por ejemplo, puede administrarse un conjunto

N,={12,3}

enumerando sus elementos,

Ya hemos dicho que una declaracién matem4tica es una expresién definida que es falsa o
verdadera, pero adem4s, cuyas reglas pueden ser de simetrfa (=), de pertenencia (€) o

inequidades (<, >) en relacién a las propiedades que satisfacen los miembros de un conjunto

A. Mientras al conjunto sin elementos se le llama conjunto vacio y es denotado por ¢ Una de
las consideraciones para una coleccién vacia como un conjunto, es denotar los extremos, la

nada y el todo.

El siguiente paso es definir que es discurso de demostracién. Una demostracién matem4tica
consiste en una secuencia numerada de sentencias, donde cada una debe seguir l6gicamente

una coherencia con las declaraciones inmediatas anteriores®.

En resumen, hemos dado cuenta en la introduccién que las matem4ticas son una actividad
académica de pensamiento y no una actividad de una computadora de procesos en un vacio de
conciencia. Son el resultado de siglos de creatividad humana, el cerebro con todas sus
fortalezas y limitaciones biolégicas encontré en las matemdticas una inspiracién para llenar la
existencia humana de desaffos de comprensién. No es que la mente no pueda por sf sola
realizar diferentes tipos de comprensién, incluyendo inferir su propia existencia, pero requeria
de una comprensién rigurosamente légica para demostrar paso a paso su comprensién formal
de las existencias abstractas y ontolégicas que la componen. Cada paso individual de una

proposicién es a la vez el deseo de hacer encajar entre si ideas en el amplio sentido de la
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demostracién, es decir, de esas razones que hacen coherente el pensamiento objetivo. De aqui,
otro tipo de entendimiento surge, el que parte del lenguaje artificial matemdtico como
estructura de soporte de una semdntica de lenguaje natural, que recrea el pensamiento
hipotético en su mejor versién cientifica. Se trata del montaje de ideas y fundamentos teéricos
y facticos dentro de cadenas de razones que infieren una conclusién: los argumentos. Una
comprensién del individuo, en una ambigiiedad y vaguedad reducidas a un minimo, hace que
la comprensién general de las ideas como un todo coherente tengan un efecto de progreso
acelerado de los beneficios cientificos para una sociedad®. Si bien David Hilbert sucumbié
ante su idea absoluta de considerar que las matemdticas son en esencia el acto de
demostracién, cuando Henri Poincaré le insta en su propuesta inductiva de las matem4ticas a

que demuestre los axiomas de la matemética®’!

Desde luego que la comprensién no es solo estética, académica o cientifica. La humanidad est4
condenada a lidiar con sus errores materiales, de juicio, de interpretacién y dogmas. En el
método de demostracién, paso a paso podemos notar una consecuencia légica o una
incoherencia, pero solo es dentro del marco general, donde notaremos si un error conduce a
una conclusién que no encaja con la totalidad de la realidad en contexto, la contradiccién es la
sefial por excelencia que buscamos corregir para hacernos de un mejor conocimiento. Esta
combinacién de comprensién paso a paso y en el contexto de lo general, es la oportunidad de
detectar errores y progresar en la comprensién profunda de las diferentes parcelas de la
realidad. Debemos desarrollar ambas capacidades con el fin apreciar el arte presente en el
pensamiento cientifico y matemético, entender paso a paso es ficil, solo basta una vez y hacer
muchos ejercicios taladrando en la idea hasta su claridad. Pero en el contexto general de la
idea, esto no basta, se trata de demostrar la idea global y no solo las piezas que la forman y
dan sustento. Es comin que la nueva informacién haga tambalear las teorfas y forcé a su

renovacién modificando sus inconsistencias.

En la formacién de conceptos complejos por parte de un estudiante, se debe considerar pensar

en cualquier 4rea de las matemdticas como ejercicio mental, esto ayuda a comprender un poco
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mds en cada nueva tarea de pensamiento, implicando revisar ideas que creemos absolutas y
cerradas, que por error creemos ya saber por estar ligeramente informados sobre ellas. Esta
actividad nos hard sentir incomodos al exponer que estamos en errores de fundamento y nos
da luz sobre las ligerezas en el arte del algin conocimiento. Si padecemos esta emocién, es
condicién reconocer nuestra ignorancia, es bueno cuando revaloraremos poder tener a nuestro
alcance una extensa y diversa literatura. Incluso los m4s diestros y sofisticados cientificos
debieron en un momento dado en el pasado de su formacién haber vivido complejos procesos
de construccién de conceptos matemdticos, todo ello para producir explicaciones, controlar y

medir la realidad.

Un novel cientifico ante un problema de un nuevo marco conceptual, revisa en su mente
experiencias pasadas, comparando si son similares a algo que ha visto antes. En esta etapa
estudiar matemdticas es reconocer los objetos mateméticos en términos de los conceptos que
los definen. Cuando se supera esta etapa conceptual, es cuando las piezas u objetos
matemdticos se pretende encajen en nuevas estructuras mds complejas, en una apariencia
inicial de un orden que requiere ser demostrado. Las definiciones estdn escritas de tal modo
que sirven para formar cadenas de deducciones, que en procesos de pulido fino, se alcanza a

lograr de forma elegante, es decir, demostraciones limpias en versiones lo m4s simples posible.

Cuando de nifios preguntamos por qué el cielo es de color azul, asumimos que sabfamos que
es un color particular. La comprensién del concepto de color requiere que sea refinado para
que intentemos contestar la pregunta anterior. Por refinada entiéndase una definicién que
precisa en un marco tedrico especifico. En este caso uno que muestre con claridad lo que es un
espectro de luz a través de un prisma, con el fin de llegar a saber que las longitudes de onda de
luz corresponden a la luz de un color particular. El texto cientifico por ello emplea un arte de
crear definiciones precisas e inequivocas para la formacién de conceptos que permitan crear
estructuras coherentes mds complejas. Para que en un momento dado, estas definiciones
refinadas puedan crear explicaciones de ionizacién de gases atmosféricos que expliquen el

color azul del cielo terrestre.
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El caso es el mismo para las estructuras mateméticas. Un estudiante tiene una gran cantidad
de conceptos en su mente, tales como linea, punto, funcién, 4ngulo, ecuacién cuadrética,
regresién lineal, gréficos,..., en la facilidad de calculos aritméticos, trigonométricos y
algebraicos polinomiales entre otros. Nuestra idea es aprovechar esta riqueza diversa y
estructurar nuevos objetos matemé&ticos necesarios para la ciencia aplicada y bdsica. Un
experto no se enfrenta con la masa cotidiana de simbolos para que al estudiante le parezcan
indescifrables, claro estd que en el pasado incorporé estos objetos matemiticos mediante
construcciones por definiciones refinadas, aunque este experto pueda parecer no necesitar

mucha ayuda en sus célculos una vez que alcanzé la experticia profesional.

Un concepto matemético o cientifico, es entonces, una cadena organizada de ideas que de
alguna manera se interrelacionan con otros conceptos primarios a nuestra experiencia, desde
los ya establecidos, es decir, los innatos dados por nuestra biologfa. Estas cadenas de ideas,
son razones o argumentos que pueden ser referidos como mapas o esquemas mentales. El
estudiante progresa desde la nocién primaria de nimero, a la geometria, probabilidad,
dlgebra, ...; entonces desde objetos o hechos conocidos, puede conocer nuevos objetos o
hechos; de este modo amplia sus esquemas dentro de un lenguaje, ya sea cientifico,
matemadtico o literario. Si le preguntamos a un estudiante sobre la interpretacién geométrica
del producto interno de vectores, puede ser que lo frustremos si en él no hay previamente una

base de conocimiento de los términos involucrados en esta estructura compleja.

Un desafifo de aprendizaje tiene dos caminos, uno moral y otro epistemoldgico. El moral estd
relacionado con la autoestima, dada por vivir la eficacia del desempefio. El epistemolégico
consiste en superar esquemas bdsicos por unos més complejos de la razén creativa, que
implican nuevas ideas en un proceso coherente de crear esquemas nuevos. Si fuera posible
seguir este modo de conocimiento creando terminologia especializada, aseguramos que la vida
académica de los estudiantes serfa sublime, es decir, llena de curiosidad virtuosa que alimenta

lo emocional y necesaria para los grandes desafios.

En resumen:
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Salir al mundo, es aprender a caminar con niimeros

Cuando desarrollamos la habilidad para los ntimeros, la mayoria de la matemaética se aprende
al pertenecernos por la via de la razén e interactuar con la realidad racionalizable. En cada
nueva interaccién del dfa a dfa, nos sorprenden patrones de proporcién, razones y
regularidades de nuestro mundo. Cuando incorporamos el sistema decimal de los ntimeros,
nos hacemos més autocriticos y relacionamos seguramente al cero con la representacién de un
conjunto con ausencia de elementos, asf{ nuestro comportamiento es motivado por caminos
aritméticos; en unos momentos dados dividimos, en otros restamos, multiplicamos o
manejamos los neutros bajo la suma o la multiplicacién, creando combinaciones de ecuaciones
para manejar nuevas situaciones sociales, tecnolégicas y existenciales. Comprender estos
patrones es en mucho ir ganando poder en nuestra sociedad, es salir de nosotros al mundo
mediante la imaginacién, mediante la rebeldia de proponer nuevas posibilidades de vivir.
Literatura y matemdticas, ambas enfrentan a todos los que las habitan con sus infiernos, asf
elevan el acto de rebeldia de los nuevos héroes del conocimiento, al temor a ser olvidados. En
fin, aprender matemdticas es reconocer que los niimeros pertenecen a la vida virtuosa de las

sociedades y sus individuos.
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Leccidén 2: Matematicas

En matemdticas, uno puede dudar si el estudio de esta vale la pena y puede beneficiarnos en
algo para hacer de nuestra vida un viaje mds emocionante. Muchos han intentado desalentar
su estudio desde el misticismo, pero desde el pasado griego pitagérico una visién profética de
este conflicto presentd la idea de que una mentalidad matemdtica desarrollaria el pensamiento
objetivo. En cualquier caso, no hay duda que esta es la principal actitud de la mentalidad
matemdtica. En el tiempo de San Agustin, los juristas romanos consideraron que aprender
matemdticas era un hecho delictivo, es decir, prohibieron al pueblo hacer geometria. En el
siglo XVII Blaise Pascal en carta a Fermat, 10 de agosto de 1660, dijo: "hablar libremente de
las matemadticas, creo que es el mds alto ejercicio del espiritu; pero al mismo tiempo sé que es

tan inttil ante hombres que solo son artesanos comunes"!.

El filésofo Arthur Schopenhauer, consideré que la actividad menor del espiritu es la aritmética
por el hecho que esta puede ser realizada mecénicamente y por mdquinas. Y desde aqui le
podemos decir a los estudiantes que no les gusta el tema, que las matem4ticas son buenas para
explorar lo profundo y allf encontrar que la superficie aburrida de la realidad es en verdad un
espejismo que oculta belleza y emocionantes leyes de la naturaleza necesarias para la técnica y

la ciencia.

Un estudiante tipico se pregunta ;jpor qué se le pide aprender mateméticas? Hace 2300 afios
Platén argumenté que para entrenar a la mente para prepararnos al conocimiento objetivo. El
mundo moderno necesita de las matem4ticas y por ello estdn incluidas en planes de estudio.
Tal vez deberfamos empezar nuestra respuesta a esta pregunta sefialando que los hombres las
citan a disgusto desde tiempos antiguos, pero los grandes periodos de la cultura de las
civilizaciones estdn ligados a desarrollos tecnolégicos y cientificos excepcionales ligados al

pensamiento matemdtico, culturas que valoran las matemdticas como la Maya, fueron grandes
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civilizaciones. Los griegos, quienes crearon el concepto moderno de las matem4ticas, hablaban

inequivocamente que su importancia es vital para sociedades democriticas y libres.

Al leer la literatura del siglo XVIII, uno se encuentra con el hecho de que estos textos
contienen piezas de argumentos matemdticos. El hombre educado de este siglo consideré a
este terreno del conocimiento, obligado para el desarrollo cientifico y técnico, importante para
la soberanfa de una sociedad. En esta época la fisica de Newton y su célculo eran la poesia

desde donde se contemplé la belleza de la naturaleza.

La mayor importancia de las matem4ticas en nuestro tiempo hace mis imperativa que la
persona de hoy sepa la funcién tecnolégica y cientifica de la naturaleza, gracias al papel que la
matemdtica juega en el pensamiento complejo de la teorfa y las tecnologfas. Es cierto que el
papel de las matemdticas en nuestra civilizacién no siempre es evidente, y las aplicaciones
modernas mds profundas y mds complejas no son ficiles de comprender, incluso por
especialistas. Pero la naturaleza esencial y los logros del pensamiento matemdtico pueden ser
reconocidos en medicamentos, artefactos mecdnicos, electrénicos, neumdticos, instrumentos
de medicién épticos... que sin ellos, nuestro mundo serfa retornado a la era de piedra de

nuestros ancestros.

Tal vez podamos ver més facilmente por qué uno deberfa aprender matemdticas si tomamos un
momento para considerar lo que es matemdtica. Desafortunadamente la respuesta no puede
ser dada en una sola frase o un solo pérrafo. El tema tiene multiples caras, o algunos podrian
decir que es cabeza de Hidra. Uno puede mirar a las matemdticas como un lenguaje artificial,
como un tipo particular de estructura légica axiomdtica, como un cuerpo de conocimiento
sobre ntmeros, conjuntos, espacios, como una serie de métodos para derivar conclusiones
demostrables, como la esencia de nuestro pensamiento objetivo aplicado al mundo de la
ciencia y la ingenierfa, o simplemente como una actividad intelectual divertida. Cada una de
estas caracterfsticas en sf{ misma serfa dificil de describir con precisién en un breve espacio de

discusién.

60



(Por qué es imposible dar una comprensién concisa y facil de la definicién de matemdticas?,
algunos sugieren evasivas como que ellas solo las entienden los matemdticos. Pero estos
matem4ticos son seres humanos y en su mayoria hacen cosas relacionadas como las que todos
hacemos para vivir en sociedad. El tnico mérito de lo que ellos pueden definir como

matemdticas es que lo hacen desde la punta del desarrollo de esta creacién humana.

Una variante de la anterior lista de puntos de vista sobre lo que son las matemiticas, es
examinarlas como valor, contenido y comprensién objetiva para la paz y el progreso social
humano. Si examinamos que las matem4ticas desde este punto de vista aportan un lenguaje de
esgrima de las ideas, y son estas las responsables de lograr que una sociedad sea construida
con la premisa: que es la razén y sus productos la mejor forma de crear felicidad, justicia y
estética para una sociedad como imagen verdadera de consensos argumentales que buscan
despojar de toda contradiccién las leyes sociales y naturales. Desde este punto de vista, las
matemadticas las referimos como la sociedad que podemos lograr construyendo hombres desde
la educacién, con fines claros de desarrollo necesarios para la justicia social. ;Por qué debe
educarse en matemdticas? Por la sencilla razén que todo hombre o animal posee una base
biolégica innata para manejar cantidad, espacio y probabilidad, pero si este mamifero requiere
ir a las estrellas, curar el cdncer y por ejemplo construir tecnologfas de inteligencia artificial,
deberemos ser claros, que es necesario cultivar en la educacién el razonamiento matematico,
del mismo modo que se aprende a comer al descubrir nuevos alimentos que mantendrdn sana

nuestra vida, aunque en principio nos parezcan no muy sabrosos.

Si bien los hombres sabfan cémo alimentarse, vestirse y construir una casa desde hace
milenios antes de las matemdticas modernas. Junto con la tecnologfa, el pensamiento
matemdtico es un arte en lugar de una ciencia dominada por el razonamiento especulativo.
Uno puede participar en ella en una multitud de posibilidades de ocupacién e incluso escolar,
de alto rendimiento en el mundo de la industria creativa o de la economfa de innovacién. Se
observa que la posicién social por ingreso laboral, exhibe que a mayor conocimiento
matemdtico se desempefia mayor responsabilidad en acciones creativas de una sociedad. Es

decir, un médico con licenciatura se le exige menor complejidad en su pensamiento que a un
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neurdlogo o cardidlogo especialista. Si no fuera por esta razén, la sociedad moderna occidental
como la nuestra seguramente construirfa su desarrollo en el misticismo de la religién y la
alquimia. Las civilizaciones que han confiado educar en matemdticas son sociedades que
logran construir consensos antes que conflictos violentos, son las matemé&ticas un lenguaje
para argumentar y de este modo ganar desempefio en el papel de hacer florecer la tecnologfa,
la ciencia, el arte, la democracia y la soberanfa intelectual de los individuos de una sociedad. Sf
uno conffa en la razén no instrumental, aquella que le sirve al hombre m4s all4 de solo crear
artefactos tecnoldgicos, es decir, aquella para discutir los valores de la sociedad, es f4cil poder
suministrar evidencia para demostrar que la mejor sociedad que podemos construir ahora
mismo, es producto de la actividad libre de razonar en el ejercicio puiblico del consenso de
futuro. Definimos a las matemdticas como imprescindibles para una sociedad basada en el

desarrollo cimentado en el didlogo racional de sus individuos.

Quienes se oponen al argumento anterior, les dejamos una idea del Premio Nobel de fisica de

1965, Richard P. Feynman:

“Tengo un amigo que es artista y a veces manifiesta un punto de vista con el que no estoy muy
de acuerdo. Sostiene una flor y dice: Mira qué bonita es, y estoy de cuerdo. Pero después dice:
en tanto que artwla, pueﬁo ver lo bonito que es una ﬂor. Pero ti, como cz'e/zttﬁco, la desmontas [0951, y Je
convierte en algo apagado. Pienso que est4 un poco chiflado. En primer lugar, la belleza que €l ve
estd disponible para otra gente, y también para mi, segin creo. Aunque quizd yo no sea tan
refinado estéticamente como es él, puedo apreciar la belleza de una flor. Pero, al mismo
tiempo, puedo ver mucho mds en una flor de lo que él ve. Puedo imaginar las células de su
interior, que también tienen una belleza. Existe belleza no solo a la dimensién de un
centimetro; también hay belleza a una dimensién menor. Estdn las complicadas acciones de las
células, y otros procesos. El hecho de que los colores de las flores hayan evolucionado con el
fin de atraer insectos que las polinicen es interesante; esto significa que los insectos pueden ver
los colores. Esto afiade una pregunta: este sentido estético que nosotros poseemos, /existe
también en las formas de vida inferiores? Hay todo tipo de preguntas interesantes que

proceden de un conocimiento de la ciencia, y que no hace mas que sumarse a la excitacién y el
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misterio y asombro de la flor. No hacen m4s que sumarse. No comprendo cémo pueden

restar”?2.

Para los artistas claro estd que hay otros modos de crear conocimiento ademds del cientifico,
matemdtico o de ingenierfa. La mayorfa de la gente de hecho est4d convencida de que sus
sentidos son realmente los suficientes para reconocer toda belleza en la realidad social o
natural. La afirmacién mds comun es ver es creer, idea que expresa dependencia de los sentidos
sensoriales. Pero todos reconocen que los sentidos son limitados, a menudo falibles y aun
cuando son precisos, evaden todo aquello que no es interpretado con ellos. Consideremos la
luna llena en el firmamento, ante nuestros 0JOs parece no més grande que una pelota de futbol,
entonces éstos debemos considerarlos verdaderos. Por otra parte, no vemos el aire que nos

rodea, solo deberfamos negar su existencia.

Para considerar una situacién algo més compleja, supongamos que alguien nos sostiene un
lapiz y pregunta ;qué es? Un estudiante procedente de alguna sociedad primitiva podria
llamarlo un palo mégico, y precisamente esto es lo que los ojos no educados ven. Quienes lo
llaman l4piz son realmente convocados desde su educacién a una experiencia racional para sus
mentes. Ademds, cuando lo miran con la mente racional, le aplicaran una patria de
interrogaciones para construir un edificio de conocimiento que intente revelar su verdad hasta
las profundidades de sus 4tomos. Por lo tanto, somos propensos a ver que detrds de nuestra
habilidad para razonar la realidad, aparecen otras realidades mas complejas que la superficie
aburrida a la cotidianidad. Y es lo que hace el pensamiento matem4tico a nuestra persona ser
una vida creativa y seducida emocionante por aprender de nuevas realidades ocultas a la

primera vista de nuestros ojos.

Cada dia vemos a la luna donde no estd, en realidad el horizonte atmosférico difracta la luz
ddndonos una posicién aparente, pero con ayuda de la geometria podemos determinar con
suma precisién la posicién verdadera. Los sentidos estdn obviamente indefensos sin algin tipo
de conocimiento racional matemético, pero ademds, sin este udltimo conocimiento no

podriamos predecir eclipses o el comportamiento de transistores de las computadoras de
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nuestros teléfonos inteligentes. De este modo hay una infinidad de hechos que demuestran
que aprender matemdticas es para la educacién de nuestras personas, un asunto capital para
participar y disfrutar de todas las virtudes de los productos del hombre de ciencia, técnica o
estética de lo complejo. Las matemdticas mds que cualquier otra actividad humana se basan en

el razonamiento para producir conocimiento.

Generalmente aceptamos el hecho de que el razonamiento matemético es un proceso
coherente, preciso, exacto y eficaz. Pero ;jqué buscan las mateméticas con su razonamiento?
El propésito de toda matemdtica es ayudar a los hombres a desarrollar herramientas de
pensamiento objetivo capaces de confiar en ellas para explorar la naturaleza y crear
artificialmente musica, elementos quimicos, células, anticuerpos... todos ellos de disefio
sintético. Parece que las matemdticas son herramientas para el pensamiento y el disefio de
nuevas realidades, quizds por ello a diferencia de la filosoffa, son el socio perfecto para la

ciencia y la ingenierfa para ir mds alld de los limites de lo dado en este universo.

Revelar los secretos de la naturaleza, es como descubrir en ella las ecuaciones y patrones que
gobiernan su esencia. Por ejemplo, determinar el patrén de movimiento de los planetas del
sistema solar, controlar las ondas de radio, entender la danza de cromosomas en la mitosis de
la divisién celular, estudiar las particulas atémicas, construir computadoras, autos, edificios,
puentes, mesas, sillas, boligrafos. Formular disefios, deriva en nuevas conclusiones que

aceleran la innovacién de la investigacién, el arte, y el desarrollo industrial.

El hecho de que las matem4ticas son importantes para la ciencia, la ingenierfa y el arte, de
inmediato revelan unos valores de cardcter estético, practico y metodolégico. Los artistas
pueden apoyarse en métricas para hacer poemas, musica, plédstica o arquitectura. Los técnicos
hacen de dispositivos modelos matemdticos que emulan comportamiento, para después
interconectar todo tipo de ellos para lograr propésitos tecnolégicos. Procesos de todo tipo,
quimicos, eléctricos, biolégicos, moleculares, atémicos... son pasos de métodos de exploracién

cientifica para alcanzar nuevas fronteras del conocimiento.
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Sin embargo, el progreso material no es la razén m4s convincente para el estudio de las
matemdticas, al exagerar los valores pricticos de las matemaéticas solo se pierde de vista el m4s
importante de todos, el valor epistemoldgico, es decir, el valor de desarrollar en los cerebros
humanos cada vez mayores logros de pensamiento. Sin duda dentro de todos los animales
nuestra marca mds distintiva que nos hace humanos es el acto de pensamiento. ;Qué es la
vida? ;Cuédnto mide el universo observable? ;Cudl es la distancia de la tierra al sol? ;Qué es
la luz? ;Cémo est4n las tendencias de opinién sobre los deseos de los ciudadanos? Gracias a
las matemdticas ya no estamos en el centro del sistema solar, los dias y las noches no estdn
gobernados por dioses caprichosos, la agricultura puede programarse, pero lo mas importante
es que cada nuevo disefio de la realidad por el pensamiento objetivo, es mds oportunidad para

que las personas sean felices desarrollando su creatividad.
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Leccién 3: Matematica elemental

Presentar los campos de las mateméticas que se consideran elementales, es algo complicado en
su seleccién temdtica, debido a que lo elemental a lo largo de la historia de la educacién de las
matemdticas tiene sus lagunas, dado que consideran elementales a los temas mateméticos
necesarios para sobrevivir en la sociedad, entonces lo elemental est4d determinado por cada
época. A principios del siglo XX elemental se consideré a la aritmética, el dlgebra ardbiga,
geometria analitica. En la posguerra se agregé a la matemdtica elemental el Célculo y la 14gica.
A finales de ese siglo con el auge de la informdtica, a la matem4tica elemental se le adiciona la
probabilidad y la estadistica, lenguajes de computacién y algoritmos. Y es aqui en donde nos

encontramos en la historia de la matematica elemental.

Aritmética

Probablemente el primer tema de la matemaética elemental sea el dlgebra aritmética, donde los
dedos humanos crearon su arquitectura de nimeros 1,2,3,4,5,6,7,8,9,10. Este simbolismo de
los ntiimeros de base 10, ya en si es una idea profunda, que conduce a muchos problemas
fascinantes sobre los ntimeros. A considerar el significado de ntimero 1578. Este simbolo est4
organizado por ntimeros en posiciones especificas, similar a presentarlo separado por comillas,

es decir:

1578 =(1+10°)+(5+10*)+(7+10")+ (8 ¢10")
1578 =(1+1000)+(5+100)+(7+10)+(8e1)
1578 =1000 + 500 + 70+ 8

Por lo tanto, para saber el significado de los nimeros decimales, uno tiene que entender
ademds, la suma, la multiplicacién y exponenciacién. De hecho, la relacién entre los nimeros
y los nimeros que representan es nuestro primer encuentro con un fenémeno que es comun
en las matemdticas y la vida: crecimiento exponencial. Nueve ntimeros positivos es decir
1,2,3,4,5,6,7,8,9, son dados por niimeros de un solo digito, 77 0 10,11,12,13,...,77 son ntimeros
de dos digitos, 800 es un ntimero de tres digitos y asi sucesivamente. Al agregar un digito a la

cifra, la numeracién se multiplica por 10. Cinco o nueve cifras representan la capacidad de
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numerar un conjunto de ese tamafio, pero para nombrar las estrellas de universo no alcanza.
El mundo del hombre est4 hecho de sistemas de notacién numérica para expresar todo tamafio

de conjunto de elementos.

Parece sorprendente que grandes cantidades pueden ser codificadas por niimeros pequefios en
forma exponencial. EIl mundo de los nimeros decimales se nos ensefié en la primaria o
secundaria y se nos hablé que hay ntimeros pares especiales, nones y primos. Un ntimero es
primo si es mayor que 1 y no el producto de nimeros més pequefios. Asf los niimeros primos
son un natural mayor que uno, que tiene Unicamente dos divisores distintos, del mismo y el
uno. El nimero 1 no es primo por acuerdo, no es un nimero compuesto. Los ntiimeros
compuestos tienen divisores adem&s de sf mismo y el del 1, por ello pueden ser representados
en forma factorizada por nimeros primos y solo el 2 es el dnico niimero primo par. Podemos

definirlos como un entero positivo que tiene exactamente un divisor entero positivo distinto de

1.
2,3,5,11,13,17, 19, 23, 29, 31, ...

Hay infinitamente muchos nimeros primos y parece relativamente ficil encontrar los m4s

grandes. Por ejemplo, apoydndonos en la Web de Wolfram Alpha:

3% Wolfram

Assuming "next prime after” is a function | Use "prime” as instead

NextPrime[10'°]

10000000019

OWERED BY THE WOLFRAM LANGUAGE

De este modo

el siguiente niimero primo de 1010= 1010+ 19,
el siguiente nimero primo de 1020 1020, 39,
el siguiente nimero primo de 1040: 1040, 121,
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50 ,,50

=10
100

+ 1561,
100
+

el siguiente nimero primo de 10

1000_

267,
1000
+

el siguiente nimero primo de 10

el siguiente nimero primo de 10 10 453.

Asf es facil encontrar nimeros primos por lo menos con 1000 digitos. Ain més sorprendente,
podemos probar cualquier nimero de 1000 digitos y encontrar cual es el primer primo que le
sigue. La sorpresa no es solo que es factible reconocer nimeros primos grandes, sino que es
factible reconocer nimeros no primos sin encontrar sus factores. Al parecer, es més diffcil
encontrar factores que demostrar que existen. Estos descubrimientos recientes sobre los
ntimeros primos y la factorizacién subrayan la naturaleza de los misterios de la aritmética
elemental. La multiplicacién puede ser dificil, es evidente que una comprensién completa de la

aritmética elemental no es tan ficil como parecia en la escuela primaria. Algunos puntos de

vista requieren conocimientos de orden superior para aclarar este pensamiento matemadtico.
°* ,
Computacién

Como vimos en el tema anterior, trabajar con nimeros decimales requiere de algunas
habilidades computacionales no triviales, incluso para sumar, restar y multiplicar ndmeros
enteros. Las reglas o algoritmos, para sumar, restar y multiplicar nimeros decimales son lo
suficientemente conocidas en el bachillerato, por lo que consideramos no son necesarias
describirlas aqui. Pero es bueno recordar que participan muchos hechos, en las sumas y
productos de posibles nimeros de dos o més digitos, una es necesaria para alinear los digitos
correctamente en el acarreo. El aprendizaje y el entendimiento de estos algoritmos son un
logro importante. Sin embargo, generalmente se asume que los algoritmos de suma, resta y
multiplicacién son dados casi de manera natural. Una razén es que son rdpidos, los algoritmos
decimales son eficientes para cualquier caso. Tales algoritmos se han conocido desde la
antigiiedad, antes que se inventara el sistema decimal. El ejemplo mds claro es el algoritmo
Fuclidiano para encontrar el mdximo comin divisor de dos ndmeros, toma dos nidmeros

enteros positivos, comencemos por ejemplo con el par 13, 8
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13, 8 — 8,13-8=8,5

— 5, 8-5=5,3

— 3, 5-3=3,2

— 2, 3-2=2,1

- 1, 2-1=1,1
En el momento en el que dos nimeros son iguales y el algoritmo se detiene. La ntimero 1, de
hecho es el mdximo comun divisor (mcd) de 13 y 8, pero ;Por qué se debe producir el med de
esta manera? El primer punto es: si un ndmero d divide dos ndmeros a y b, entonces d
también divide a-b. En particular, el médximo comtn divisor de a y b es un divisor de a-b, y
por lo tanto, de todos los nimeros producidos por la secuencia de restas. El segundo punto: la
sustraccién continua disminuye el médximo miembro de la pareja, y por lo tanto el algoritmo
eventualmente se detiene, necesariamente con un par de numeros iguales. De esto se

desprende que el nimero de terminal es igual al mcd de la pareja inicial.

El algoritmo euclidiano es un proceso r4pido en términos de el nimero de secuencias de
proceso necesarias para llegar al resultado. Si los célculos fueran dados en nimeros decimales,
y sl remplazamos reiteradamente las sustracciones de b, dado por la divisién de a por b con el
remanente, entonces el nimero de divisiones necesarias para obtener el MCD (a,b) es

aproximadamente al nimero total de digitos en el par inicial.

En 1937 Lothar Collatz, desarrolla un algoritmo que esta en el contexto de la aritmética
elemental. Se aplica a nimeros enteros positivos, si el nimero es par, se divide entre 2; caso
contrario sl es impar, se multiplica por 3 y se suma 1.

f(n):

Sin es par: n/2

Sin es impar: 3n+1

Con esta funcién Collatz nos dice que siempre se alcanza el 1.

Dado un ntimero arbitrario, creamos sus érbitas, y por érbita entenderemos los nimeros
sucesivos al iterar la funcién, por ejemplos para n=13

f(13)= 13x3+1=40

£(40)=40/2=20

£(20)=20/2=10

£(10)=10/2=5

£(5)=6x3+1=16
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f(16)=16/2=8
£(8)=8/2=2
£(2)=2/2=1
f(1)=3x1+1=4
f(4)=4/2=2
F(2)=2/2=1

El ciclo se repite indefinidamente 4,2,1 es una érbita periédica. Una érbita es una clase de
conjugacién del elemento n. Para el caso n=6, la érbita es 6,3,10,5,16,8,4,2,1. Esta sucesién

esta acotada. Hasta 2005 se demostré que esta funcién es valida para nimeros menores de

258 : . :
. Este algoritmo tiene la promesa de que alcanzaremos el 1 para cualquier n con el que se

comience. Adn no est4 demostrado formalmente, pero este desafio resulta emocionante.

Hace apenas cien afios, por la falta de una teorfa de algoritmos, se acogié el problema de
Collatz como un concepto de algoritmo computacional. Pero es hasta 1970 que la teorfa
computacional se le presento un hito, algunos cdlculos no se pueden realizar en la prictica, a
pesar de que existen en principio, por ejemplo, la exponencial de nimeros extremadamente
grandes. Esto condujo a una luz para todo el campo de la computacién y de hecho a una
revalorizacién matemética que involucra el célculo a partir de la aritmética. Ya hemos dicho
que al parecer, es m4s dificil encontrar factores que demostrar que existen para los nimeros
primos. Este hecho resulta contrario para los que suponen la existencia de un objeto

matemético, implicada al poder encontrarlo.

Estos ejemplos de matemdtica elemental nos muestran que, lo elemental no es para nada una
computacién aritmética simple, por contrario nos demuestra la complejidad de sus irresueltos,
el por qué la propia aritmética es un campo de teoria matemética de enorme desafio. En
resumen, lo elemental como sinénimo de aritmética, se tambalea con la existencia de una
aritmética modular, teorfa de grupos, anillos y otros conceptos de enorme aplicacién cientifica,
tecnolégica, militar y recientemente en los fractales observados en cuentos y novelas de

grandes escritores®.

Algebra

El dlgebra es un campo asombrosamente dindmico en su cambio, los estudiantes generalmente

tienden a expresar por dlgebra a las operaciones con polinomios, resolver sus ecuaciones hasta
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tercer grado y realizan cdlculos de determinantes, reducciones de expresiones racionales y el
estudio de las curvas asociadas a estos polinomios, la reconocen en libros de pre-célculo.
Aunque en nuestros dfas, el dlgebra computacional gana enormes aplicaciones, se le suele
marginar de ser un elemento de matemaética elemental. Definir un 4lgebra como un cuerpo o
campo cerrado bajo una operacién binaria, es referirnos a ella de manera formal. Un 4lgebra
aritmética su cuerpo es hecho de nimeros reales, un 4lgebra ardbiga de polinomios, una
compleja de niimeros complejos, una integral de familia de funciones, una lineal de matrices,
..., todas ellas se les identifica por cumplir con alguna estructura de axiomas tales como la
conmutacién, la asociativa, la distributiva, el elemento neutro y el inverso simétrico. En

consecuencia todos los ejercicios algebraicos se desprenden de estos axiomas:

a+b=b+a
a+(b+c)=(a+b)+c
a+0=a

a+(-a)=0
alb+c)=ab+ac
ba=ab

a(bc) = (ab)c

asl=a

El objeto de aprender cualquier 4lgebra, por error se confunde en la educacién como resolver
cientos de miles de ejercicios, como un modo de comprenderlo como un sistema de axiomas de
cerradura, es decir, que encapsulan cualquier resultado dentro de su propio cuerpo o campo.
Los axiomas suelen ser estos tltimos nueve citados en lineas atrds. El error es que suelen los
estudiantes quedarse solo en ejercicios y dejan de ver el panorama del poder de estos sistemas
axiométicos, o comtinmente en la matemdtica formal se les llama campos o cuerpos. En cuanto
algo cumple con estos nueve axiomas se les llama campo, y la teorfa de campos es la rama que
estudia al 4lgebra. El primer campo que conocemos estd hecho de nimeros reales, el segundo
de polinomios, el tercero de complejos, el cuarto de funciones, el quinto de vectores, el sexto

de matrices, ..., y cada uno es un terreno dnico en sus posibilidades cientificas y tecnolégicas.
En el siglo XX se desarrollaron muchos sistemas encapsulados en apoyo computacional a la

criptografia comercial, militar y cientifica. El dinero electrénico y las transacciones

comerciales en la Internet no pueden ser posibles sin este robusto cuerpo de conocimiento. Es
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cierto que no todas las 4dlgebras cumplen con los nueve axiomas ya referidos, este problema
escapa a la intencién de este texto, pero téngalo presente, las matemdticas modernas casi todo
lo refieren a estos sistemas axiomdticos. ;Quién hubiera pensado que casi todo el vasto mundo

de las matem4ticas es desprendido de estos axiomas b4sicos?

Pero hay otras estructuras algebraicas, por ejemplo, si un dlgebra no cumple con el axioma del

) .. -1 ) ) ) )
elemento inverso simétrico ¢ la llamaremos a ese campo anillo (permite la existencia de
fracciones, el producto en un anillo no necesariamente tiene operaciones inversas). El primer
anillo que todos conocemos es el sistema de nimeros enteros. Los nlimeros naturales (enteros

positivos) no son un campo ni anillo. No queda muy claro por qué los nimeros racionales y

enteros € ¥ Z, son més ttiles que los naturales, puesto que todas las propiedades de los
nimeros enteros o racionales se heredan de los enteros positivos. Quizd la razén sea que
tienen mejor estructura algebraica en su cuerpo axiomético, en algin sentido. El anillo parece
ser un buen escenario para discutir temas como la divisibilidad y los ntimeros primos, mientras

que la estructura del campo es buena en geometrfa.

Geometria

Sin duda la geometrfa ingresa con fuerza en las matemaéticas con el teorema de Pitdgoras. Este
teorema afirma que el cuadrado debajo de la hipotenusa ¢ de un tridngulo rectdngulo es igual

(en 4rea) a la suma de los cuadrados de los otros dos lados.

£/ N KL/

£ a v DAV

~ (/. / ~/S5cm
3cm 3 N >’\

Los cuadrados compuestos en el centro y a la derecha
tienen areas equivalentes. Quitandoles los triangulos el
teorema de Pitagoras queda demostrado.

Fuente: https:/es.wikipedia.org/wiki/Teorema de Pitdgoras
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El teorema es apenas obvio, la prueba se muestra arriba en la figura, los cuadrados perfectos
formados en completo a los cuadros por a y c. La respuesta a los axiomas de Euclides en su
libro Elements, se consolida con el teorema de Pitdgoras. Este enfoque, hace unos 100 afios, los
matemdticos consideran que el rigor y universalidad del sistema de axiomas Euclidiano no
rellena algunos huecos vacios de la geometria. El requerir una gran cantidad de nuevos
axiomas adicionales y el hecho que hay otra geometria que requiere modificar el sistema de

axiomas.

Nos parece que el enfoque axiomditico debe ser abandonado en la geometria y esta debe
basarse en el enfoque algebraico iniciado por Descartes en el siglo XVII. En geometria
algebraica, los puntos en el plano se dan por pares ordenados (x,y) de ntimeros y lineas curvas
son expresadas por ecuaciones polinémicas en x y y. Desde el punto (x,y) se encuentra la

distancia horizontal x y la vertical y desde el origen 0. Nosotros definimos la distancia como:

x*+y?

motivando que el teorema de Pitdgoras.

Un circulo de radio unidad, que consiste en los puntos a distancia 1 hasta 0. Tiene la ecuacién
x*+y’=1

Mas generalmente, el circulo con centro en (a,b) y radio r tiene la ecuacién
(x—a)’+(y-b)’=r’

El problema con este enfoque algebraico es que va demasiado lejos, no hay ninguna
restriccién natural en las ecuaciones que precise los conceptos geométricos de Euclides. Si nos
detenemos en estas ecuaciones lineales obtenemos solamente lineas; si lo hacemos para las
cuadriticas obtenemos todas las cénicas, hipérbolas, elipses y pardbolas. Mientras que con
Euclides solo circulos. Sin embargo, hay un concepto algebraico diferente que surge, y que

refiere a un lugar en el espacio geométrico: el concepto de vector, y nuevos productos tales
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como el producto interno y el producto cruz. Si bien no da la generalidad del espacio

. . ) ) 2 ) ,
VeCtOI’lal, en su lugar descrlbe el eSp&ClO VeCtOl"lal R que es conveniente para la geometrla

plana euclidiana.

Se nos permite agregar una nueva regla:

(x,y)+(a,b)=(x+a,y+b)

Y para multiplicar a un par por cualquier nimero real c utilizamos la regla de:

C(X'y): (CX,C_}/)

. . . ., L. .. X
Estas operaciones tienen interpretacién geométrica natural: adicién (a,b) a cada (x.y ),

significa trasladar el plano; es decir, cambiando todos sus puntos a través de la distancia

horizontal a y distancia b vertical. Multiplicando cada (x,y) por el factor ¢, aumenta el plano
entero por el factor c¢. Como veremos este ajuste simple prueba algunos teoremas geométricos
interesantes. Pero para capturar todos los de la geometria de Euclides tenemos un ingrediente

adicional: el producto interno, llamado también producto punto, definido por
(Xl’yl).(xz’yz): X1X2+y1y2

Note que:
(x.y)e(x,y)=x"+y" =|(x,y)’

Donde (X*¥)denota la distancia de (x,y) desde el origen O. Por lo tanto, el producto interno
puede ser definido como la distancia de acuerdo con el teorema de Pitidgoras. Una vez que
tenemos el concepto de distancia, también podemos obtener el concepto de 4ngulo, porque

resulta que

(Xllyl).(xz'yz):|(X1'y1)H(X2’y2)COSQ|
Donde & es el dngulo entre
(Xl’yl) y (leyz)

Como se muestra enseguida:
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Las principales ventajas de utilizar el concepto de un espacio vectorial con el producto
interno, en lugar de los axiomas de Euclides, son la familiaridad y universalidad. Las reglas
para calcular los vectores son similares al 4lgebra tradicional; también, el producto interno y
los espacios vectoriales ocurren en muchas partes de las matemdticas, por lo que vale la pena
aprenderla como herramienta de uso general. En resumen, hay otras geométrias distintas a la
Euclidiana, por ejemplo la hiperbdlica en la que el postulado de las rectas paralelas de
Euclides es falso, los 4ngulos de un tridngulo no suman Pi y para una figura de un tamafio

dado, no existe otra semejante de tamafio mayor.

Calculo

El célculo difiere de la aritmética elemental, el dlgebra y la geometria de una manera crucial, el
hecho de la presencia de procesos infinitos no lo advierte. Tal vez, el abismo entre finito e
infinito es tan profundo que debemos utilizarlo para separar lo elemental de lo no elemental en
el aprendizaje de las matem4ticas. Sin embargo, esto no debe ser asf, El propio Euler escribié

sobre procesos infinitos sin mencionar a la derivada o integral, se le refiere como pre-célculo.

Asi, probablemente no sea prudente excluir el infinito de las matemdticas elementales. La
pregunta es si el infinito debe ser explorado antes del célculo, mediante series infinitas
(procesos infinitos), o después. En nuestra experiencia hay mucho que decir, primero al mirar
en el infinito. La serie infinita se presenta naturalmente en la geometria o la aritmética
elemental, y de hecho fueron utilizadas por Euclides y Arquimedes antes que Newton
inventara el cdlculo. También antes del cdlculo, en un margen histérico, fue introducido el
concepto de infinitos decimales por Stevin 1585. Decimales infinitos son un tipo particular de
series infinitas, es una ampliacién del concepto de fraccién decimal, por lo que probablemente

es el proceso infinito m4s accesible a los estudiantes del siglo XXI.
Un decimal infinito surge de cualquier fraccién ordinaria cuando intentamos convertir la

fraccién a decimal, por ejemplo 3/7 =0.42857142857142857 ... es decir, con cualquier fraccién

irreductible. Pero hablar de fracciones a menudo representa una dificultad profunda en la
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mente de los estudiantes, en consecuencia, su imaginacién tiene un callején sin salida. El
docente puede recurrir a lo hipotético dentro de las matemdticas, necesita en verdad
serenidad, la clave para reconocer este conocimiento es no quedarse en el puramente légico, la

intuicién debe tocar primero este problema.

Los objetos matemdticos, son estructuras ideales, es decir, sin contradiccién légica. La
precisién de los modelos matem4ticos los prefiere la ciencia y la técnica en su busqueda de
verdad y eficacia respectivamente. Decir que una proposicién matemdtica es objetiva por ser
verdadera, entonces existe en el mundo platénico. La existencia platénica no estd sujeta al
tiempo-espacio material, es parte de nuestra mente, una conexién a un mundo artificial o sf
gusta llamarlo virtual, en el que a partir de principios matemdticos comunes a nuestra especie,
todo alli es coherente, preciso, bello. No hay objetos mateméticos fuera de la razén y la
intuicién. No es que nuestra mente posea un programa computacional tnico de la especie,
capaz de reconocer a partir de axiomas la verdad, es en principio la intuicién formada de
axiomas innatos a nuestra biologfa, lo que da significados evidentes a lo verdadero. La belleza
de la matemética es que sus enunciados platénicos revelan la magia oculta en estructuras
superiores de la matemética. La estética es dada en teoremas o demostraciones. Las

demostraciones son esas imigenes estéticas del mundo platénico.

Una fraccién ya se ha dicho que es un ntimero racional expresado por la razén a/b donde ay b
son enteros diferentes de cero. Son estos niimeros cantidades finitas simples, pero insuficientes
para hacer geometria. Para la geometria hemos dicho, se necesita de los irracionales, esos
ntmeros de cantidades decimales infinitas, de hecho, muchas diagonales o hipotenusas no es

posible determinar su longitud con nimeros finitos, por ejemplo la rafz cuadrada de dos.

V2 1

.

Este nimero es descrito en forma decimal por una sucesién infinita, a pesar que nuestra
calculadora electrénica devuelve un nimero finito aproximado; pero para ser platénico este

debe existir. Las fracciones irracionales cuando se expresan en decimal, en sus secuencias de

77



nimeros, aparecen rifagas de secuencias finitas que se repiten infinitamente, a estos se les

llama irracionales cuadraticos.

V2,356 N7.48.410....

Estimado lector, pero Usted se preguntara por qué ampliar el pensamiento matemético cuando
el estudiante promedio no puede realizar operaciones aritméticas con ntimeros fraccionarios.
Creemos que estos estudiantes han sufrido a manos de otros profesores o sus tutores, el
tormento de estas operaciones. Manipular fraccionarios del tipo a/b tal vez, No comprendan lo
que es una fraccién. Problemas de encontrar el factor comin en el numerador y el
denominador de un racional ordinario causé en los estudios de primaria un trauma, se intenté

relacionar las fracciones con algunos ejemplos de la realidad fisica.

. 1/4 qué clase de nimero es? Muchos lo refieren como una fraccién, donde el par ordenado 1
y 4 son enteros. Y 8/32 es el mismo nidmero que la fraccién 1/4. Podemos decir que un par
ordenado (1,4) es el mismo (8,32). Podemos sugerir que es cuestién de simplificacién. Pero
todavia no sabemos muy bien que es una fraccién, es un nimero de un par ordenado de
enteros que cumplen con el sistema axiomético de un 4lgebra. Una fraccién es una clase
infinita de pares, que cuando se suman las veces de unidad fraccién sobre las del
denominador se llega al uno, por ejemplo:

=1

+—+

1 1 1 1 1
55 5 5 5
Su cantidad equivalente de un nimero fraccionario, es
axn

bxn

Donde n es un factor entero distinto de cero que permite conocer todos los pares ordenados

de la clase a/b.

Asf pues, en resumen, saber que es una fraccién y cémo este nimero es parte de un campo o
sistema axiomético o si lo prefiere llamar simplemente dlgebra aritmética; y que ademds puede
ser sumado, restado, dividido, multiplicado, factorizado, operado por su inverso simétrico,
bajo las propiedades conmutativa, asociativa, distributiva, elemento neutro, simetria inversa.
No es cosa, que se aprende haciendo miles de ejercicios de fraccionarios. Esta coleccién

infinita de pares, la hemos definido como un fraccionario, y este es el desaffo verdadero del
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pensamiento matemdtico y no la ingenua tarea de aplicar miles y miles de ejercicios de
fraccionarios, misién que a todas luces solo logra traumas a los estudiantes. Y buena parte de

pensar las matemaéticas es algo parecido a lo hecho aquf para explicar lo que es una fraccién.

Muchos dicen que las operaciones con fracciones son el coco de los estudiantes de
matemdticas en México. Muchos heredan a las nuevas generaciones este miedo al
“sufrimiento” de la aritmética de fracciones, en la pubertad se agudiza con solo mencionarlo
en el aula que gime, suspira y se desploma de hombros. ;Por qué? Asf que la sensacién es que

son algo dificiles. {El mirar esto aterral!

1 3 137
4 — 4 =2
7

17 1234

La expresién parece muy dificil...!que es imposible; El alumno no puede y le es desagradable.

Asf que empecemos con una més sencilla.

(U

11
—+—+=-=7
4 4 2

Uff;;; La mayorfa podria lentamente saber el resultado. Realmente es m4s sencillo el célculo.
De hecho, con manzanas o rebanadas de pasteles puede hacerse. Entonces, ;qué es lo que
hace incomodo a las fracciones? Recuerdo a un estudiante de 17 afios, sentado en el aula,

cuando se les pidié que sumara dos fracciones con mismo denominador.

14_1:?
2 2

Por qué este estudiante volteé a ver como desesperado a otros a su lado, dijo por qué est4s
tienen el mismo denominador, qué quiere decir pregunto. Entonces se le dijo que era igual a
sumar peras o manzanas de la aritmética simple, “no pienses en el fraccionario como un medio,
sino como un ntimero cuya cantidad que representa es la mitad de la unidad”. La mayorfa de
los docentes introducen el concepto de fraccién como la idea de repartir, si es justo la
reparticién serd en partes iguales y si no es justo se desequilibrard la reparticién. A las partes
repartidas se les llama fraccién. Estas piezas para sumarlas, dividirlas, multiplicarlas o
controlar su minimo comtn denominador; el docente las expresa como técnicas y nada mds, e
aquf el error, se deben aprender las técnicas en un contexto de aplicacién a un problema. Una

vez que son intuitivas, es posible pasar al rigor de la técnica.
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Se aprenderadn palabras como un sexto, tres medios, un séptimo,... Estas palabras tendrén el
significado cuantitativo de un nimero fraccionado. Las propias operaciones, el estudiante las
debe ver como respuesta légica al resultado buscado. La siguiente es respetar la notacién de
las fracciones. Es extrafio, pero una fraccién es un ndmero a/b, a como numerador y b
denominador. Pero la mente distraida rédpidamente lo observa como dos nimeros. ;Entonces
que es una fraccién? La definicién més comtn es que es una parte de un todo. Un todo resulta
complicado sin la idea de ménada, esa unidad presente en cada capa de la realidad, esa misma
que permite contar en ella sus unidades. Una ménada es: un universo, una estrella, un planeta,
un continente, una isla, un 4rbol, un hombre, una molécula, un libro, un estudiante. Una
unidad es un todo y rdpidamente la idea de ménada esta resuelta. La cosa es, sin embargo, una

moénada o unidad divisible en piezas, cada pieza es una fraccién de la ménada, tales como

111111

2'3'4’5'6’7""

Pero 3/5 resulta un salto mental enorme. ;Por qué? Bueno, 1/3 es una parte de algo mds
grande. ;Peroy 3/5? Es tres partes de algo dividido en cinco? Tal vez ambas intuiciones son
verdad, la diferencia puede parecer poco importante, pero es fundamental aprender a
imaginar esto. Un pastel dividido en 7 partes, si me tocan 3 de ellas, tendremos para nosotros
3/7 de pastel. Imaginar un cambio asi, requiere que el profesor en principio introduzca el
contexto del empleo de estas dos nociones desde el mundo real. La falta de referencia sobre la
idea de un ndmero fraccionario extravia el sentido de las técnicas aritméticas de estos
ntimeros. Lo que nos lleva al siguiente punto, los estudiantes necesitan visualizar un andlogo
sobre lo que estdn calculando. Cuando piensan qué fraccién es mayor entre 2/3 y 2/7, su
mente debe procesar que un cociente que expresa una mayor divisién representa una menor
porcién de un algo. Cuando se piensa una fraccién determinada, se necesita reducirla a su
minimo equivalente, para poder visualizar la cantidad que representa, por ejemplo 2/7 2/20

9/10 13/33, ;cé6mo mentalizarse cuél representa una mayor cantidad de un algo?.

Sin duda, que la mente puede evaluar los cocientes respecto al concepto de un todo 0 ménada.
Pero, entrenar la mente para ello requiere discutir lo que es una ménada, y esto es justo lo que
pierde de vista el docente. Fue el propio matemético Gottfried Wilhelm Leibniz el primero en

observar este importante desafio mental.
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Moénadas

El universo, no es otra cosa que estructuras de informacién organizadas a modo de energfa.

Einstein lo ve de esta manera E=mc2, es decir, toda la materia es una forma comprimida de
energia, masa y energfa son la misma cosa. Para comprenderlo, se hace la consciencia con las
matemd4ticas ontolégicas, esas matemdticas que sus enunciados expresan algo equivalente a la
realidad que refieren. Por ejemplo las ménadas definidas por la ecuacién de Euler. Estas no
son puntos en el infinito en el limite de la nada. Se trata de 4reas, volimenes, densidades,
lineas. Euclides define a los puntos como lugares adimensionales, y es una revolucién lo hecho
por Newton, donde los puntos son moénadas con estructura dimensional y esto es fundamental
y elemental para el nacimiento del cdlculo derivativo e integral. Pero, ;cémo puede un punto
ser un 4rea, un volumen, una linea? Es decir, jcudntos lados tiene este punto? ;todos los
puntos son creados iguales? ;Este tipo de punto o ménada de Euler puede dividir cualquier
cosa hasta el infinito, es decir, antes que la ménada sea cero?. Las ménadas tienen aveces un
nombre més resonante: almas. Todos habitamos almas en el mundo, esencias maravillosas y
singulares fuera del tiempo y el espacio: software. Nuestras almas son singularidades
matemdticas individuales. Desde la éptica de Fourier, estas almas monddicas son un dominio
de frecuencias tnico, el mundo material del espacio-tiempo es un producto combinado de

Fourier: es decir, el universo entero est4 hecho de materia que vibra.

La informacién o punto de Euler trata de nimeros, cuando Pitdgoras refiere “todas las cosas
son nimeros”, él estaba afirmando que vivimos en un universo de informacién. Leibniz fue el
mejor heredero del legado matemdtico de Pitdgoras, enuncié su principio de razén suficiente,

segun el cual “todo lo que ocurre tiene una razén suficiente para ser asi y no de otra manera”.

Todas las cosas, decia Aristételes citando a Tales de Mileto, su sustancia estd llena de dioses,
infinita, ilimitada sustancia que contiene un perfecto equilibrio racional entre el todo. Si bien
para Pitdgoras fueron nimeros, en realidad nadie pensé en la materia reductiva hasta donde el
mundo ha muerto, sin sentido mecanicista, en la frontera de la nada. Los pitagéricos juraban
sobre el lema de la naturaleza que contenia la fuente y la rafz de la eternidad. Imagine un
punto infinitesimal o un ndmero decimal infinito, es decir, una fraccién irracional, una
singularidad, formada por infinitos puntos donde cada uno supera cualquier nimero de
puntos donde cada uno de ellos ocupa un espacio fisico. Desde esta singularidad (ménada

suprema), infinitos puntos (ménadas individuales) pueden surgir para crear todos los objetos
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matemdticos del mundo platénico a través de sus diversas combinaciones y relaciones. Con
esta nocién de todo lo que vierte un punto adimensional (la nada), tenemos asf un prototipo de
la teorfa del Big Bang matemaético: todo el universo matemético estd generado por puntos
matemdticos (ménadas) que emanan de una singularidad fuera del tiempo y el espacio: la
mente. Asf que la ciencia es el demandante eterno de la imaginacién matematica, sin ella, solo

es un acto de fe.

Llegado a este punto. El sistema de Pitdgoras tiene el punto matemditico como unidad
asociada con el nimero UNO o ménada, como elemento bédsico de toda su arquitectura
matem4tica, todo lo demds se deriva de él. Sin embargo, esto no sirve sin vida, es decir, sin una
mente, por lo tanto, el mundo de Pit4goras es el mundo de los objetos platénicos matem4ticos,
mentales y vivos. Asf la ciencia de lo incorpéreo, de tautologias, de ficciones platénicas, de
almas o ménadas de los objetos matemdticos, el intelecto se extenderd desde puntos

adimensionales via relaciones matemadticas a todo su universo.

De acuerdo al pensamiento Maya, lo equivalente a una ménada, es una frontera de
indeterminacién en aproximacién infinita hacia la nada, una invocacién indivisible en el
infinito de la frontera de un existencial. La cuestién es si el Cero Maya es en una singularidad
algo m4s inmediata superior sobre la nada, la unidad del corazén de la realidad, es decir, la
energia, lo existente en el mundo, o podriamos decir, que el cero maya es la frontera del Big

Bang de las estructuras de informacién del universo matematico.

{Tenemos que hacer fracciones!, significa que es una competencia necesaria para el hombre
moderno, que parte de su comprensién de niimero y cantidad entre los extremos del todo y la
nada, y adem4s, sus versiones irracionales decimales son un viaje infinito. Sin duda que es un
desafio de lo conocido a lo desconocido. Los seres humanos discutimos, es decir,
intercambiamos posturas sobre ideas y ademds, pretendemos en lo particular en la educacién,
que esta convenza que es capaz de hacer transitar a los estudiantes en por el camino virtuoso
de pensar y gestionar conocimiento. No es muy profundo lo expresado aqui, lo que pasa es
que la gente olvida hoy en dfa, que empezar, siempre es por lo intuitivo, es decir, proceptual-
simbdlico ya discutido en este texto. Los estudiantes tendrdn que enlazar a partir de lo
intuitivo una idea tras otra, y demasiado a menudo en las matemadticas son como las mufiecas
rusas, una idea contiene en su interior muchas mds ideas. Los nuevos conceptos fuera de la
mente del estudiante no estdn flotando en el aire o en poder de un Dios que sopla al ofdo, estas

nuevas ideas estdn en la literatura, esos libros que siempre son generosos y estdn de buen
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humor. El docente guiard la experiencia por un camino de pensamiento productivo y resolverd

todas las dudas respecto al rigor de este conocimiento.

En resumen, un ntiimero fraccién, es un viaje infinito a la frontera de la nada, es un nimero
que divide a la ménada para volverla analitica, en otras palabras, la accién de fraccionar el
todo o ménada, es fundamental para la tecnologia y la ciencia, de ello depende descomponer el
micro cosmos es formas de estructuras de informacién manejable por los técnicos y cientificos.
Hasta aqui, lo que parece elemental como la definicién de un ntimero fraccién, resulta que su
concepto estd relacionado con el infinito, la ménada, el infinitesimal, la clase equivalente, y
todo un mundo dentro del manejo de la precisién en todo acto de medida fisico. Asf, que el
terror de nuestros estudiantes sobre estos nimeros estd justificado, del mismo modo que su

posibilidad de superarlo.

Asf que, los decimales infinitos son familiares y a la vez que desconcertantes. A muchos

estudiantes no les gusta la idea de considerar

1=1.9999999999999999999999999999 ...,

Parece que esta igualdad es en realidad falsa, por ser menos que uno. Esto demuestra que el
concepto de lfmite, probablemente debe ser discutido mucho antes que se aprenda célculo.
Justo antes de introducirnos al significado de infinitos decimales. En particular, es facil poder
demostrar que cualquier decimal infinito periédico representa un nimero racional, por

ejemplo el nimero n=0.1371137113711371137113711371137113711371..., Podemos

desplazar el punto decimal al multiplicar n por 1000:
n(1000)=137.1137113711371137113711371137113711371 ...=137+n

Entonces, podemos resolver para n,

n=137/9999. Un argumento similar se trabaja con cualquier decimal en su dltima instancia
periédica, tal como para n=0.3156555655565556555556555655 ... ahora n(1000)=315.5555555 y

n(100)=31.5555555555 ..., asf que (1000)n-(100)n=315-31, que significa (900)n=284 y por
tanto n=284/900.
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Por el contrario, cualquier nimero racional tiene un decimal periédico en la tdltima instancia
(tal vez en tltima instancia todos sean ceros). Esto es porque solamente los finitos tienen
restos posibles en el proceso de divisién que producen asf los sucesivos digitos decimales, asf
que finalmente se producird una repeticién. Los decimales infinitos ya descritos arriba son

ejemplo de la serie geométrica

n+nr+nr*+nr’+.. con ‘n‘<1

Por ejemplo: para 1/3

1 3 3 3 3 3

—:—+—2+—3+—4+—5+

3 10 10° 10° 10* 10

Que tiene n=1/3 y r=1/10. No hay ninguna razén convincente para llamar a esta serie como
geométrica, pero se presenta en geometria. Uno de los primeros ejemplos fue dado por
Arquimedes: encontrar el 4rea de un segmento parabdlico. Este problema, que hoy resolvié el

célculo, puede reducirse a la suma de una serie geométrica como sigue.

La idea es llenar el segmento parabélico con infinitos tridngulos y sumar sus dreas. Resulta
que, con una simple suma se construye una serie geométrica. El primer tridngulo tiene dos
vértices en los extremos del segmento parabdlico y su tercer vértice en la parte inferior de la
pardbola. Los dos tridngulos se encuentran en los dos lados menores del primer tridngulo, con
sus vértices sobre la pardbola en lo horizontal a medio camino entre los primeros y asf

sucesivamente.

La anterior figura muestra las etapas de este proceso, de llenado de tridngulos para la

parédbola, y=x2 entre x=-1 y x=1. Obviamente, que el primer tridngulo, tiene 4rea 1. Puede

84



comprobarse con facilidad, que los siguientes 1/8 cada uno, para juntos sumar 1/4. Los
sigulentes cuatro tendrdn un drea de 1/42 y asi sucesivamente. Por lo tanto, es el drea del

segmento parabdlico

2
A=1+1+ 1 +..
4 (4

Podemos encontrar A multiplicando ambos lados de esta ecuacién por 4, obteniendo
1 (1)

4A=4+1+—+| — | +..
4 (4

Donde sigue por sustraccién que
3A=4 por tanto A=4/3

Esto demuestra que, con poco ingenio, un problema normalmente resuelto por integracién se
reduce a la suma de una serie geométrica. En particular esto resulta muy relevante para las

series

m2=1—1+1—1+m

4

V4 1 11
—=l-—4o—4
4 3 57

Combinatoria
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En la figura anterior se expresa el Zhu Shijie (1303) chino y el tridngulo de Pascal (1654) en

sus formas de binomio y numérica. La idea combinatoria probablemente nace en china y es
perfeccionada por Pascal, se muestra con ndmeros chinos, ardbigos y en su forma binomial. Se
cree que surge el binomio (a + b), como los ntimeros en el (n+1) que en el tridngulo se llaman

coeficientes del binomio. Se denotan como

n n n

) yreny

0/\1 n

Mirando hacia atrds en el tridngulo de nimeros arébigos, se observa cada coeficiente binomial

n
k

En la fila (n+1) es la suma de los dos de arriba

n-1

k-1

n-1
k

En la fila n. Esta famosa propiedad de los coeficientes binomiales se explica ficilmente a

través del 4lgebra. Si tenemos por ejemplo:

6
= Coeficiente de a’b’ en (a+b)

Por otro lado

(a+b)° =a(a+b)’ +b(a+b)

(a+b)°

. 313 . L. 273
Asi que hay dos maneras que ab se representen en sel primer término, COmo a-ab ,
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. 31,2 .
y el segundo término como D*@°b” debido a esto

6

5 5
3 =Coeficiente de a’b’ en (a+Db) + coeficiente de a’b’ en (a+b)
6] (5)5
3 23

. . . . 333, .
Esta idea nos acerca a la combinatoria, porque consideramos como d b términos que se

presentan como combinaciones de términos

a(a+b) y b(a+b)

. . . . kpn-k .
Ahora vamos al realizar la combinatoria y considerar como a @ b"™™ términos de los factores

(a+b)"

numéricos n a + b en

Para a‘b"™" hay que elegir a de k de los factores y b de los restantes factores de n-k. Asf el

nimero de términos es

n

= Nuimero de maneras de elegir elementos de k de un conjunto de n elementos.

) . ., k .
Como recordatorio de este hecho, pronunciamos el simbolo como n elegidos de k. La

interpretacién combinatoria nos da una férmula explicita para, es decir:

n\| n(n-1)(n-2)..(n-k+1)
k) k!

Para comprender el por qué, imagine hacer una secuencia de k elegidos de un conjunto de n

elementos.
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El primer elemento se puede elegir de n-1 maneras, entonces n-1 permanecen elegibles, a
continuacién el segundo elemento puede elegirse de n-1 maneras, y n-2 elementos
permanecen. El siguiente elemento elegido es sobre n-2 maneras, y n-3 elementos permanecen.

Finalmente, el k elemento puede ser elegido de n-k+1 maneras.

Asf de este modo n(n-1(n-2)... (n-k+1) son las secuencias de decisién. Sin embargo, nosotros
nos preocupamos sobre el orden en que los elementos son elegidos, finalmente, se obtuvo solo
el conjunto de elementos k, asf que tenemos que dividir por el niimero de maneras de arreglar

k elementos en una secuencia. Este niimero, por el argumento

Kl=k(k—1)(k—2)..3+2+1

Se trata de cémo llegamos a la férmula para el coeficiente k binomial arriba descrito.

Con esta evaluacién de los coeficientes binomiales, se define como los coeficientes de la

(a+b)"

expresién de , asf de esta manera obtenemos el llamado teorema del binomio:

iy M1 s =D (1=2)

(a+b)' =a"+na +..+nab"" +b"

Empleando a=1 y b=x

n(n-1) N n(n-1)(n-2)
3.2

(1+x)'=1+nx+ X+ +x"

Ahora tenemos dos maneras de computar los coeficientes

n

Por las formulas ya explicitas y por el tridngulo de sucesién de filas de Pascal. También

tenemos un encapsulado de la secuencia de

n n n

) ry

0/)\1 n

Como los coeficientes en la expresién de
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(1+x)"
(1+x)"

Una funcién de , que encapsula una secuencia de niimeros como los coeficientes de

potencias de x, es llamada una funcién generadora de la secuencia binomial de coeficientes

n n n

) yreny

0/)\1 n

En muchos casos estas secuencias son infinitas. Se entiende por
combinatoria, como un cédlculo, basado en la teorfa de series infinitas. A la combinatoria se le
suele referir como matema4tica finita porque, al menos en el nivel elemental, se trata de objetos
finitos, asf que para probar cualquier cosa sobre estos objetos finitos es necesario demostrar
algo que esta en el infinito. Esta es la razén tltima del por qué las matemaética elementales no

pueden excluir el infinito.

Probabilidad

La probabilidad es la formalizacién del estudio de la nocién de incertidumbre. Los efectos del
azar son evidentes en la realidad. Biolégicamente, somos una mezcla al azar de los genes de
nuestros padres. Muchos intuitivamente referimos a la probabilidad, como un valor que revela
la posibilidad de ocurrencia. La vida del hombre es presionada por la consciencia, cuando se
pregunta por las consecuencias de sus actos, por la posibilidad de acertar sobre sus apuestas a
hechos futuros. Cada vez que referimos a la frase “la probabilidad es...”, se hace referencia a
los supuestos. Si esas suposiciones son injustificadas, es decir, que contienen poca dependencia
de las variables que determinan los eventos. En un sentido cldsico objetivo, la probabilidad es
referida a juegos de azar, si se trata de eventos con misma probabilidad les llamamos
simétricos en proporcién a los resultados que los favorecen. Cuando hacemos experimentos de
lanzar un dado, esperamos resultados igualmente probables en sus repeticiones de frecuencia.
En realidad el dado no es ideal, por ello es razonable esperar ciertas desviaciones en su
frecuencia. Entenderemos por frecuencia al nimero de repeticiones experimentales en
condiciones idénticas. Una probabilidad es solo una expresién de la hipétesis de que algo
ocurra, basada en la experiencia y el conocimiento sobre el experimento. Se trata de un
nldmero no negativo, no mayor a uno y donde cero es 0% y 1 el 100%. El cero representa el
extremo como lo imposible, y el uno como el evento seguro o determinado absoluto. Cuando
un asunto es incierto, es mejor evaluar sus probabilidades, para con estas tomar decisiones
sobre nuestros pasos en la vida. Una frecuencia pretende hacer frente a circunstancias que

suelen ser repetidas indefinidamente bajo idénticas condiciones. El nimero de resultados de
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un experimento no tiene que ser finito siempre, desde luego que de acuerdo con al segunda ley
de la termodindmica, las condiciones experimentales no pueden ser absolutamente idénticas,
se podrfa decir que la probabilidad es menor al 99% si el error experimental es inferior 2%.
Las circunstancias de cada experimento solo se presentan en lo absoluto una sola vez desde un
enfoque objetivo. Para fines de un cdlculo préctico, se suele pensar a la probabilidad en
circunstancias ideales, donde las frecuencias son manejadas como un argumento estable o que
no cambia. Solo los extremos de la probabilidad pueden ser probados, un valor cero puede
ocurrir si se prueba que el evento no puede ocurrir. Del mismo modo, una probabilidad de
valor uno, corresponde al evento que se produce cada vez que se experimenta como algo
invariable. Estos valores cero y uno, son los unicos que pueden ser concluyentes al ser
probados experimentalmente. Si ocurre el evento, su probabilidad no puede ser cero y no
puede ser la unidad si se aprecia algin otro evento distinto.

Los antecedentes de la probabilidad formal, se refieren a Pascal en 1654 como quien aporta la

primera teorfa matemética de la probabilidad. Los problemas de juegos de azar son reducidos

a un problema de combinatoria: jen cudntas formas 2K cosas pueden elegirse de un conjunto

de n ndmero de cosas?

n n n
+ +..+

n n-1 k

Por lo tanto, el coeficiente de probabilidades, es la proporcién en que debe dividirse la
apuesta, es:
n n n n n n
+ +.+ : + +.+
n) \(n-1 k)\k-1) (k-2 0

Pero incluso para valores moderados de n y k, esta relacién serfa dificil de calcular, o incluso

de expresar simplemente, sin los coeficientes binomiales. Supongamos por ejemplo una n=11y

k=7.
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11

Los valores de \™M para m=0 hasta 11. Van desde el valor 1 hasta el 462, con estos para
M27 mostrados en gris. Asf la relacién en este caso serd la relacién entre el 4rea gris y negra.
Y de hecho:
11} (11} (11} (11} (11
T e S R S B
7 8 9 10

=330+165+55+11+1=562

11
(1+1)" =2 =2048

, asi que el otro lado de la
relacién es 2048-562=1486. Asi, en este caso, 562/2048 para el jugador I, y 1486/2048 al
jugador I1.

La suma de todos los coeficientes k es

Con valores mayores de n y k los coeficientes binomiales rdpidamente se convierten en més

n . . .
grandes; de hecho, su total 2", crece exponencialmente. Sin embargo, algo interesante sucede
con el aumento de los nimeros. La forma de la grifica de coeficientes binomiales, cuando

escalan adecuadamente en la direccién vertical, se aproxima a una curva continua:
y=e
Esta observacién se analiza en la teorfa de las probabilidades e implica al célculo.

Légica
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Las caracterfsticas m4s distintivas de las matemdticas es que prueban lo que expresan a través
de la 16gica; aquf discutiremos solo la parte m4s simple de la l6gica matemadtica. La induccién
matemdtica, que es el principio m4s simple del razonamiento sobre el infinito. Induccién
matemdtica también es conocida como la induccién completa en distincién al sentido coloquial
de induccién, que a menudo es adivinacién por experiencia. Las pruebas por induccién surgen
de sumar uno de manera sucesiva a partir del cero para crear los ntimeros naturales, esta

propiedad inductiva P, suele tener dos pasos bédsicos para la demostracién:

1. Demostrar que P es coherente con cero (el paso base)
2. Demostrar que P propaga cada ntimero al siguiente; es decir, si P es n, entonces P para n+1

(es el paso de induccién)

Obviamente, no es esencial empezar en 0. Si queremos probar que alguna propiedad P implica

para todos los nimeros naturales, digamos el 19 en adelante, el paso base serd demostrar que

P tiene al 19.

La induccién no solo es un método natural de demostracién, a menudo es extraordinariamente
eficiente, porque esconde los detalles de por qué P justifica para cada n. Solo tenemos que

entender porque P tiene valor inicial, y por qué propaga para cada nimero al siguiente.

En general todas las personas consideran su propio pensamiento como légico, de hecho, decir
a alguien que su pensamiento es légico es hacer critica. La critica es la actividad m4s distintiva
de las sociedades abiertas y democrdticas. Alguien ilégico, es referirlo como irracional en sus
ideas. Al proceso de revisar las ideas en su légica, es verificar (criticar) que no posean fisuras
o incoherencias en su razonamiento. Razonar es intentar averiguar lo que est4 por tanto,
justificado por un proceso légico de para qué, por qué. Se producen afirmaciones en la ciencia,
la ingenierfa y son las matemdticas con sus inferencias las que dan luz de su solidez légica. En
cada caso se dan razones, llamadas conclusiones, que son las inferencias de las ideas que
intentan convencernos de su verdad. La verdad es una validacién por demostracién, donde la

idea central es extendida su validez por medios inductivos o deductivos.
Parece una tarea aburrida la critica, pero es el ejercicio intelectual m4s importante para la

soberanfa de ciudadanos libres en sus juicios de conciencia. Pero resulta que esto no solo es

asunto asunto complejo, sino que no puede desvincularse de hechos bdsicos sobre pruebas de
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validez. Debemos distinguir entre tres tipos de validez:

1. Si el plagiador simulé un texto, habrfa un mismo orden en el flujo de las ideas; asf que el

escriba no simulé e incurrié en plagio de autorfa.
2. Ricardo tiene pintura en las manos; asf que él es un pintor.

3. Ricardo compré una lata de pintura al dfa; por lo que alguien dejé un flujo de ideas idéntico

a un texto protegido por derechos de autor.

La primera premisa es muy sencilla. Si la simulacién es cierta, asf debe ser la conclusién sobre
el plagio. O, dicho, de otra manera, el plagio no podria ser verdadero, sin comprobar el mismo
flujo de las ideas. Este es una inferencia de validez deductiva. En la nimero dos, la inferencia
es un poco més diferente, la premisa es claramente la razén para la conclusién. Pero no es
totalmente concluyente. Después de todo, Ricardo simplemente podrfa haber manchado sus
manos accidentalmente, asi, al inferencia no es deductivamente valida. Inferencias como estas,
se deducen inductivamente validas. La premisa tres por contrario parece irracional para
cualquier modo de razonamiento. De hecho, al ofrecer una premisa como esta, se asume

preocupacién en la légica del individuo que la produce.

La validez inductiva es una nocién muy compleja e importante. Razonamos inductivamente
todo el tiempo; por ejemplo, al tratar de resolver problemas tales como por qué se ha roto el
zapato, por qué una persona es egoista, o por qué ha cometido un delito. Continuemos con la
validez deductiva, que en apariencia es la m4s simple, puesto que la inferencia vélida es mds

convencional. Por lo que no es una mala idea intentar comprender esta primero.

Hasta aqui es nuestro recorrido por los elementos de la matemdtica elemental: Aritmética,
Computacién, Algebra, Geometrfa, Célculo, Combinatoria, Probabilidad, Légica. Hemos
explorado el por qué es elemental para un ciudadano del siglo XXI, hemos destacado que no
hay modo de delimitar lo que llamamos en estos hébitos “elemental”, y sobretodo, hemos
descubierto que hay caminos comunicantes entre estas ramas de las matem4ticas que resultan
particularmente 1mportantes recuperar en la formacién elemental de la habilidad del

pensamiento matem4tico.
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Leccién 4: Légica

En el estudio de la légica, el objetivo debe ser que logremos ser precisos y cuidadosos. El
lenguaje de la légica es exacto. Sin embargo, vamos a ir sobre la construccién de un
vocabulario de este lenguaje preciso mediante el uso de nuestro lenguaje cotidiano que a veces
resulta confuso. Necesitamos elaborar un conjunto de reglas que serdn perfectamente claras y
definidas dentro de un lenguaje natural como es el espafiol. Podemos utilizar frases en espafiol
para explicar las reglas precisas de un juego de operadores légicos. De este modo nos permite
aprender a pensar con objetividad cientifica. Por supuesto, la légica es m4s que un juego de
operadores, puede ayudarnos a comprender una forma de pensamiento riguroso, que es muy
util y exacto al mismo tiempo. Las frases que empezaremos en principio son del tipo atémicas

y moleculares.

En la era de la ciencia avanzada, la palabra atémica se emplea con mucha frecuencia. De
hecho, el significado de la palabra en el lenguaje de la l6gica es similar al significado original
de las ciencias fisicas. En légica, atémico se refiere a la clase de oraciones mds simples, bdsicas
o elementales. Si ponemos una o m4s frases atémicas junto con una palabra de conexién,
entonces tenemos una frase molecular. Una oracién atémica es una oracién completa sin
conexiones de operadores. Utilizamos conexiones u operadores para hacer oraciones

moleculares de oraciones atémicas.

Por ejemplo, consideremos dos oraciones atémicas:

Hoy es lunes.

Habréd clases.

Ambas frases son atémicas. Usando una palabra de conexién, podemos ponerlas juntas y

tenemos una oracién molecular. Por ejemplo, podemos decir:
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Hoy es lunes y habra clases.

Esta frase molecular est4 conformada por dos oraciones atémicas y la palabra de conexién u
operador discursivo es “y”. Cuando tomamos una frase molecular en sus partes, separamos sus
oraciones atémicas. En el ejemplo anterior, podemos separar la frase molecular en las dos
oraclones atémicas anteriores.

Las palabras de conexién u operadores discursivos, son palabras que son en esencia un
operador l6gico y no conceptual. De hecho, debemos aprender algunas normas estrictas para
el uso de estas palabras clave. Gran parte de lo que podemos hacer en el acto de pensar pasa
por el estudio de la légica de encadenamiento de estas razones. El estudio cuidadoso de la
lé6gica de este encadenamiento, depende de aprender a pensar con operadores discursivos. La
palabra conexién en las oraciones, refiere a conectivos de caracter légico que crean oraciones

moleculares a partir de sentencias atémicas.

. . ., “ ” “ ”
Los conectores de sentencias que usaremos en esta introduccién son los conectores y, o,

“

si”, “no” y “sf ... entonces...”. Tengamos presente que emplear sentencias conectadas o
encadenadas forman sentencias moleculares coherentes. La palabra conector u operador
controla la razén formada por cadenas de sentencias atémicas. Una sola sentencia por si
misma no forma una cadena de razén o sentencia molecular que deriva en una inferencia

valida.

(Qué es una inferencia védlida? Primero, vivimos en un espacio de civilidad donde la verdad
de la conclusién en la sociedad pasa por la verificacién de la verdad de las premisas. Pero,
(qué significa esto?, en general, hablamos de la capacidad humana de comparar reglas de
cédigo bajo criterios de verdad. Uno no debe de huir con la idea de la explicacién de la validez
deductiva anterior, que se expresé como si estuviera libre de problemas para aplicarla.
Suponiendo que la conclusién es correcta, y sabemos que la inferencia es deductivamente
valida por reconocer que no hay situacién que invalide a las premisas. Ahora en cualquier
razonable comprensién, debe haber més de una conclusién, en efecto hay muchas de ellas.
.Cémo podremos saber todas las conclusiones que se podrian desprender de la cadena de
razén?, parece un nimero infinito de inferencias sobre una situacién; por lo tanto, es

imposible, incluso en principio, construir todas las situaciones de inferencia. Asi que nos
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damos cuenta que esta regla de validez es correcta, dado que podemos reconocer la inferencia

de validez deductiva, pero no podemos conocer el universo de posibles inferencias.

Quizd pareciera que debemos invocar a algin mistico para intuir la validez. No
necesariamente, consideraremos un problema anilogo para aproximarnos a este desafio.
Todos podemos distinguir entre lo gramatical y lo no gramatical, en las secuencias de palabras
de nuestro lenguaje escrito sin demasiado problema. Pero aparecen en los textos un ntimero
infinito de oraciones gramaticales y no gramaticales. ;Entonces que debemos hacer?, Noam
Chomsky sugiere que podemos reconocer en la infinidad de oraciones, que estas, estdn en ellas
encapsuladas de reglas de sintaxis que evolucionaron a partir de axiomas innatos en nuestra
biologfa, es decir, poseemos desde el nacimiento una gramética innata universal a nuestra
especie. Podrfamos decir, que hay una légica de raiz en nuestra manera de producir la
objetividad en el lenguaje. En resumen, la validez de la inferencia deductiva pasa por la
validez de las premisas que sugieren la conclusién. No puede ser una conclusién verdadera,

sin que su cadena de razén formada por premisas también lo sea.

Las reglas de validez para operadores l8gicos nos sujetan fuerte a la objetividad, a la hora de
evaluar las diferentes inferencias. Para las dos premisas sobre la linea, ocurre una conclusién

por debajo.

El empresario es rico El empresario no es rico

Los elefantes pueden volar

Ciertamente no parece valida. La riqueza del empresario, no parece influir en las capacidades

de vuelo de los elefantes. Ahora modificaremos la deduccién

El empresario es rico

El empresario es rico o el elefante puede volar
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La primera premisa parece verdad. Pero al tener en cuenta la conclusién. Un légico
llamaria al operador de conexién de la conclusién, cldusulas en unién disyuntiva. ;Qué se
necesita para que una disyuncién sea verdadera? Solo que una u otra de las premisas sea

verdadera, entonces la conclusién es verdadera.

El empresario es rico
El empresario es rico o el elefante puede volar El empresario no es rico
El elefante puede volar

Esto no puede ser correcto. El encadenamiento de inferencias vélidas en este modo no puede
dar una inferencia no vélida. Si las premisas son verdaderas en cualquier situacién, entonces
la conclusién lo es, porque se deriva de estas y asi sucesivamente, hasta llegar a la conclusién
final. Para dar una respuesta méds ortodoxa, debemos centrarnos un poco mis en los detalles.
Para empezar, vamos a escribir la frase “los elefantes pueden volar” como p, y la frase “El
empresario es rico” como q. Esto hace las cosas un poco mds compactas; pero no solo eso: si lo
pensamos por un momento, se puede ver que las dos oraciones particulares realmente
utilizadas en los ejemplos anteriores no tienen mucho que ver con las cosas particulares, puede
haber dos oraciones particulares distintas en la misma condicién, asf que podemos ignorar su

contenido. Esto es lo que hacemos a la hora de escribir oraciones solas.

La frase “El empresario es rico o los elefantes pueden volar” ahora se convierte en q o p. Un

l6gico a menudo escribe esto como q V p. La frase “el empresario no es rico” la podemos

escribir como una negacién de q. Es decir, 79, y se llama negacién de q. Para la frase “el
. . ” o7 ¢ . “«w »
empresario es rico y los elefantes pueden volar”, se puede escribir como q y p, siendo la “y” el

operador de conjuncién. Ahora podemos compactar la estructura anterior:

aVvp —q

. Qué observamos de estas inferencias?. Las oraciones pueden ser verdaderas y pueden ser
falsas. Utilicemos T para decir verdad y F para falsedad. Cudl es la conexién entre el valor de

verdad a y el de su negacién —@. Una respuesta natural es que si una es verdadera, la otra es
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falsa y viceversa. Podemos expresar esto asf:

—d tiene el valor T si solo si a es su valor F.

= tiene el valor F si solo si a es su valor T.

Los 16gicos llaman a estas condiciones de verdad, negacién. Si asumimos que cada frase es
verdadera o falsa, pero no ambas, podemos representar las condiciones en la siguiente tabla de

la verdad:

a —a
T F
F T

.Cémo seria la tabla de la verdad para la disyuncién?. Como ya se dijo, una posicién natural a

la disyuncién avb, es verdadera si una u otra es verdadera, y falsa si ambas lo son F. Esto lo

podemos modelar con la siguiente tabla de la verdad.

a b avb
T T T
T F T
F T T
F F_[F

avb son de valor T justo si solo si al menos una a y b tienen el valor T.

avb son de valor F justo si solo si las dos a y b tienen el valor F.

Ahora veamos el caso de “y”. La suposicién natural es que b y a ambas sean T y en caso

contrario serd F. Podemos representar esta condicién en la siguiente tabla de la verdad:
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a b a &b
T T T
T |F |F
F_ [T |[F
F_|F_[F

aybes T, siambasayb tienen el valor T.

aybes F, sialguna o ambas a y b tienen el valor F.

(Ahora, cémo es que comenzé todo este problema?. Debemos volver a la pregunta ;qué es
una situacién? Un pensamiento natural sobre una situacién, determina un valor de verdad
para cada sentencia (oracién). Asf, por ejemplo, en una situacién determinada, un valor de
verdad para cada oracién es solo el principio de determinar dentro de cadenas de razén la
objetividad de la misma. En otras palabras, la situacién se determina por la relevancia de las
oraciones en su valor de verdad y la concurrencia de ellas en las cadenas légicas del discurso
humano. Trabajar el valor de verdad, lo hacemos de la misma manera que empleamos
variables en el dlgebra ardbiga, donde cada variable es un nimero sin especificar cudl. Por lo

tanto las tablas de verdad no refieren a los contenidos de las sentencias.

Recordemos ahora, que una inferencia es valida, siempre que no haya ninguna situacién de
invalidez de las premisas dentro de la cadena de razén, esa misma que sostiene la inferencia de

conclusién.

(Por qué la importancia de estudiar légica como carga académica bdsica? Los argumentos
estdn en todas partes, en el discurso de los profesores, politicos, escritores, cientificos,
técnicos, ... El problema es que muchos de ellos con intensién o son muy malos y afectan la
productividad, la democracia, la cultura en general. En un mal argumento, las premisas son
irrelevantes para las conclusiones las que supuestamente son fundamentos de muchos malos
intencionados. No es solo violar las reglas basicas de la légica. La experiencia nos demuestra
que sembrar falsas creencias en la gente, es desastroso y crea fracturas en la democracia,

haciéndola perniciosa para su sociedad.
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Cuando un argumento es incorrecto, es porque su autor tiene comprometida una falacia. La
falacia o argumento incorrecto cuando es formal, es falsa por la simple incoherencia de la
forma del encadenamiento de las premisas. Podemos a este tipo de falacia referirla como
estructura légica defectuosa. Es cuando el argumento intenta inferir una conclusién y sin
embargo, debido a la mala estructura de razén que encadena a las premisas es incoherente su
légica.

La falacia informal es muy dificil de identificar, debido a que la cadena de razén es correcta,
pero el contenido de las premisas no es coherente con el de la conclusién, por estar fuera de

contexto, o simplemente por no tener una misma base axiomdtica de sus fundamentos.
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Leccidén 5: Poincaré es la vision alterna al formalismo de

Hilbert

Intentamos comunicar el concepto de mateméticas sin usar notacién simbélica de
proposiciones, para que el lector pueda reconocer en este ejercicio intelectual la belleza de esta
parcela del conocimiento humano, donde la organizacién de las piezas conceptuales que la

componen es necesaria para formar técnicos y cientificos para el desarrollo de una sociedad.

Las matemadticas nos permiten los avances en la tecnologl’a, los ntimeros fueron los primeros
objetos matem4ticos para comunicarnos entre culturas, ahora la teorfa de ntimeros no solo
explica 6rbitas de planetas, arménicos de musica, secuencias de genes, también el cémo se
organizan los pétalos de una margarita. Nuestra imagen del mundo no deja de ampliarse por
las matemadticas, de hecho “los matem4ticos del siglo XXI pueden construir teorfas y realizar
célculos de todo tipo, pero es posible que no dispongan de la capacidad para asimilar, explicar
o comunicar estas ideas®”. De acuerdo con Clifford A. Pickover, el problema civilizatorio pasa
por las formas de acercar al ptblico en general los avances en matemdticas, la pedagogia estd

en crisis ante la complejidad y diversidad de los adelantos en matema4ticas.
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David Hilbert en 1900%, propone 23 problemas mateméticos que haran historia®.

Henri Poincaré, propone una visién inductiva de las matemdticas.

De acuerdo con Descartes la esencia de la ciencia y la técnica se haya en las matemdticas,
estas ofrecen los principios del espacio que afirman que la naturaleza tiene una matem4tica de
lo real, es el disefio del mundo; argumentacién pura; proposiciones que hablan de ficciones
perfectas ante la l6gica formal; lenguaje artificial que permite alcanzar lo sintético dentro de la
quimica, la biologfa y la inteligencia artificial; nos dice la matemética que en la realidad
ademds de ser posible realizar medidas, explorar sus comportamientos, es posible crearla

como una realidad extendida por medios artificiales: el software y lo material sintético.

Los objetos matem4ticos son entidades abstractas que son comunicables, y estdn confinados a

la mente humana, su creadora y su portadora. Son ideas perfectas dentro de las propias
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matemdticas, su demostracién les da objetividad y de la misma manera, solo dentro de las
mismas matem4ticas encontramos sus explicaciones. Son creadas como resultado de ficciones
que recogen métodos y axiomas como razones que describen un conjunto de verdades

matematicas.

Las mateméticas sin duda alguna son responsables de los saltos que damos en la manera de
vivir la realidad, ya sea atémica, biolégica, quimica, artistica o del cosmos. Nos apoyamos en
ellas para explicar la evolucién quimica de los aminoécidos, la mecédnica de los cédigos, la
criptografia de firmas digitales, la respuesta del sistema inmunolégico...; exhibimos su
potencial en la programacién de computadoras, en la navegacién de aeronaves y las
comunicaciones electrénicas como la Internet. La exploracién cientifica y técnica de los seres
humanos tiene como frontera el propio limite de nuestros desarrollos mateméticos, por ello,

educar en este campo es una tarea de civilizacién.

La fascinacién por los ntimeros ha desarrollado todo un campo de teorfas de ndmeros; la
seduccién de cédigos ha impulsado la teorfa matemdtica de la informacién; los sistemas
dindmicos y sus aplicaciones encuentran en las ecuaciones diferenciales y sus sistemas, un
campo que la matemética reinventa a la tecnologfa. Las comunicaciones y los asistentes
informéticos automatizan la industria, algoritmia que se presenta como robots,
instrumentacién virtual, y patentes con un alto grado de especializacién. Mds alld de la
descripcién matemdtica de la realidad, nuestra civilizacién ha llevado esta innovacién a la
antesala de crear una nueva realidad apoyada en la imaginacién y la tecnologfa de base

matemaética.

Las mateméticas han tenido crisis en respuesta a la naturaleza de sus entes (conceptos y
objetos). Algunos matem4ticos afirmaron que los conceptos y objetos matemdticos son
reducibles a argumentos légicos (tesis logicista o formalista), por otro lado, hay quienes
afirman que los objetos matemdticos provienen de la intuicién pura, entre ellos Kant
(intuicionistas como Poincaré®). Otros las observan como propiedades de las cosas
)38

(empiristas)®®. En un sentido distinto, otros mds dicen que los objetos matemdticos tienen

105



existencia trascendental (tendencia realista). La tendencia formalista de Hilbert entra con
fuerza en el siglo XX, al considerar que los conceptos y objetos matemdticos son reducibles a
relaciones légicas, afirma que hay en los fundamentos de la matemética conceptos no
contenidos en la légica, lo cual, los traduce en otros nuevos al fundamentarlos al lado de los
postulados 16gicos, y esencialmente uno que se refiere al infinito®. El sistema formal que
amplia la l6gica, permite fundamentar la estructura deductiva, para la cual Hilbert se propone
dar los razonamientos completos para la objetividad matemdtica, lo que lo conduce a ver que
toda proposicién que no sea una convencidén, para que sea parte del sistema formal, debe ser, o
un axioma o una proposicién a la que se llega por una cadena de operaciones del sistema
formal a partir de los axiomas; luego, toda proposicién del sistema formal es implicada por el
sistema de axiomas. Comprende una metodologfa logfstica, axiomatizada y en conjunto con la
teoria de la demostracién (Beweistheorie) es un método. El método consiste en: 1) en
axiomatizar la teoria en cuestién; 2) traducir la teoria en notacién matematica simbdlica; 3)
demostrar la coherencia del sistema de axiomas: compatibilidad, independencia, integridad y

determinacién?.

La propiedad de compatibilidad se refiere a que un sistema formal es compatible si ha
probado a partir de sus axiomas no tener dos proposiciones contradictorias. Esto es relevante
para la empresa cientifica y técnica, porque en ambos dmbitos, sus célculos no deben tener en
su interior contradicciones. En la matem4tica moderna podemos ver la obra de Hilbert, por
ser un método de demostracién preciso, claro y conciso; el encadenamiento 16gico perfecto
ejecutado con fundamentacién axiomdtica, parece haberse impuesto en la manera de
aproximarnos a la imaginacién y a la intuicién matemdtica, como forma de comprensién de su
naturaleza; el formalismo de Hilbert da estructura al rigor matemitico del andlisis y la
formulacién de teorfas en la ciencia. Hilbert postula que pueden coexistir diferentes 16gicas sin

contradecirse!.

Poincaré es la visién alterna al formalismo de Hilbert, nos dice que la induccién matematica,

es decir, la demostracién por recurrencia, se impone necesariamente, porque no es mds que la

afirmacién de una propiedad del espiritu humano. Como consecuencia de lo dicho, resulta que
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la matemdtica no es perfecta en el sentido formal, pero sf lo es en el sentido humano, es decir,

en relacién a la capacidad del intelecto humano.

En conclusién:

La estructura de las mateméticas es formalista®?.

La justificacién de sus axiomas es inaccesible por la via formal, es un contenido

intuitivo en el sentido de Kant y Poincaré2.

Enseguida, analicemos la axiomdtica del &lgebra aritmética, para darnos una idea de estas
posturas. Las reglas de un 4lgebra, o leyes conmutativas y asociativas para suma y

multiplicacién son:

S1) La ley conmutativa para la adicién: a + b= b + a, para cualquiera dos nimeros ay b.

S2) La Ley asociativa de la adicién: a + (b + a )= (b + a) +c, para tres nimeros cualequiera

a,b,c.

S3) 0 es un la identidad para la adicién: 0 + a =a, para un ndmero cualquiera a.

M1) Ley conmutativa de la multiplicacién: ab=ba, para cualquiera dos nimeros a y b.

M2) La Ley asociativa de la multiplicacién: a(bc)=(ab)c, para tres nimeros cualquiera a,b,c.

M3) 1 es en la multiplicacién la identidad: 1a=a para un ntimero a.

D1) La ley distributiva: (a+b)c=ac+bc, para cualesquier tres ntimeros a,b,c.
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Estas reglas son interesantes porque por sf mismas persuaden a la mente sobre el papel que
desempefian en nuestro pensamiento, incluso en las declaraciones m4s simples. Nuestra
confianza que 3 x 4 =12 se basa en un cuadro bidimensional en el que este producto puede

verificarse como la suma de 12 unidades cuadradas 1x1=1. Pero que significado tiene 0x0=0.

3 5/ 6/ 7, 8 9 10
3 5/ 6/ 7, 8 9 10
6/ 8 10 12| 14| 16/ 18] 20
9| 12 15 18| 21| 24| 27| 30
12| 16| 20 24| 28 32| 36, 40
30| 35 40 45| 50
12| 18| 24| 30| 36| 42| 43 54| 60
14| 21| 28 35/ 42| 49| 56/ 63| 70
16| 24| 32 40 48| 56| 64 72| 80
18| 27| 36/ 45/ 54| 63| 72| 81 90
60/ 70/ 80, 90|100
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El nimero cero aparece como idea justo después de que el hombre consolida los nimeros
enteros positivos, antes que aprendiera a escribir y leer. El cero llegé como algo paradéjico
relacionado con la nada y misterioso cuando la sociedad se pregunté ;cémo puede existir un
ntimero para la nada? Desde el punto de vista abstracto, el cero es muy sencillo, solo es un

apoyo para los sistemas de numeracién con las siguientes propiedades.

S3 no es todo lo que debemos saber de cero, visto como la identidad bajo la suma. Cémo
demostrar que 0x3=0, donde 3 se define como 1+1+1. En primer lugar, la ley M1 no dice que
0x3=3x0. A continuacién, la ley D nos dice que (1+1+1)x0=1x0+1x0+1x0. Pero 1x0=0
mediante la ley M3, asi que esto es igual a 0 + 0. Y por la regla S3 implica que 0+0=0, y la

argumentacién termina.

Un argumento no abstracto serfa decir que 0x3 significa no sumar 3 y asf nos quedamos con
cero. Pero esta forma hace que el pensamiento no sea riguroso para contestar por ejemplo

Jpor qué cero veces cero es cero, puesto que cero veces no representa la nada?

0=1x0 por la regla M3
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U=(U+1)XU por l1a regla Do
0=0x0+1x0 por laregla D

0=0x0+0 por la regla S1

0=0x0 por la regla S3

Estamos dando este camino de demostracién, porque nos parece que las demostraciones
matemdticas son interesantes para desarrollar el pensamiento, y ademds por el deseo de
mostrar lo que significa justificar las declaraciones aritméticas abstractas, empleando reglas
simples sin preocuparnos de lo que realmente es el nimero cero. Por supuesto que es
necesario asociar el significado de un nimero con imigenes mentales de los objetos
matem4ticos, a menudo estas asociaciones porcentuales no son suficientes para decirnos qué
hacer en contextos nuevos y desconocidos. Entonces el método abstracto se convierte en

indispensable.

El concepto de cero no solo es misterioso por evocar a la nada, un vacfo primordial, adem4s,
resulta de un peligro real, dado que con el cero existe la posibilidad de romper el marco de la
légica. Hemos dicho que el cero nace después de los nimeros enteros positivos, dado que la
hipétesis que sostenemos, afirma que los hombres necesitaron primero registrar todo lo
existente, como animales y otras cosas; y asf durante algtin tiempo al hombre no se le presenté
mds necesidad de contar y registrar. Cero resuté tan extrafio que algunas culturas nunca lo
demandaron, les resulto absurdo contar la nada. Los primeros registros que se conocen de los
ntmeros fueron sobre tablas de arcilla y huesos de lobo. Pero en ellos hay evidencia que el
hombre solo pensé la unidad y una serie creciente positiva de muchos ntimeros més. La base
numérica de base 10, se cree es un accidente a través de las culturas que tomaron la cantidad
de los dedos de las manos como el nimero de simbolos base para contar. Los griegos
emplearon la palabra "oscuro" para referir el proceso de recuento. Otras culturas emplearon el
sistema de base 5, o quinario; los Mayas emplearon la base 20 por corresponder a la cuenta de

dedos de pies y manos, parece que las culturas antiguas gustaron de emplear al cuerpo
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humano como referencia para contar.

Hemos argumentado que contar cero caballos o cero nifios pudiera parecer que no es
necesario, un niimero para contar algo que representa la ausencia de ese objeto. Quiz4 por ello
muchas culturas siguieron con sistemas sin incluir el cero. Las personas que podfan llevar la
cuenta del tiempo, del espacio, de cosechas, eran considerados dioses, sacerdotes y su rango
social era una jerarquia muy cercana a jerarcas, emprendedores y lideres. Pero para evitar
hacer del conteo un recital apoyado en el nimero de dedos, se hace necesario un sistema
numérico simbélico para registros complejos. Se sabe que las cifras de conteo se crean mucho
antes que la escritura y la lectura tempranas en la civilizacién. Las piedras, huesos y arcillas
labradas anteceden a las tintas. Transcribir el sistema oral ha escrito, fue un sistema de
descodificacién por el que escribas podian fijar los nimeros en primer lugar, antes que las

narrativas de la condicién humana.

Lo primero fue resolver un sistema base que hiciera pensar a los niimeros como contenedores
de la nocién de cantidad, en lugar de marcas, se emplean simbolos para cada agrupacién base,
donde cada uno de ellos pudiera ser reciclado para expresar series més complejas. Fueron los
Egipcios los que desarrollaron un sistema decimal hace m4s de 5000 afios, donde cuadros
estaban separados para recibir nimeros, con una sola marca vertical se representaba la
unidad. Para escribir 135 con este sistema, en lugar de emplear 135 marcas para esa misma
cantidad de unidades, los egipcios escribian seis simbolos: una trampa, tres talones y cinco
marcas verticales. Fue la manera tipica de hacer mateméticas en la antigiiedad, y como
muchas otras civilizaciones no emplearon el cero para contar, aunque en su geometria lo

emplearon para referir al origen de todo sistema geométrico.

Los griegos también conocieron la unidad, a partir de ella mediante un sistema decimal
desarrollaron una serie de niimeros positivos crecientes, pero en este caso cuando la unidad
era dividida 1/10, 1/100, 1/1000, 1/10000, 1/n = 4tomo. El 4tomo fue resultado de dividir una
unidad de roca, donde el limite era un 4tomo o parte indivisible de la materia. Aqui es de

destacar que la nada y la realidad material tenfan como frontera los 4tomos. Donde n
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representaba al nimero de lados de un circulo, es decir, un circulo es un polfgono regular,
mismos 4ngulos interiores y longitudes de lado para un poligono que se le aumenta
indefinidamente en niimero hasta llegar al 4tomo. Y al igual que los Egipcios no necesitaron

del ndmero cero.

La necesidad de contar con un calendario, una vez que la conciencia humana alcanzé certeza
sobre ciclos de repeticién en cambios lunares y climdticos relacionados con la inclinacién de
los 4ngulos de la luz solar, es que el hombre perfecciona los sistemas numéricos para cuentas
més precisas y complejas. El mes lunar se calculé entre 29 y 39 dfas, que son 12 meses lunares
de 354 dias, 11 dfas por debajo del calendario solar pensado por los Mayas. Corregir el afio
lunar es una tarea compleja, pero necesaria para empatar con precisién las estaciones del afio.
También los Egipcios emplearon el afio solar para ello; sobre un sistema numérico de base 10,
para la semana llamada década fue de 10 dfas, que suman en un afio 365 dfas. Este calendario
fue adoptado por los griegos y luego por el imperio romano, este dltimo modificé la adicién de
afios bisiestos y entonces se convirtié en el calendario occidental sin ceros en su estructura, un
problema que podria causar sesgos de milenios més tarde. La innovacién Egipcia del
calendario no fue la mayor aportacién a la civilizacién occidental, sino el arte de la invencién
de la geometrfa. Incluso sin un cero, los egipcios habifan representado el origen geométrico
como un lugar sin dimensiones. La geometrfa nace por la necesidad de tomar muy en serio el
respeto a la propiedad de 4reas de cultivo. Las parcelas se dividieron en rectdngulos y
tridngulos buscando ser lo m&s preciso posible. La geometria plana egipcia evoluciona al
espacio tridimensional para calcular volimenes de materia en la arquitectura. Asf que el punto
de origen geométrico sin expresarlo asf, fue el cero egipcio para referir un lugar de referencia

sin dimensiones y a partir de este medir el espacio circundante.

Los griegos a diferencia de los Egipcios, incluyen en las matem4ticas el pensamiento filoséfico.
Es extrafio que los griegos no descubrieran al cero, pero mejoraron el sistema decimal
incorporando letras en lugar de iconos y el sistema de base 10 se hace mds sofisticado. Pero no
aparece cero en su cultura, es en el actual Irak que los babilonios introducen el cero en el

sistema numérico sexagecimal, es decir, de base 60 para sus simbolos bésicos. En lugar de
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emplear nuevos simbolos para diferentes niimeros, era posible hacerlo solo con los bdsicos.
Esto les permite a los babilonios crear las primeras méquinas en ayuda a las cuentas, aunque
fueron los chinos y su 4baco la primer mdquina de contar conocida. Los babilonios crean las
palabras calcular y cdlculo precursoras de la informética moderna. El sistema babilonio es
posicional, muy parecido al 4baco en este sentido. Cada agrupacién tiene un valor diferente
dependiendo de su posicién. De esta manera, el sistema babilonio no era tan diferente al que
hoy usamos. Posiciones de unidad, de derecha a izquierda para referir 1, 10,100,1000,10000
respectivamente. Del mismo modo, el stmbolo para escribir la unidad fue un simbolo dnico, y
hasta representar 60, ese mismo simbolo se desplaza a la posicién inmediata izquierda
agregando cero. Cero toma significado de los otros digitos a la izquierda, aqui cero es un
digito, no es un nimero. No tiene ningin valor. Quiz4 importado de la India, donde el cero

representa el conjunto vacfo.

El valor de un nimero viene de su lugar en la linea de posicién derecha izquierda. Sin
embargo, los babilonios consideran al cero el primer ntimero en la recta numérica, solo como
un simbolo sin ningtin referente a su concepto de niimero. En resumen, los babilonios crean el
digito cero como marcador del sistema numérico sin lograr conectarlo con alguna nocién de
ntmero. Esta herencia hasta hoy es clara en el sistema numérico decimal moderno de base 10,
es decir, de 10 simbolos: 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9. Ademds, los babilonios emplearon un simbolo para
separar los negativos de los positivos, este fue el cero. Desde entonces, hasta hoy, el registro

de la cuenta de memoria de las computadoras modernas empieza en el registro del byte

00000000, de allf empieza la cuenta.

Los Mayas concibieron que la cuenta empieza en cero, a partir de la idea en que el universo se
crea de la nada. Los Mayas crearon uno de los mejores calendarios solares y sistemas
numéricos gracias a que en su estructura est4 contenido cero como ntimero. El propio sistema
Maya es posicional, pero ademés introducen la idea de cifras de base 20, pero con dos tipos de
digitos. El tipo de digito simple se basa en puntos y lineas, mientras el tipo de cuenta larga

emplea un simbolo parecido a un ojo, este cero no es aquf un simbolo, sino un nimero.

112



Al cero Maya se llega por divisiones sucesivas 1/1, 1/20, 1/200, 1/200, 1/2000, 1/20000, hasta

Este cero Maya, representa un nimero que asocia indeterminacién de cantidad y es la
frontera infinitesimal con la NADA. A diferencia de otros sistemas como el Egipcio, los mayas
hicieron lo obvio, comenzaron a contar desde cero. El calendario Maya se formé de meses de
20 dfas, numerados de 0 a 20, y no de 1 a 20 como lo hacemos hoy. Combinado con el solar,

crearon un calendario con un nombre distinto para cada dfa, en un ciclo de 52 afios.

Los egipcios manejaron las fracciones de manera muy engorrosa, donde cada fraccién se
puede representar como sumas de 1/n donde n es un ntimero de cuenta. Largas cadenas de
fracciones egipcias de la unidad hizo extremadamente diffcil codificar la informacién
registrada. El cero Maya hace obsoleto este sistema. Pero los babilonios son los que crean la
representacién con punto decimal de cifras para fracciones, tal como lo hacemos en el presente
en un sistema de base 10. Es claro que el avance tecnolégico se hubiera acelerado en Europa,
si los romanos y los griegos no hubieran rechazado a cero. La razén quizd fue que lo
consideraran peligroso para los fines religiosos, dado que cero es la ausencia de Dios, del
tiempo y del espacio. Es dificil imaginar esto, pero la nada o vacio representd a la muerte. Los
griegos creyeron en una frontera hecha por los dioses 1/n, con la idea de 4tomo, como una
forma de asegurar no entrar a la nada, la oscuridad del lenguaje, de la musica y de la
existencia humana. Los Indios relacionaron al vacfo como desorden absoluto, un estado
primitivo y natural del cosmos, donde todo empezé. Los Mayas imaginaron esto muy distinto,
el cero es una manera de vivir en un plano existencial circular en su historia. La muerte es una
forma de saltar a otro circulo existencial. La eternidad del tiempo, el no poder determinar
donde termina la existencia y empieza la nada, se le asigno el ndimero cero. Cero representa no
el vacio del pensamiento Indio, sino la frontera de indeterminacién de lo existente y la nada.

Para los Mayas resulta sin ningtin temor que el tiempo comenzé en cero, hoy tan importante
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para la Teorfa del Big Bang.

Adem4s, la problemdtica de dividir una cuenta entre cero para los babilonios, griegos,
romanos resulté algo peligroso. Sibien 1 + 1 no es uno, cero + cero es cero, este hecho Maya,
violé un principio bésico de los nimeros en los axiomas de Arquimedes, que dice que cuando
se afiade un niimero a otro ntmero, el segundo cambia su magnitud que representa cantidad.
Solo baste con ver 4 + 0 es 4, es un elemento neutro para la suma o la resta, cero no tiene

ninguna cantidad asociada, pero

amenaza con socavar lo conocido hasta ese momento del conocimiento aritmético. La divisién
y la multiplicacién 0/0=0, 0x0=0. Nada a veces cero es cero, el cero Maya irrumpe al advertir

que la recta numérica pudiera tener otros infinitos ocultos en la apariencia de continuidad de

Vor

su numeracidn, tales puntos serian por ejemplo los irracionales

No es descabellado pensar que los Mayas llegaran al cdlculo infinitesimal antes que Newton y
Leibniz, por lo menos no tuvieron temor alguno para explorar el contexto de cero e infinito de
la matemética moderna, probablemente alli este la respuesta de la enorme y asombrosa
precisién de sus célculos. Multiplicar por un nimero diferente de cero, por cero, destruye al
ndmero, reinicia la cuenta, de la misma manera que el reinicio de las computadoras. Solo nos
queda especular dado que los espafioles destruyeron mucha informacién, que los Mayas
reiniciaron las cuentas al multiplicar por cero; iniciaron la cuenta desde cero, y el propio
tiempo y espacio fueron creado desde cero, y la divisién de un ntimero diferente de cero entre
cero no estd definida dado que la nada amenaza con destruir los cimientos de la légica y
matemdtica. Multiplicar por cero solo destruye al ndmero, pero dividir entre cero destruye
todo marco de las mateméticas. Cémo tanto poder en un solo niimero es capaz de impulsar a la

ciencia y la ingenierfa a limites insospechados de creatividad humana. La entropia o desorden
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absoluto, o si la prefiere ver como informacién potencial de un algo es cero orden, es decir,

igual a caos absoluto.

Este viaje, es un recordatorio a todos nosotros que el pensamiento matemdtico es el m4s
grande de los logros de la globalizacién cultural de la humanidad, y deberd bastar para
convencer a los jévenes, que debieran aprender el pensamiento matem4tico como un camino
acumulativo de conocimiento cultural, en un sentido de menor complejidad a mayores limites
insospechados de matemdticas abstractas. México es heredero de este enorme ntimero cero
que creo la revolucién de la matemdtica moderna, honrar con orgullo este hecho deberia
bastar también, para hacer grandes esfuerzos pedagdgicos y que nuestros jévenes sean
mejores que sus profesores, este deseo como el objetivo pedagégico m4s importante para guiar

todo esfuerzo educativo.

Los objetos matemdticos se desarrollan mds que se despliegan, y se desarrollan a partir de
verdades evidentes (axiomas), para que se conciban nuevos a partir de ese punto, es necesario
que el novel los deconstruya hasta sus cimientos (axiomas o teoremas). Al espiarse a s{ mismo
el novel, puede reconocer su propio camino matemético. Cuanto més explora en lo profundo
de los objetos mateméiticos, mds consciente es el novel, es cuando su actitud para las
matem4ticas mejora desde un punto en apariencia insoluble, a un estado de nuevos limites
interiores dentro del pensamiento matemdtico. Cada aprendizaje producto no de una habilidad
de técnica matemética, sino de un andlisis exhaustivo de los principales argumentos que lo
definen y resuelven, al agotar los muchos de los aspectos extrafios a la curiosidad, ademds, se
gana eficacia en gran parte por precisar el papel de un objeto matemético dentro de otros més

complejos.
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Leccién 6: Objetos matemdticos y sus razones

Solemos utilizar la idea de pensamiento como una reflexién, asignando el pensar a una
multiplicidad de procedimientos analiticos, culturales y subconscientes. Se dice, que todos
poseemos esta facultad, sin embargo, es algo que no es democrético, sino educativo, se trata
del pensamiento serio, riguroso, creativo, audaz y hermoso de las mateméticas,..., es aquel
vinculado con los poemas de Octavio Paz, los sonetos de Shakespeare, los ensayos de
Montaige, teorfas como las de Werner Karl Heisenberg; las ideas originales son raras y

dificiles, en un texto es algo inherente a un proceso de creacién.

Todo pensamiento comienza por una necesidad, la voluntad de ser y de conocer. Comienza en
donde se funden literatura, ciencia, matemdticas y técnica; podemos ofr susurros de la
creatividad, pensamiento abstracto que ilumina la via para los argumentos analiticos, la
metéfora y aprendemos a escuchar y ver mds profundamente. Hablamos de las matematicas,
andlisis particular dentro de un sistema axiom4tico, técnico e instrumental. Pero alli donde no
se hace matemdticas en el sentido estricto, ocurre la educacién de las mismas; una narracién
mezclada con proposiciones que explican y seducen a la imaginacién; hablar de matematicas
en la educacién es tolerancia, universalidad, ilusién de los ciudadanos creativos, aunque
algunos l6gicos pudieran decirnos que estamos en un error categorial, la educacién trata a la
matemdtica como si fuese un lenguaje natural, como si se hallase muy cercana a este. Es
trasladar una realidad seméntica idealizada a un cédigo lingiifstico cultural. Los conceptos
matemdticos se experimentan como la construccién de un discurso de fusién del lenguaje
natural y artificial. Las experiencias de los noveles a estas narrativas de fusién, tienen efectos
de elocuencia y economfa del tiempo, inclinando la legitimacién lingiifstica de un novel al

mundo platénico ideal.
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Una frase en la narrativa de fusién (natural-artificial), no es un segmento histérico, sino un
paso en los caminos abstractos de las ficciones matemdticas, es la contaminacién intencionada,
es una voz insertada dentro de las proposiciones mateméticas, hablamos del profesor. Esta
coexistencia hibrida en un texto educativo en la ensefianza de las matemaéticas, es capaz de

aceptar una verdadera interaccién entre los textos de lenguajes naturales y artificiales.

A diferencia de los lenguajes naturales, las matem4ticas son un lenguaje universal. Existen
datos sensoriales y emocionales de las matemdticas que son mucho m4s inmediatos que los del
habla, tales como, el concepto de cantidad, probabilidad y espacio. La recepcién es mds o
menos instantdnea en las etapas intuitivas, cuyas interconexiones sindpticas y rendimiento
acumulativo apenas comprendemos. Aqui nos situamos en una dualidad de sentido y

significado que los investigadores de las ciencias cognitivas han sido incapaces de dilucidar.

Los avances en el conocimiento cientifico en los tltimos 50 afios, nos confirman la fuerte
relacién entre 4lgebra y geometria; al parecer comienza con un hito de la historia, en el
pensamiento pitagérico de la demostracién matemética, cuerpo de proposiciones que
argumentan con ayuda de légica formal la inferencia de validez, esa misma que permite
construir una verdad matemética. Afirmacién que tiene origen en los axiomas, que se les

conoce como teoremas y que construyen lo que se llama objetividad matematica.

La objetividad matematica, estd confinada al propio mundo de los objetos ideales platénicos,
o simplemente objetos matemdticos consolidados por demostracién. Cuando esta objetividad
no es sélida, a las proposiciones de este tipo se les llama postulados. Las proposiciones
matemdticas refieren a objetos idealizados, ficciones matemdticas que en algunos casos se
asemejan a lo que podemos encontrar en el mundo fisico. Cuando un ingeniero a partir de
conocimientos técnicos propone un modelo tecnolégico para la realidad, primero lo pone a
prueba en el mundo platénico, enseguida, evalda los resultados frente a pruebas
experimentales, disefiadas para poner a consideracién las proposiciones que sustentan las

hipétesis. A un ingeniero, para reducir los mirgenes de tiempo, costos y falta de eficacia para
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generar conocimiento, le es necesario un modelo matemético.

Respecto a una existencia matemética, podriamos decir que est4d confinada a las propias
proposiciones que estructuran objetividad en el mundo platénico. Las mateméticas son la
creacién de la mente humana en su forma m4s confiable, un lenguaje artificial universal capaz
de explorar un mundo mucho m4s alld de los limites convencionales de la intuicién, es llevar la
razén a la frontera de lo indecible. La objetividad matemdtica es una especie de formulacién
proposicional de existencia en la frontera de la imaginacién légica, la verdad matemaética es la
conquista de un palmo més de terreno en esta idea de progreso matemdtico. La existencia
matemdtica es casi una metdfora, en el sentido que expresa mundos éticos y moralmente
posibles. La existencia matemdtica es un subyacente sobre la tesis de lo evidente. Sin
embargo, el sistema axiomético si determina la posibilidad de las proposiciones a generar, esta

cerradura bien podrfamos llamarla objetividad matemaética.

La existencia matemdtica no tiene referentes materiales, temporales, geograficos, o morales,
pero si alcanza en su estructura racional el grado de existencia por el hecho de poder ser
potencialmente racionalizable por otras mentes humanas, que con honradez y esfuerzo se

toman la molestia de invertir su vida en este fascinante mundo de lo posible.

Adtn hay claros oscuros en el cémo percibimos la verdad matemética, algunos bidlogos han
encontrado que otras especies también pueden contar, esto nos sugiere que los humanos
poseemos una programacién genética para calcular. Quizds por ello, los primeros humanos
relacionaron la matemdtica con la interaccién cotidiana, con la naturaleza del mundo fisico. Es
hoy aceptado por la comunidad cientifica el hecho de que nuestro universo fisico puede ser
matematizado, sin embargo, las matemaéticas en su interés concreto de verdad, es distinto al de

la ciencia, respecto a esta tltima, la verdad es un consenso publico provisional en el tiempo.

La muisica y las matematicas.

Las matemdticas son otro lenguaje universal como lo es la musica. En ambos la traduccién es
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algo inexistente, quien escribe para educar en matemaéticas, aplica notas secundarias al cuerpo
de proposiciones matemdticas, son explicaciones u orientaciones para el lector, pero,
eliminando estas notas, las matemdticas como la musica solo pueden parafrasearse en ellas
mismas, inician con enunciados, como calcilese, higase, evaltiese, demuéstrese, sustitiyase,
desarréllese,...; es en las matemdticas y la musica que el sentido de verdad es equiparable al de
belleza. Los enunciados matemdticos, es decir, las proposiciones solo admiten dos estados de

verificacién o son verdaderas o falsas, los errores son eso, no son mentiras.

Las matematicas y la tecnologia

En la vida moderna, las matemdticas han modificado la realidad a través de la tecnologfa, la
economfa, la democracia y el arte. La ciencia computacional y su teorfa de la informacién son
un claro triunfo de las mateméticas aplicadas en su papel de célculo y virtualizacién. La
invasién de avanzados algoritmos que subyacen como aplicaciones cotidianas en los hogares y
el trabajo, presionan a tal grado que modifican rdpidamente las formas de vivir, crear y
comunicar. Las matemdticas son la base de los sintéticos en la quimica, la biologia y de la Web;
destaca notablemente el hecho de que las matemdticas en sus ramas como la teorfa de la
informacién, gramdtica generativa, teorfa de numeros, sistemas complejos y dindmicos,
plantean una cuestién: las mateméticas nos permiten crear un mundo no dado, sofiarnos en
tipologfas espaciales inimaginables, con literaturas hipertextuales de narrativas de imaginacién
aumentada; jes este el nuevo salto civilizatorio o decir fantdstico?. En un sentido histérico las
matemdticas han aumentado nuestra capacidad de explorar, controlar y reinventar la realidad,
al mismo tiempo, la brecha entre quienes las comprenden, explican y aplican y en la sociedad

se est4 haciendo peligrosamente una elite.
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Leccidén 7: Nuestra herencia en el sol

La matemética por su precisién e inequivoca dindmica puede satisfacer criterios de refutacién,
de creacién de nuevos objetos matemdticos con autonomia y en apariencia sin limites. Sin
embargo, en el discurso de la ensefianza, el lenguaje natural agrega su naturaleza imprecisa
con el fin de formar una narrativa que construya una experiencia de conocimiento y articule el
tiempo en forma de vivir un aprendizaje. El aturdidor silencio de la matem4tica, ocasiona en
muchos noveles una muerte de la via seméntica, es decir, una frustracién en la interpretacién
de proposiciones matemdticas, en consecuencia, se nos niega el acceso al propio mundo
platénico. El lenguaje natural dota de la sensibilidad necesaria para la memoria de largo plazo,
incluyendo la simbologfa de la notacién matemdtica, tal como lo hace, para la razén dentro de

un poema el propio ritmo, como un factor de relacién en nuestra memoria.

La cuenta de los soles llevé a los Mayas a la construccién del cero moderno, de célculos
asombrosos y fuertemente documentados en las esferas de la comunidad astronémica
internacional, historia tnica que nos hace reflexionar sobre los hechos arquitecténicos
emparejados con la cipula celeste; debié haber factores culturales que motivaron a esta
civilizacién a calcular con ayuda de las matemadticas el tiempo, el espacio y la informacién. Sin
embargo, parece que fue también un asunto de elites, privilegiados que en la vida intelectual
de sus comunidades plantearon una cosmovisién orientada al saber vivir, en funcién de
conceptualizar la muerte. Siendo la realidad algo extrafio, que nos sorprende en el viaje a su
interior, la tinica navegacién segura o més segura que hemos encontrado en el d4mbito del
conocimiento objetivo, es la matemética. El camino de la matemdtica es la bisqueda de la
verdad que superpone la supervivencia individual y colectiva de una civilizacién. Su ausencia

en una sociedad, es un factor de decadencia de permeable corrupcién al desdefiar en la
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educacién de sus ciudadanos, los valores del desaffo intelectual inherente al lenguaje
matem4tico, es decir, la indagacién intelectual encaminada al discernimiento responsable de la
realidad por la via matemdtica, es un factor de tolerancia democrético necesario para construir

acuerdos en comunidad.

Un ciudadano con més recursos para argumentar, es un ciudadano que mads se aleja de la
violencia y mds se aproxima a su libertad creativa. Una ruta de aprendizaje de las
matemadticas, es como un poema que abre un nuevo comienzo, que sus enunciados habitan en
el mundo platénico; demarcacién que identifica la cultura occidental. Nuestra propuesta es
aspirar a renovar el encanto e iluminar el camino sistémico, simbélico y de aplicacién
tecnolégica para nuevos ciudadanos que en la matemdtica puedan encontrar el nuevo didlogo

para su propio progreso.

La herencia matematica

Las mateméticas nacieron con la razén, el habla y la consciencia, hace unos 10,000 afios,
quedaron impresas sus marcas en tablas de arcillas™ en el Oriente Préximo. De la accién de

45 movimientos de

marcar se pasé a simbolos sistematizados por los antiguos babilonios
sucesos celestes periddicos fueron registrados y calculados; la agricultura avanzé con los
calendarios; las matemdticas se convirtieron el ritmo cultural de una época, son la antesala de
nuevas tecnologifas; de la astronomfa a la agricultura, del comercio con aritmética, en el
comercio con Internet: teoria de la informacién, proceso de sefales electromagnéticas,

topologia de redes,..., esta historia de un universo numérico se est4 volviendo m4s abstracta,

ahora explorando los espacios multi - dimensionales y la dindmica del caos.

Un texto clave de la historia de las matemadticas son los 5 libros que sobreviven de Euclides los
Elementos, la division de figuras, los datos, los fendmenos y la dptica®. El libro quinto, los elementos,
nos introduce a conceptos geométricos bdsicos, compuestos por 465 proposiciones divididas

en 13 capitulos:
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1) tridngulos

2) rectdngulos

3) circulos

4) poligonos

5) proporcion

6) simdlitud

7-10) Teorta de los nimeros
11) geometria solida

12) pirdmides

15) 46lidos platénicos

Elementos se compone de 23 definiciones, cinco postulados y cinco "nociones comunes", y

sistemdticamente la geometria plana y sélida. Los cinco postulados de Euclides son:

1. Es posible trazar una lfnea recta desde un punto a otro punto.

2. Es posible producir una linea recta finita continuamente en una linea recta.

3. Es posible describir un circulo con cualquier centro y radio.

4. Todos los 4ngulos rectos son iguales entre sf.

5. Si una recta que corta a dos rectas hace los 4ngulos interiores del mismo lado menores que
dos rectos, las lineas rectas (si se extiende indefinidamente) se retinen en el lado que est4n los

(4ngulos) menores que dos rectos.

El quinto postulado es conocido ahora como el de paralelas, destacamos que Euclides dejé
inconcluso su trabajo, por ejemplo Hilbert necesité de 20 postulados para completar la légica
de la geometrfa. Las geometrfas no euclidianas: hiperbélicas, elipticas, esféricas son coherentes
para los primeros cuatro postulados, en 1868 Beltrami lo demostré?’. Los pitagéricos
practicaron una filosoffa de un universo basada en los ntmeros, se paso de los niimeros
naturales (1,2,3,4...) a un segundo tipo llamado fracciones o nlimeros racionales (un nimero

racional es una fraccién a/b donde a y b son nimeros naturales donde b es diferente de cero),

cuando las fracciones no son exactas, es decir, es un nlimero que no puede ser expresado como
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una fraccién de enteros, son decimales en expansién infinita. El m4s famoso es llamado

constante de Pitigoras (‘/E ), que segin una leyenda le costé la vida a Hiparco al expresar su

descubrimiento™®

. A los ntimeros enteros y racionales se les llama también ndmeros
elementales y se aplican en métodos aritméticos, geométricos y en el 4lgebra ardbiga. La teorfa
de nimeros es un campo vasto y fascinante de las mateméticas, a veces llamada "aritmética
superior”, que consiste en el estudio de las propiedades de los nimeros enteros. Primos y
descomposicién en factores primos son especialmente importantes en la teoria de nidmeros, al
igual que una serie de funciones, como la funcién divisor, la funcién zeta de Riemann, y la
funcién totient®. Un ntimero llamado a la historia sin duda fue pi (), que al principio fue
observado como la razén entre la circunferencia de un circulo y su didmetro, llamado

constante de Ludolfo, Legendre demostré que pi es un nidmero irracional y en 1963 mediante

una construccién geométrica se da una fraccién de aproximacién muy aceptable 355/113% o

\/4 +[3-tan(30°)]* = 3.141533...

Esto aproximé la idea de un circulo como un poligono

regular de " ntimero de lados, tan necesaria para el cdlculo infinitesimal de Newton. Un
problema que también fue famoso es la cuadratura de un circulo, es construir un cuadrado con
la misma 4rea de un circulo dado. El sistema occidental de simbolos numerales
0,1,2,3,4,5,6,7,8,9 evoluciona del Hindd (800 a.C.), Ardbigo (900 a.C.), espafiol (1000 a.C.),
[taliano (1400 a.C.), las piezas estarfan completas cuando se evoluciona del cero Hindu

(conjunto vacio®') al cero Maya que representa indeterminacién de cantidad®? (40 a.C.)
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Tabla de Calculo de los eclipses del cédice Dresde, en el cual se puede ver la aplicacién del

Cero Maya

Clasificacién de nimeros

Naturales primos
Naturales [
Naturales compuestos
Enteros 7,
Cero
Racionales () '
Enteros negativos
) Reales R
Complejos C ~ [Fraccion propia
Fraccionarios
Fraccién impropia
) Irracionales algebraicos
Irracionales
Trascendentes
Imaginarios puros

Los ntimeros naturales, N (enteros positivos) se cree que estidn de manera innata presentes en

53

los humanos®, origen genético que da origen a la construccién de las matemaéticas, esta

54

capacidad estd presente de manera primitiva también en chimpancés y aves®, se incluye al
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cero o se excluye al definirlos por algunos mateméticos N={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}. Cuando
agregamos a este conjunto los negativos tenemos a los enteros, Z (por la palabra alemana
Zahlen, nimeros). Los nidmeros racionales (Q, por la palabra alemana Quotient traducida
como cociente) son los que se expresan como una fraccién a/b donde a y b son enteros y b es
diferente de cero, los niimeros enteros también son racionales porque pueden ser expresados
con denominador 1, la recta numérica real se forma de la unién de nimeros racionales e
irracionales, constituyen los nimeros reales R.  Los niimeros que son algebraicos son los

reales o complejos que satisfacen una ecuacién polinémica, son las raices no cero que

n n—1 — .
a,x +a, x +...+a1x+a0—0, de lo contrario, se llaman trascendentales a

satisfacen:
aquellos como pi, e, In 2, sen (1). Los nimeros complejos C, contienen a los R, ademds, a
diferencia de los reales incluyen todas las raices de los polinomios, estdn formados por una
parte real y una imaginaria. Los niimeros C, son un cuerpo o campo, en otras palabras son

una estructura algebraica cerrada bajo las operaciones de suma y multiplicacién, un complejo

que denota z= Re(z) + Im(z) o z=a +bi, se le llama puro si solo estd formado por la parte

imaginaria Im(z), i=~-1,

Las mateméticas avanzan més all4 de la idea de nimero, dan lugar a una generalizacién del
mismo en forma de variable algebraica, dando origen a lo que llamamos 4lgebra, un siguiente
nivel de abstraccién en la historia de las ficciones platénicas. Aunque la aritmética ya existia,
este gran paso supuso el nacimiento del cdlculo moderno. Los simbolos representan nimeros,
como parte de soluciones de ecuaciones. Las ecuaciones eran recetas babilénicas sobre
tablillas de arcilla expresadas en forma geométrica, la palabra viene del 4rabe al-jabr. Es por
ello, que el dlgebra de polinomios se le llama &lgebra ardbiga. El 4lgebra evoluciona a su
siguiente generacién llamada abstracta, aparecen nuevas &lgebras tales como Banach,
Booleana, Borel, Clifford, Cayley, Sigma, Steenrod, Neuman, Umbral, Hecke entre muchas
otras. Aunque en la escuela se nos separa a la matemdtica por conveniencia en: aritmética,
dlgebra, geometria, teorfa de nuimeros, ..., en realidad la disciplina de ficciones estd muy
fuertemente unida, muchos avances tecnolégicos de hoy se deben a fusiones como la teorfa de

la informacién y los campos de los sistemas dindmicos.
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En el campo de la geometria los avances son notables, la geometria euclidiana, los sistemas de
coordenadas (polares, rectangulares, esféricos, cilindricos), la geometria estudia las figuras, los
objetos y sus relaciones en el espacio geométrico. Contrasta con el dlgebra que estudia
cantidades numéricas y soluciones de ecuaciones. En geometria conceptos comunes son: 4rea,
dngulo, perfmetro, paralelas, perpendicular, esfera, poligono, cilindro, cubo, radio, hipotenusa,
tridngulo, volumen, dimensiones, circunferencia, curva, punto, recta, pardbola, latitud,
longitud, trapecio, rectdngulo,..., Ademd&s, en las geometrias no euclidianas, los ejes de

referencia son curvas, como la hipergeometria, eliptica y esférica.

Una geometria no euclidiana, también llamada Lobachevsky-Bolyai-Gauss (geometria
hiperbélica), con curvatura seccional constante. Esta geometria satisface todos los postulados
de Euclides excepto el postulado de las paralelas, que se modifica como sigue: “Para cualquier
linea recta infinita y cualquier punto no sobre ella, hay muchas otras que se extienden
infinitamente, lineas rectas que atraviesan y que no se cruzan”. En esta la suma de los 4ngulos
de un tridngulo no es 180° y no hay tridngulos semejantes. El espacio hiperbélico més

conocido son las esferas de Lorentz de cuatro dimensiones®, en fisica son llamados agujeros

de gusano de Lorentz®®.

La geometria eliptica o llamada Riemann se puede visualizar como la superficie de una esfera
en la que las lineas se toman como circulos grandes, en esta la suma de los d4ngulos de un
tridngulo es >180°. En cuanto al postulado de las paralelas dice: a través de cualquier punto

en el plano, no existen lineas paralelas a una recta dada®.
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La geometria esférica es el modelo en el cual una linea no tiene ninguna linea paralela a
través de un punto dado®®. El dngulo entre dos lineas en la geometria esférica es el dngulo
entre los planos de los grandes circulos correspondientes, y un tridngulo esférico se define por

sus tres éngulos. No existe el concepto de semejanza de triéngulos en la geometria esférica®.

Por otro lado, el 4lgebra abstracta es el conjunto de temas avanzados del dlgebra que tienen
que ver con las estructuras algebraicas abstractas, en lugar de los sistemas de nimeros
habituales. La mds importante de estas estructuras son grupos, anillos y campos. Ramas
importantes del 4lgebra abstracta son el dlgebra conmutativa, teorfa de la representacién y
dlgebra homolégica. A]gebra lineal, la teorfa elemental de nimeros y matemaéticas discretas a

veces se consideran ramas del 4lgebra abstracta.
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Leccién 8: Conceptos precursores a la derivada

Isaac Newton escribié a Robert Hooke, por cierto alguien a quién no estimaba mucho, el 5 de
febrero de 1676, la frase: “Si he logrado ver més lejos, ha sido porque he subido a hombros de
gigantes”. Es en esta frase que nos inspiramos para abrir nuestra ignorancia a la luz en el
dmbito de las matem4ticas, hay una gran verdad, la verdad se construye entre todos los que la
buscan como fundamento de la visién cientifica moderna. Newton deja ver que todo
conocimiento nuevo es herencia del esfuerzo de predecesores, en su caso Copérnico, Galileo y
Kepler. Un hito de las matemadticas es el calculo infinitesimal, intentaremos hacer de la misma
manera una construccién histérica, lingiifstica y conceptual de la derivada, con el fin de
reconocer en ella el primer gran esfuerzo global de la humanidad, aunque para algunos esté
claro que Newton y Leibniz son los creadores de este cdlculo de infinitesimales, es decir, de
tasas de cambio instantdneas. La necesidad obedecia a las fallas de las herramientas

matemdticas de célculo de la época, en su sentido de precisién y exactitud.

El primer hito de la historia lo situamos en el libro de Euclides “Elementos”, la interpretacién
de la derivada tiene como predecesores los conceptos de punto, linea, circulo, curva, funcién,

punto tangente, poligono regular, hipotenusa, plano cartesiano, entre otros.
Un punto es lo que no tiene partes.

Una linea es una longitud sin anchura.

Los extremos de una linea son puntos.
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(El cdlculo infinitesimal es exacto o de aproximacién?

(Qué clases de infinitesimales?

De rango, de superﬁcie, de volumen, vectoriales, de arco, ...

Linea recta

Una linea recta es una figura unidimensional que no tiene espesor y se extiende infinitamente
en ambas direcciones. Una linea a veces se llama linea recta o, mds arcaica, una linea a la
derecha, para subrayar que no tiene "distancias negativas" en cualquier lugar a lo largo de su
longitud. Mientras que las lineas son intrinsecamente objetos unidimensionales, que pueden
estar incrustados en espacios dimensionales m4s altos, es un borde de un grafico una "linea".
Una linea est4 unfvocamente determinada por dos puntos, y la linea que pasa por los puntos,
de manera similar, la longitud del segmento de linea finita que termina en estos puntos
pueden estar indicados. Una linea también puede estar indicada con una sola letra minuscula,
Euclides definié una linea como una "longitud sin anchura', y una linea recta como una linea
que "yace por igual respecto de los puntos en si mismos". Consideremos primero las lineas en
un plano bidimensional. Dos rectas en el mismo plano que no se cruzan entre sf se dice que

son lineas paralelas. Dos lineas situadas en planos diferentes que no hay interseccién entre sf,

se dice que son lineas oblicuas.

La linea con interseccién x=a y la linea con interseccién y=b vienen dadas por la forma de

Interseccidn:
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-

— 4+ X — 1
a b
I ('xl’yl) y B (xz’yz)
La linea a través, la pendiente estd dada por la forma punto-pendiente
27N - pendiente=m
X=X

Determinan una ecuacién de la recta:
ax+by+c=0 donde a,by c son niimeros reales

En forma de un sistema lineal:
ax+by+c=0

ax, +by, +c=0
ax, +by,+c=0

Este sistema es homogéneo, tiene una solucién no trivial si y solo si el determinante de la
matriz de coeficientes es cero, esto es:
ax+by+c=0

ax,+by, +c=0
ax,+by,+c=0

De esta manera, todo punto de la recta satisface al determinante, es decir, pertenece a la recta.

Por ejemplo, hallar la ecuacién de la recta en los P(-1,-3) y Q(4,6), al sustituir:
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-1 -3 1|=0

Al desarrollar el determinante:

Bx+5y-18=0

Ecuacién vectorial de la recta:

P(xpyq)

P es un punto de la recta r, el vector PX tiene igual direccién de V, que es un vector direccién

sobre r, el vector PX es igual al vector V multiplicado por un escalar k, es decir, el producto

interno kev
PX=kev keR
PX=0X-OP
OX—-OP=kev

Por ejemplo, una recta pasa por el punto X(-1,3) y tiene como vector direccién V=[2,5]

Su ecuacién vectorial de la recta estarfa dada por

(x,y)=(=1,3)+ke[2,5]

Para aproximarnos a la ecuacién paramétrica de la recta
(x,y)=(x,y)+ ke (v,v,)

(x,y)=(x,,y,)+kev, +kev,

(x,y)=(x,+kev, y +tkev,)

La igualdad de vectores es desdoblada en dos igualdades escalares, a esto se le llama ecuacién
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paramétrica de la recta.
x=x+tkev,
y=y tkev,

despejando k
X—X,

k=

Vi

k:y_yl

, v
pendiente m=—=
v
1

Por ejemplo, una recta pasa por el punto X(-1,3) y tiene como vector direccién ;=[2,5]

encuentre su ecuacion paramétrica en funcién de t:
x=—14+2t¢
y=3+5¢

Dados los puntos X(-1,3) y P(1,8) encuentre la ecuacién de la recta en su forma y=mx+b sf

=[2,5] aplicando

X=X _ YN
v V2

xHl_y-3

2 5
5x+5=2y-6
2y=5x+11

5 11

==x+—
Y 2 2

[ ] = [
N®X=Nn®P donde n es un vector normal a la

Una forma vectorial alternativa de la recta es
recta, P es un punto de la recta. El vector n se obtiene de los coeficientes de la ecuacién de la
recta en su forma x+y=p

5 11

—Zx+y=—
) YT

Por lo tanto, n es

133



5 5
1 Y1 8
Forma vectorial de la recta.

Otras expresiones ttiles son:

Para hallar la distancia al origen de una rectar, ax+by+c=0

0.0 =
a +b

. o 3
La ecuacién paramétrica en R”,

(2]

Donde "o es el vector asociado con f0, x el vector asociado al punto P(x,y,z). La recta L, que

pasa por R, y es paralela a u, donde u es un vector direccién sobre L.

X=X, +ta
y=Yy,ttb
z=7z,tlc
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donde u=[a,b,c]
u=PP

o” 1

X=Xy Y=Yy _Z—%

a b c

F(=3,2,1)

Por ejemplo, encuentre las ecuaciones paramétricas para L que pasan por el punto

y vector direccién u=[2,-3,4]
x=-3+2t
y=2-3t
z=1+4t

nePP =0

en su forma L en R3 es un plano, por lo tanto 0" 1 , donde n es un vector normal al
plano L.

n=[a,b,c]

PP =(x=x,.5= 2= %)

donde la ecuacién del plano es

ax + by + cz + d=0

Como ejemplo determine una ecuacién del plano que pasa por los puntos P(2,-2,1), Q(-1,0,3)
y R(5,-3,4) (método uno). Elaboramos el sistema de ecuaciones para un plano determinado

por tres puntos.

2a—-2b+c+d=0
—a+0b+3c+d=0
Sa—-3b+4c+d=0

Al resolver el sistema

8
a=—r
17
bzgr
17
-3
c=—r
17
d=r

r es cualquier ndmero real, nos conviene r=17.

8x+15y—-3z+17=0
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2
Por un método dos, como lo efectuamos para el casoen R E

x y z 1
Xy oz 1 ~0
X, Y, % 1
X,y 7z 1
x y z 1
2 -2 1 1 -0
-1 0 3 1
5 3 4 1

Al operar este determinante nos da:

8x+15y—-3z+17=0

Por un método tres, a través del producto cruz, y la ecuacién plano nex=nepP,

Los vectores RP, y RP, estdn en el plano, ya que los tres puntos estin en el plano, entonces el
vector n normal al plano, RP; . BE,

PP, =[-3,2.2]

PP, =[3,-L1]

oo bR, ® PP, =[8,15,-3]

Si utilizamos n y el punto B , obtenemos la ecuacién del plano:

8 X
15 |e|y|=neP
__3 Z

(8 1 [x] [8 ]2
15 (e y [=|15 |o| 2
3] |z] |-3] |1
8(x—2)+15(y+2)-3(z-1)=0
8x+15y—-3z+17=0

Ejemplo para determinar dos planos cuya interseccién es la recta paramétrica:
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x=-2+4+73¢
y=3-2t
z=5+4¢

Determinamos la ecuacién de la recta en forma simétrica,

X=X _ Y=Y _2=%

a b c
x+2 y-3 z-5
3 -2 4

Entonces la recta dada es la interseccién de los planos,
x+2 y-3
3 -2

y

xX+2 z-5

3 4 entonces los planos son,
2x+3y-56=0

y
4%x-32+23=0
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Leccidén 9: Punto en el calculo infinitesimal

Un punto u objeto matemético dimensional cero, se puede especificar en el espacio
tridimensional utilizando las coordenadas. Aunque la nocién de un punto es intuitivamente
bastante clara, la maquinaria matemdtica usada para tratar con puntos y objetos de puntos,
suele ser sorprendentemente compleja. Esta dificultad se encontré nada menos que por el
propio Euclides, en sus Elementos, dio la definicién vaga de un punto como "lo que no tiene
ninguna parte." Las estructuras geométricas bdsicas de geometria dimensional superior - la
linea, el plano, el espacio y el hiperespacio - estdn construidos de un nimero infinito de puntos
dispuestos de manera particular. Estos hechos llevan a la matemdtica a un juego de palabras,
"sin geometria, la vida no tiene sentido." El punto decimal en una expansién decimal es

expresado como "punto".

Los continuos, es una propiedad matemdtica general a la que obedecen los objetos
matem4ticos en los que todos los elementos se encuentran dentro de una vecindad de puntos
cercanos (no hay ausencia de puntos). La designacién "continuo" a veces se utiliza para
indicar la pertenencia a esta categoria dentro de una funcién continua. Es necesario citar una
generalizacién del principio de continuidad de Poncelet hecha por H. Schubert en
1874-1879%. El principio de conservacion de niimero, afirma que el nimero de soluciones de
cualquier problema, determinado algebraicamente en cualquier ntimero de pardmetros, en
virtud de la variacién de los pardmetros es invariante de tal manera que no hay soluciones que
sean infinitas. Schubert le llama a la aplicacién de esta técnica, el cdlculo de la geometria

enumerativa.

La curva y el poligono regular de “n” nimero de lados

Una curva es un continuo unidimensional, es funcién continua de un espacio unidimensional
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a un espacio tridimensional. En términos generales, la palabra "curva" se utiliza a menudo
para referirse a la funcién gréfica de una curva de dos o tres dimensiones. Las curvas mds

simples se pueden representar paramétricamente en el espacio tridimensional como®!

x, = f,(1)
x, = f,(t)

x, = [, ()

Otras curvas simples pueden definirse implicitamente, es decir, en la forma:

f(xl’XZ’...):O

En el 4lgebra una curva es un campo en forma de ecuacién, donde el polinomio es una curva
cuadrética, ctbica, cudrtica, quintica, séxtica, octava, dodécica, ... donde un punto sobre una

curva es una solucic')n de la ecuacic')n de la curva.

Cada punto de una curva pertenece a un circulo. Un circulo es el conjunto de puntos en un
plano que son equidistantes de un punto dado. La distancia desde el centro se llama radio, y el
punto se llama centro. Dos veces el radio se conoce como el didmetro. El 4ngulo subtiende de

un circulo a partir de su centro, hay un dngulo completo, igual 360° o 2pi radianes.

A

Sin embargo, el cdlculo requerfa un concepto de circulo, mas abstracto, uno més util al

concepto de infinito. El poligono regular (lados iguales y 4ngulos iguales) de n nidmero de
lados, este nuevo concepto de circulo permite concebir a un punto tangente en una curva,

como un segmento de este poligono regular de n ndmero de lados, que es parte de una curva.

Una linea recta es tangente a una curva f(x) dada en un punto P de la curva si la linea pasa a

&

P(xy. f (%)) de la curva y tiene pendiente dx | donde es la derivada de f),

través del punto

Esta linea se llama linea tangente, o a veces simplemente tangente.
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Si TP de la curva es un segmento de un circulo, es decir, un lado de un poligono de n nimero
de lados, serian el segmento PT una prolongacién de ese lado del circulo, o recta tangente en

T, con misma pendiente .

T

A

En al figura la linea tangente PT y PA son lineas secantes
PA_PT
PT PB

En la figura mostramos esta construccién en el infinito. La linea tangente a un circulo de radio

a con centro en (xﬂ’yo)
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X =x,+a cost

Y=Yy, ta sent

a través de (0,0) se puede encontrar resolviendo la ecuacién
x,+acost | [acost
[ ] = O
Yo + asent asent
—ax, * yo\/xi + y: -a

2 2
xo +y0

t=+cos™

Dos de estas cuatro soluciones dan lineas tangentes, como se ilustra arriba, y las longitudes de

estas lineas son iguales.

En el espacio euclidiano, la curva que minimiza la distancia entre dos puntos es claramente
un segmento de linea recta. Esto se puede demostrar matem4ticamente como sigue: utilizando

célculo de variaciones y la llamada ecuacién diferencial Euler-Lagrange. El elemento linea en

R* ests dada por:
ds = \/a’x2 +dy’ +d7’

X

por lo que la longitud del arco entre los puntos ™' y 12 es

L= st:)jz 1+y"°+z"%dx

Rl
la cantidad que estamos minimizando
f=1+y*+z"

sus derivadas

=20
Sy

of

-0

0z

Y
A
0y 1+y?+z?
5 ¢

5Z' ’1+yv2+zv2

por lo que las ecuaciones diferenciales de Euler-Lagrange son
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d y'

dx| J1+y°+z"

d z'

dx ,1+y|2+Z|2

Estas dan

Y

—:cl
,l+y|2+zu2

!

Z
2 > @
VI+y“+z!

Tomando la relacién,

Il
)

Il
)

C2 1
===y
G
1
y e,
C
l+y'2+72y'2
Cl

2 2 2,6 2 2, 2 2
yo=c 4y +c—2y' I=cf +y"(c +¢3)
1

Lo que da
2
12 _ G —
Yy B 3=
G —6

Por lo tanto, y por lo que la solucién es la representacién paramétrica de una linea recta con

xelx;,x,]

el pardmetro . La verificacién de la longitud de arco de a,

L=\/1+a +b] (x,-x,)

Funcién

Una funcién es una relacién que asocia tnicamente los miembros de un conjunto con los
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miembros de otro grupo. Mds formalmente, una funcién A de B es un objeto f, de tal manera
que cada elemento estd asociado tnicamente con un objeto. Una funcién es por lo tanto, una
relacién de varios a uno (o, a veces uno-a-uno). El conjunto de valores en los que se define
una funcién se llama dominio, mientras que el conjunto de valores de la funcién que puede

producir se llama su rango. El término "mapa" es sinénimo de funcién.

Desafortunadamente, el término "funcién" también se utiliza para referirse a las relaciones que
asignan puntos individuales en el dominio de los puntos posiblemente multiples en el rango.
Estas "funciones" se llaman funciones de varios valores (o funciones de valores miiltiples), y

surgen de manera prominente en la teorfa de las funciones complejas.

Varias anotaciones son cominmente utilizadas para representar funciones. La notacién mds

rigurosa es frx— f(x), que especifica que la funcién actta sobre un solo niimero (es decir, es

univariante, o de una variable) y devuelve un valor. Para ser mds precisos, una notacién

. = 3 K . . . .
similar /'R R qonde FO)=X"ge uiliza a veces para especificar explicitamente el dominio

y el codominio de la funcién. En ocasiones se asigna el término “mapa” f:x = F() potacién
que a veces también se utiliza cuando la funcién estd explicitamente considerada como un

"mapa".

En términos generales, el simbolo se refiere a la funcién en si, mientras que se refiere al valor
tomado por la funcién cuando se evalué en un punto. Sin embargo, especialmente en mds
textos de introduccién, la notacién se usa cominmente para referirse a la funcién en si (en
comparacién con el valor de la funcién evaluada en x). En este contexto, el argumento

considera que es una variable ficticia cuya presencia indica que la funcién toma un argumento

dnico (en oposicién flxy ), etc.). Mientras que esta notacién es obsoleta por los matemdticos

profesionales, es la mé4s conocida, para la mayorfa de los no profesionales. Por lo tanto, a

menos que se indique lo contrario por el contexto, F) 14 notacién se toma en este trabajo

como una abreviacién de la més rigurosa.
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Tipos de funciones

Funciones complejas: una funcién cuyo rango est4 en los nimeros complejos, se dice que es
una funcién compleja, o una funcién de valores complejos.

Mapa es una forma de asociar objetos tinicos para cada elemento en un conjunto dado. Asf, un

mapa A= Bgonde A de B es una funcién tal que para cada uno, hay un objeto tnico. El
término funcién y mapa son sinénimos.
fR—>R

X ¥=f(*) Hablamos de intervalo
Una funcién multivariada, también conocida como una funcién de multiples valores, es una
"funcién" que supone dos o m4s variables independientes en su dominio. Si bien estas
"funciones" no son funciones en el sentido normal de ser de uno a uno o de varios a uno, el uso
es tan comtn que no hay manera para despreciarlo. Al considerar las funciones de varios
valores, es necesario hacer referencia a las funciones habituales como un solo valor de la

funcién.

f:RR—>R

(.3) = 2= £(%.9) Hablamos de superficies
[ RXRXR—->R

X,y,w—z= f(x,y,w) Hablamos de volumen

http://www.youtube.com/watch?v=P8QHsN-dS1s

Funciones patolégicas

El término "patolégico" se utiliza en matemdticas para referirse a un ejemplo concreto
preparado para violar ciertas propiedades casi universalmente aceptadas. Problemas
patolégicos suelen proporcionar interesantes ejemplos de comportamiento contrario a la
intuicién, adem&s de servir como un excelente ejemplo del por qué de las condiciones

necesarias para que muchas afirmaciones matemdticas puedan ser una verdad universal.
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Por ejemplo, son las funciones Blancmange (curva fractal), son ejemplos de una funcién
continua que no es en ninguna parte diferenciable, una posibilidad que para muchos

estudiantes de cdlculo parece bastante sorprendente. En los tiempos antiguos, cuando uno

para parecer defectos en el razonamiento.

inventd una nueva funcién era para un propésito practico, hoy se les inventa deliberadamente
Si la légica fuera la unica guia del profesor, serfa necesario comenzar con las funciones més

generales, es decir, con la m4s extrafias.

Una funcién cuyo intervalo estd en los nimeros reales se dice que es una funcién real,

también llamada una funcién de valor real.

Una funcién de valor simple, para cada punto en el dominio, tiene un valor tnico en el rango.

Por lo tanto, uno a uno o de varios a uno.

Una funcién especial (por lo general con nombre de un investigador) que tiene un uso
particular en la fisica matemaética o alguna otra rama de las matemadticas. Ejemplos destacados
incluyen la funcién gamma, funcién hipergeométrica, la funcién de Whittaker, y Meijer G-

funcién.

Una funcién de cero es una funcién que es en todas partes cero.
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Las funciones con las que m4s estamos familiarizados son las funciones algebraicas y
trascendentales. Las primeras son racionales (enteras o polinémicas, y fraccionarias P(x)/
Q(x)) e irracionales o complejas. Las trascendentales son trigonométricas, logaritmicas,

exponenciales.

Funciones escalares (devuelven un ntimero escalar) y funciones vectoriales (devuelven

vectores).
Limite

Si es una funcién para cualquier valor de x cerca de x=a, sin ser x=a, y si L es un ntimero real
tal que f) converge acercdndose a L, como los valores de x son tomados cada vez mads

cerca de a, entonces inferimos que L es el limite de F®) cuando x se aproxima en una razén

infinitesimal cerca de a y esto lo escribimos:
lim f(x)=L
X—a

lim f(x)=L

Una funcién J(x) se dice que tiene un limite ¥>¢ , sl para todo €>0, existe una tal

6>0 (que depende de€ ) que [F) -1 <€. Decimos entonces que el limite L est4d definido

para ) yando x se aproxima a a. Esta forma de definicién es a veces llamado una
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lim f(x)=L

definicién épsilon-delta. Es decir, s expresa que cuando x se estd aproximando es

diferente de a, entonces J(x) estd cerca de L. La funcién J(x) no es necesario que esté
definida en a. El limite est4 relacionado con el comportamiento de funciones cuando x est4 a

un paso infinitesimal de a, pero no en a.

0<|x—d<d=|f(x)-L|<e

. lim(3x—5)=1
Ejemplo: Mostrar que el -2

Demostracién.

Método uno:

si 0<|x—2| <& entonces |(Bx—5)-1<e
si 0<|x—2| <& entonces |(3x—6|<e

si 0<|x—2| <8 entonces 3|(x—2)<e

si 0<|x—2| <& entonces |(x—2)|<§
. €
Indica que un 6 = 3

€

O=—

Sea €>0y definimos 3| tenemos entonces que
‘(3x—5)—1|=|3x—6| donde \f(x)—L\

:3\x—2\ si hacemos 5=|x—a|:\x—2|

0<|x-2/<é

<3-E
3
=€

Por tanto hemos demostrado

0<|x-2/<8=|(3x-5)-1<e

5=l(0.01)

Si en particular, si €= 0.01, entonces , es decir, seria de 0.003333, este valor de 0

Método dos:
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Si evaluamos x por encima y por debajo para determinar un 6, donde €=0.01

3x,-5=099  3x,—5=1.001

v =22 1906 %, =29 50033
3 3

o 2—x,=0.0034 2 x,|=0.0033

como no hay distancias negativas

Podemos ver en el manejo de digitos 6, de modo que elegimos 6 _0.0033

Si O<‘x—2‘<0.0033 entonces ‘(3x—5)|<0.01

, lim(7x—1)=27
Ejemplo: Mostrar que el 4

Demostracién.

Método uno:
si 0<|x—4|<$8 entonces |(Tx—1)—27|<e

si 0<|x—4|<8 entonces |(7x—28|<e
si 0<|x—4|<8 entonces |(x—4)<e
si 0<|x—4|<8 entonces |(x—2)|<§
€

Indica que un 6 =

o=
Sea €>0 y definimos

\(7x—1)—27| =|7x—28| donde \f(x)—L|

:7\x—4\ si hacemos 5=\x—a\=|x—4|

0<|x—4|<é

M

, tenemos entonces que

(S
<Te—
7
=€
Por tanto hemos demostrado

0<|x—4|<6=|(Tx-1)-27|<e

5=l(0.01)

Si en particular, €= 0.01, entonces , es decir, seria de 0.001428 este valor de 0 .
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Método dos:

Si evaluamos x por encima y por debajo para determinar un 6, donde €=0.01
Tx,—1=26.99 7x,—1=27.01

v =219 39085 x, =289 _ 40014
7 7

S A-x=0015 oo hay distancias negativas [4—x[=00014
Podemos ver en el manejo de digitos 6, de modo que elegimos 6 -0.0014

Si 0<\x—4\<0.0014 entonces \(7x—1)|<0.01

Los limites pueden ser tomados desde abajo
lim = lim

x—a - xla

o desde de arriba

lim = lim

X%(f' xva

Si las dos son iguales, a continuacién, el limite se dice que existe
lim = lim = lim

x—at x—a - x—at

Un limite inferior h

lowerlimS, =h

n—oo

e>0,

. . . S - h‘ <€ ’ . M z
Se dice que existe si por cada uno n , para un ntmero infinito de valores n y sf

no hay ningin nimero h més menor que tiene esta propiedad.

Un limite superior k

upperlimS, =k

n—>o0

e>0,

: o S, —k|<e . o :
Se dice que existe sf, por cada uno " , para un nimero infinito de valores n y si

no hay ningin nimero h més grande que tiene esta propiedad.

[ee]

Formas indeterminadas limite del tipo > y

0
0 con frecuencia se pueden calcular con la regla

0

de L'H"pital. Los tipos 0y se pueden convertir a la forma 0 por escrito,
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fgo =L

g(x)

0
0 0 loo 6

Tipos, 0%, oo y Y son tratados mediante la introduccién de una variable dependiente,

y=f

de modo que

Iny=g(x)In[f(x)]

L. L. .o . lim(In(y))
luego se calcula el limite. El limite original, entonces es igual, €

L=lim f(x)*" = ™"

La forma indeterminada °°>> ~ °° es también frecuente.

Ejemplos, determine los limites:

lim(5x—6)

a) x—4

Solucién: cuando x est4 cerca de 4, 5x-6 esta cerca de (5x4)-6=14, escribimos

liral(Sx —-6)=14

14.10 |
|4_n5§
|..1>,||||§
|<_5.3§ (x from 3.98to 4.02)
1330}
(3w

3.98 3.99 4.00 4.01 4.02

1im(—("2 _x_6)j
b) x—4 X — 3

x—4 X— x—4 x—3

lim[MJ — lim(w) =6
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lim(sen(x)/ x)
C) x—0
Para este ejemplo no hay método algebraico para simplificarlo, lo haremos con calculadora

electrénica

lin(}(sen(x) /x)=1

lim(sen(1/ x)
d) x—0
Escoja una sucesién de nimeros que se aproxime a 0, los valores oscilardn mucho,

1ing(sen(1 / x) = no estd definido el limite

J |
|/

- Ll Y

Por la gréfica podemos concluir que no hay en la aproximacién ningin nimero L cuando se

acerca a cero, no existe el limite.

Aplicando regla de LH" spital
lim f(x)=limg(x)=0
{ xa @) xa 8(x) , en donde f y g son derivables en un entorno de a y existe, este

lim L lim £
e g'(x) limite coincide con 8 (x)

Teoremas
Para hacer la obtencién del limite de una funcién sin tener que recurrir cada vez a la

definicién Epsilén-Delta se utilizan los siguientes teoremas:
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Teorema 1:

Simy b son dos constantes cualesquiera, entonces
lim(mx+b)=ma+b

x—a

Demostracién:

si 0< |x - a| <0 entonces |(mx +b)—(ma+ b)| <e
Si |(mx +b)—(ma+ b)| =|(mx — ma)| = m|x - a|

Si 0<|x—a|<5 entonces m|(x—a|<e

entonces Si 0<|x—a|<6 entonces |()c—a|<E

|

Teorema 2:

Sea a una constante, entonces
lim(a)=a

X—cC

Teorema 3:

lim(x)=a

Xx—a

Teorema 4:

lim(f(x)tg(x)=L*G

lim(f(x)eg(x))=LeG
T

tim L) - 2 ) L

e g(x)  limg(x) G

lim(cf(x))=cL

Donde c es una constante
Teorema 5:

lim[ f(x)]"=L"

Teorema 6:

lim ¢/ (x) = lim f () =¢/L

Continuidad de una funcién en un valor de x, sea a ese nimero, f(x) es continua si cumple

con tres condiciones:
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a)f(a) existe

b)lim f(x) existe

d)lim f(0)= f(a)

Aplicacién de los teoremas

Ejemplo 1: Encontrar

lim(x)
lim(—r o2y 2 2 1
=2 5x+2 111r21(5x+2) 52)+2 12 6
a X—>
b) 1)(i£g(3x—2)

lim(x® + x* + 2x)
C) x—2

)

lim
d) ©? 5x+2

. /x3+2x+5
hm B S
e) x +3

lim—;
g) 220 -6

s =1
lim
h) s> g—1

_ Ix-1
lim

1) -l x—1

o Ax+1-1
lim——

J) x—0 X

. 2xX°=5x"-2x-3
lim —; 3
k) 2 4x—13x"+14x-3
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Soluciones:

lirr%(41) =41

a

b 1)(i£g(3x -2)=33)-2)="7

lin;(x3 +xX+2x)=2°+2°+(2)=14

c)

lim(x)
fim(e— o2~y 2 21
=2 5x42 lim(5x+2)) 5(2)+2 126

12145 linsl(x3+2x+5) \/linsl(x3+2x+5) [140 \/_
lim = |2 =V ==
=\ 2 +3 lin}(xz +3) 27 27

3 _ 2
lim x> =27 —lim (x=3)(x"+3x+9)
f‘) -4 x—=3 x—4 x—3

e)

= liral(x2 +3x+9)=27

_¢2-5  lim(#*-5) 1 1
lim ——=- 5 =—— - =
=22t —6  lim(2t" —6) lim(2¢° - 6) 22
g) t—2 t—2
3 _ _ 2
lim2 = i EZDE D 2 sh =3
l’l) s>l g — 1 s—1 (S —_ 1) s—1
. Ax— . Jx — .
hmz/_ I lim Jx—1 =lim ! = ! -1
) =l @e-net e ) a0+ ) Qima +Him Y+ 3
1 X—> X—
4‘3' —
lirrolLl = 0 usando la regla L'Hospital's
X! X
diyx+1-1
lim——4E = fjm z/:lnm;y LY R .
S 3 e ()| 3
J) d_x x—0
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200 =53t —2x—3  lim@2x’-5x"-2x-3) 9 16
1~ — Xo— — = —
k)xgg4x3—1&f+44x—3 lim(4x — 135 +14x—3) lim(4x —13x°+14x—3) 45

x—-3 x—-3

URL’s

Xah Math, diccionario visual de espacios planos curvos

http://xahlee.info/math/math_index.html

Materials for the History of Statistics

http://www.york.ac.uk/depts/maths/histstat/welcome.htm

The MacTutor History of Mathematics archive

http://turnbull.mcs.st-and.ac.uk/history/

Calculus on the Web

http://cow.math.temple.edu/~cow/cgi-bin/manager

Leyes de cosenos

http://www.usamts.org/Images/Side8.swf

Recursos federales para la excelencia de la educacion

http:/free.ed.gov/index.cfm

Arte matematico

http://www.wackerart.de/index.html http://www.fractaldomains.com/downloads/

Aplicaciones y recursos
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http://education.wolfram.com

http://mathworld.wolfram.com

http://www.sciencedirect.com/science/journal/03150860/20/2

http://www.ics.uci.edu/~eppstein/junkyard/sphere.html

Glosario

Algoritmia:

Axioma:

Cilculo:

Codigo:

Curva plana:

Es un conjunto ordenado vy finito de operaciones
l6gicas y conceptos que permiten encontrar la
soluciéon a un problema abordable racionalmente.
Proposiciones primitivas cuya validez es evidente. Su
origen es por intuicion.

Nuestros cerebros estan habilitados para calcular, las
matemdticas estan interesadas en el ideal de verdad
concreta.

Representacion de la realidad como estructuras de
informacion.

Es una curva que se encuentra en un solo plano. Una
curva plana puede ser cerrada o abierta. Curvas que
son interesantes por alguna razén y cuyas
propiedades han sido investigadas son Ilamados
"especiales". Algunas de las curvas abiertas mds
comunes son la linea, parabola, hipérbola y algunas
de las curvas cerradas mas comunes son el circulo y

la elipse.
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Demostracion:

Descartes:

Geometria solida:

Kant:

Matematica trascendental:

Método matematico:

Modelo matematico:

Objetividad matematica:

Objeto matematico:

Es un argumento coherente basado en métodos de
razonamiento puramente légico formal, que permite
inferir la validez de una confirmacién matematica,
que parte de afirmaciones concretas primitivas
conocidas como axiomas. Esto deriva en teoremas.
Filésofo que ve en la razoén la Unica luz que hace
posible el conocimiento que produce la ciencia.
Tiene que ver con los poliedros, esferas, sélidos
tridimensionales como aviones, coches, etc®?.

Fil6sofo que expresé que las matematicas son creadas
a partir de la intuicion como forma evidente de
verdad por induccion.

Las matematicas son una actividad humana, la vida
interior de las matemadticas estd en las mentes
brillantes de los matematicos. Es una aproximacién al
conocimiento humano.

Formalismo para expresar el comportamiento de
entidades ideales en el espacio geométrico,
algebraico, légico, de probabilidad o de la
informacion.

Describe teéricamente un objeto que existe fuera del
mundo platénico de idealizaciones, es decir, en el
mundo fisico, biol6gico, quimico, ...

Evaluacion de la verdad matematica, demostracion
formal que aporta un argumento valido para la
comunidad matemdatica, son enunciados
proposicionales que derivan en compatibilidad, es
decir, en la ausencia de inconsistencias o
contradicciones.

Su existencia pertenece al mundo platénico de las
formas matemadticas, son intemporales y son razones

puras en el sentido de la l6gica formal.
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Pedagogia:

Postulado:

Teoremas:

Ciencia que tiene como objeto el fenémeno complejo
de la educacion.

Una declaracién, también conocida como un axioma,
que se toma para ser verdad sin pruebas. Postulados
son la estructura bdsica de la cual lemas y teoremas
se derivan. El conjunto de la geometria euclidiana,
por ejemplo, se basa en cinco postulados conocida
como postulados de Euclides.

Afirmacién que fue demostrada y puede ser de nuevo

demostrada.
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Leccién 10: Algebra

Expresiones algebraicas

Cuando un problema de célculo se nos presenta una y otra vez, conviene algebrarlo, los
matem4ticos crearon un cuerpo o campo T bajo la propiedad de cerradura, es decir, cerrado
bajo operacién binaria (+, x); llamado &lgebra. La idea del 4lgebra es que una vez que
hayamos resuelto un problema, se puedan generalizar sus soluciones para similares
situaciones. Suponemos que usted ya est4 familiarizado con un 4lgebra, por lo menos con la

aritmética, que opera solo nimeros bajo la operacién binaria de adicién y multiplicacién.

En el dlgebra argbiga, a los simbolos , se les llama expresiones variables. La letra x, por
ejemplo, a menudo expresa la generalizacién de una cantidad numérica. Es decir, la x puede

. , . . “
expresar una 1nc0gn1ta para la cual enunciamos para una

”

Las propiedades que cumple un cuerpo T con elementos escalares x,y,z, ... en el que se

define por dos operaciones: la adicién (+) y la multiplicacién () son:

(+) x +y :esun elemento de T, cerradura.

(+) y + x = x + y : conmutativa

(+)(y +z)+x =y + (z + x) : asociativa
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(+) El cero, constituye el tnico elemento neutrode T: x + 0 = x

(+) La simetria para cada elemento respecto al cero es tinicaen T. x + (-x) =0
() x.y =y-x :conmutativa,
3x(2x4)=03Bx2)x4

()x-y-z=x-(z-y):asociativa.

(+) en el cuerpo T solo existe un elemento neutro unidad: x - 1 = x

.. -1
(+) a cada elemento no nulo de T corresponde un simétrico x = x = 1.

(+) la multiplicacién frente a la adicién es distributiva:
x(y+2z)=xy+xz

El uso de variables ofrece ventajas con respecto a la solucién de cada problema “desde cero”:
Se permite que la formulacién general de leyes aritméticas tales como x-1-y=y+1-x;
para todos los niimeros reales x y y.
Se permite la referencia a los nimeros desconocidos, por ejemplo: encontrar un

ntmero x tal que 8x+3=1.
Ejemplo 1

Escribe una expresién algebraica para el perfimetro y el 4rea del rectdngulo de la siguiente

manera.
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Para encontrar el perimetro, afladimos las longitudes de los lados. Podemos empezar en la

parte superior izquierda y trabajar hacia la derecha. El perimetro, P, es por lo tanto:

P=l+w+l+w

Estamos afiadiendo dos !y dos ! . Dirfamos que:

P=2l+2w

El 4rea es la longitud multiplicada por el ancho. En términos algebraicos se obtiene la

expresion:
A=IxXw;0A=1-w;04=1lw
Evaluacién de una expresién algebraica

Cuando se nos da una expresién algebraica, una de las cosas mds comunes es evaluarla para

un cierto valor dado de las variables. El siguiente ejemplo ilustra este proceso.

Ejemplo 2

Para x = 12 . Evaluar la expresién: 2x - 7.

2§ WolframAlpha sz

Find the value of 2x-7 when x =12 =)

|
m
%

xampies » Random

BD ED

Para encontrar la solucién, sustituir 12 por x en la expresién dada. Cada vez que vemos x lo

reemplazaremos con 12. Nota: En esta fase se coloca el valor en paréntesis:
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2x—7=2(12)-7
=24-7
=17

La razén por la que ponemos el valor sustituido entre paréntesis es doble:

1. Esto lo hard m4s facil para usted en ejemplos a seguir.
2. Se evita cualquier confusién que pudiera surgir de dejar caer un signo de
multiplicacién: 2012=2(12)#212

Ejemplo 3

Sea x = -1. Encuentra el valor de -9x + 2.

Solucién:

O(-1)+2=9+2
=11

Ejemplo 4

7 11y+2
Sea y=-2. Encuentre el valor de Y
Solucién:
7

——11(—2)+2=—Gj+22+2

(-2)

Muchas expresiones tienen mds de una variable en ellas. Por ejemplo, la férmula para el

perimetro de un rectdngulo en la introduccién tiene dos variables: la longitud (1) y la anchura
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(w). En estos casos, debe tener cuidado de sustituir el valor adecuado en el lugar apropiado.

Ejemplo 5

A
\

A

\J

[ =51 +1)

El 4rea de un trapecio est4 dada por la ecuacién . Calcula el 4rea de un trapecio

con dimensiones a = 10 cm, b = 15 cm y altura h = 8 cm.

Para encontrar la solucién a este problema, simplemente tomemos los valores dados para las

variables a, b y h e introducirlas en la expresién para A:

A= ﬁ(a +b)
2 10 para sustituir a, 15 para b, y 8 para h.

A:§(10+15) (10+15)=25;%=4A=4(25)=100

Evaluar pieza por pieza.

Solucién: El 4rea del trapecio es 100 centimetros cuadrados.
Ejemplo 6

l(5x+ 3y+2)

Encontrar el valor de cuando x=7, y=-2 y z=11.
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Vamos a sustituir los valores de Xy, 2y luego evaluar la expresién resultante.

1

~(5(N+3(=2)+(11))

9 Evaluar las condiciones individuales dentro de los paréntesis.
1

—(35-6+11)

9 Combinar términos dentro del paréntesis.

% =4 .4444

Solucién: = 44444 (redondeada a la centésima mds préxima).

Ejemplo 7

La resistencia total de dos componentes electrénicos conectados en paralelo est4 dada por

R R,
R +R,

donde el subindice [Rl] y subindice [RQ] son las resistencias individuales (en ohmios) de los

dos componentes. Encontrar la resistencia combinada de dos componentes cableados si sus

resistencias individuales son 30 ohmios y 15 ohmios. Con voltaje V=5.

voltage V in volts ®; 5

resistance Ry in ohms —1 ) @ 30

resistance Ry in ohms

15

= (L Loylo
Rux = (55005 * o) = 10000

- 1 Ly 120
1= Sv x (3U(Xln + lS()IlS]) - NXJA
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\%

I==
La corriente en un circuito se puede calcular usando la ley de Ohm: R, la corriente
eléctrica I, es directamente proporcional al voltaje e inversa a la resistencia. En este circuito
simple, las dos resistencias estdn en paralelo, por lo que el reciproco de la resistencia efectiva,

es la suma de las inversas de las resistencias. Esto puede deducirse del hecho de que la

corriente se divide por igual entre las dos resistencias. La corriente es entonces

1 1
Vi—+—
1= RI Rz

. No hay corriente cuando el circuito est4 abierto.
Evaluacién algebraica de expresiones exponenciales

Muchas férmulas y ecuaciones en matemdticas contienen exponentes. Los exponentes se

utilizan como una notacién para representar la multiplicacién repetida. Por ejemplo:

3.3=3’

3¢3.3=3’

El exponente representa cudntas veces el niimero se utiliza como un factor (multiplicado).
Cuando tratamos con ndmeros enteros, es normalmente més ficil simplificar la expresién.

Simplificamos:

Sin embargo, necesitamos exponentes cuando trabajamos con variables, ya que es mucho m4s

facil de escribir X~ que XeXeXeXeXeXeXeXeX,

Para evaluar expresiones con exponentes, sustituimos los valores que se dan para cada
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variable y asf logramos simplificar. Es especialmente importante en este caso para sustituir el

uso de paréntesis con el fin de asegurarse que la simplificacién se hace correctamente.

Ejemplo 8

La férmula del 4rea de un circulo es dada por A =77 * . Calcule el 4rea del circulo de radio

r=0.95 pulgadas.

Sustituimos y evaluamos en la ecuacién la variable.

A=7r’  Sustituimos .95 por r.
A=m(95) =m+(95)+(.95)=2.83529

]

0.95 DI+ [rI¥][=

xrt =283529

Area of a Disk = x r
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Ejemplo 9

3 2
Encuentre el valor 2x7=3x"+5 para X= -5
2x° =3x*+5=2(-5)"-3(-5)+5

=2(-125)—-3(25)+5=-320

Nétese que cuando el exponente es par la cantidad siempre serd positiva, en caso de ser impar,

serd negativa.

Ejercicios 1:

a) Escribe lo siguiente en una forma més

multiplicacién.
1. 3e5x
2. 1.35 °y
3.1
3. 5
L5

condensada, dejando fuera un sfmbolo de
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b) Evaluar las siguientes expresiones paraa =-3,b=2,c=5,yd = -4.

5. 2a+3b

6. 4c+d

7. bac -2b

8. 2a)/(c-d)

9. (3b)/d

10. (a-4b)/(3c + 2d)
1

11. (a+b)

ab

12. cd

c) Evaluar las siguientes expresiones parax =-1,y =2,z =-3, y w = 4.

13)  8x’
5+t
14) 62
15) 327 -5’
16) 2 _yz
Z3 +W3
17) RN

18) 2x° =3x*+5x—4

19) Aw? + 3w —w+2

3+ iz
20) z
Resultados:
1) 15x
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3)

4)
5)
6)
7)
8)
9)
10)
11)
12)
13)
14)
15)
16)
17)
18)
19)
20)

| W

W <

e

-79
-2/3
-3/2
-11/7

-3/10
-8
-5/162
-63

-37/91
-10
302
28/9
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Leccién 11: Orden de operadores

Observar y evaluar la siguiente expresién:

2+4%xT7-1=?

(De cudntas maneras diferentes podemos interpretar este problema, y cudntas respuestas
diferentes podria posiblemente encontrar alguien para ello? La forma m4s sencilla de evaluar
la expresién es simplemente comenzar a la izquierda y su forma de trabajo a través de hacer el

seguimiento del total de la marcha:

2+4=6
6x7=42
42-1=41

Si se introduce la expresién en una calculadora no-cientifica, es probable obtener 41 como la
respuesta. Si, por el contrario, se va a escribir la expresién en una calculadora cientifica o

software de mateméticas, es probable obtener 29 como respuesta.

En matemdticas, el orden en el que llevamos a cabo las distintas operaciones (tales como
sumar, multiplicar, etc.) es importante. En la expresién anterior, la operacién de la
multiplicacién tiene prioridad sobre la suma, por lo que la evaluamos a esta primero. Vamos a
reescribir la expresién, pero haciendo uso de este criterio para la multiplicacién entre

paréntesis para indicar que va a ser evaluado primero.

2+(4x7)-1=?

Asf que al evaluar primero el paréntesis: 4 x 7 = 28. Nuestra expresién se convierte en:

2+(28)—1=72
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Cuando no tenemos mds que la suma y la resta, se comienza a la izquierda y seguido de la del

total, vemos:

2+28=30

30-1=29
Estudiantes de dlgebra a menudo utilizan la palabra "PEMDAS" para ayudar a recordar el
orden en que se evaldan las expresiones matemdticas: paréntesis, exponentes, multiplicacién,

divisién, adicién o suma y sustraccién o resta.
Operador paréntesis

* LEvaluar expresiones dentro de signos de agrupacién como los paréntesis (también los

corchetes [] y/o llaves {}) en primer lugar.

e Evaluar todos los exponentes (términos al cuadrado o al cubo como 52 o 25) sigulentes.

e En trabajo de izquierda a derecha completar tanto la multiplicacion y la division en el
orden en que aparecen.

e Por dltimo, evaluar adicion y sustraccién. El trabajo de izquierda a derecha completando

tanto la suma y resta en el orden en que aparecen.
Evaluar expresiones algebraicas con signos de agrupacién
El primer paso en el orden de las operaciones se llama paréntesis, pero incluye todos los
simbolos de agrupacién en este paso. A pesar de que en su mayorfa se utilizan paréntesis ().
En este texto, usted también puede ver corchetes [] y llaves {}, y se deben incluir como parte
de la primera etapa.
Ejemplo 1
Evalde lo siguiente:

a) 4-7-11+2
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b) 4-(7-11)+2
) 4-[7-(1142)]

Solucién:

Cada una de estas expresiones tiene los mismos nimeros y operaciones, en el mismo orden.

Echemos un vistazo a cémo se evalda cada uno de estos ejemplos.

a) Esta expresién no tiene paréntesis. "PEMDAS" establece el orden en que tratamos la

suma y resta como aparecen, empezando por la izquierda a derecha.

4-7-1142=-3-11+2
=-14+2
=-12
b) Esta expresién tiene paréntesis. En primer lugar, evaluar 7 - 11 = -4. Recuerde que

cuando se resta un punto negativo es equivalente a afiadir un positivo.

4—(T7T-1D)+2=4—-(-4)+2
=8+2
=10
c) Los corchetes se utilizan a menudo para expresiones de grupos que ya contienen
paréntesis. Esta expresién tiene dos corchetes y paréntesis. El grupo més interior

primero, (11 + 2) = 13. A continuacién, complete la operacién en los corchetes.

4—-[7T-(11+2)]=4-[7-(13)]
= 4-[6]
=10

Ejemplo 2

Evalde lo siguiente:
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a)3x5-7+2
b)3x(5-7)+2
¢) (3% 5)—(7+2)

a) No hay signos de agrupacién. "PEMDAS" dicta que evaluar la multiplicacién y la divisién
primero, trabajando de izquierda a derecha: 3x 5 =15, 7/2 = 3.5:

3x5-7+2=15-35
=115
b) En primer lugar, se evalda la expresién entre paréntesis: 5 - 7 = -2. Entonces trabaje de

izquierda a derecha.

3X(5=T7)+2=3%(-2)+2
=-3

c) En primer lugar, se evalda la expresién entre paréntesis: 3 x 5 = 15, 7/2 = 3.5. Entonces

trabaje de izquierda a derecha.

(3%x5)—(7+2)=15-35
=115

Tenga en cuenta que en la parte (c), el resultado no se modificé mediante la adicién de

paréntesis, pero la expresién parece més facil de leer.

Algunas expresiones no contienen paréntesis, otras contienen muchas series de estos. A veces
las expresiones tendrdn un conjunto de paréntesis dentro de otro conjunto de paréntesis.
Cuando se enfrentan con paréntesis anidados, comience en los paréntesis mds internos y

trabgjelos hacia afuera.
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Ejemplo 3

Utilice el orden de las operaciones para evaluar:

8—[19-(2+5)-17]
Usando "PEMDAS"

Solucién:
8—(19-2+5)-7)=8—-(19-7-17)
=8-5
=3

En algebra, se utiliza el orden de las operaciones cuando estamos sustituyendo los valores en

las expresiones de variables.

En estas situaciones se nos dard una expresién que incluye una variable o variables, y también

los valores para sustituir.

Ejemplo 4

Utilice el orden de las operaciones para evaluar lo siguiente:

a)2—3Bx+2) cuando x=2
b) 3y +2y—1 cuando y=-3
) 2—@t=7xW’—=v) cuando t =19, u=4;y v=2

Solucién:
a) El primer paso es sustituir el valor de la expresién. Vamos a ponerlo entre paréntesis para

aclarar la expresién resultante.

2-(3(2)+2)

es lo mismo que 3x2
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2-(3x2+2)=2—(6+2)
2-8=-6

b) El primer paso consiste en sustituir el valor para y en la expresién.
3% (=3)" +2x(-3)-1
=3x(-3)" +2x(-3)-1

=3x(9-6)—1
=27-6-1
=20

c) El primer paso es sustituir los valores de t, u, v en la expresién.

2-(19-7*x(4*-2)

Usando "PEMDAS":

=2-(12)*x62
=2-12*x62
=2-144x62
=2-8928
=-8926

En las partes (b) y (c), dejamos los paréntesis alrededor de los nidmeros negativos para
clarificar el problema. No afecta al orden de las operaciones, pero si ayuda a evitar confusién

cuando se multiplican los nimeros negativos.
El inciso (c) en el dltimo ejemplo muestra otro punto interesante. Cuando tenemos una
expresién dentro de los paréntesis, se utiliza "PEMDAS" para determinar el orden en que se

evaldan los contenidos.

Evaluacién de expresiones con fracciones
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Las fracciones cuentan como simbolos de agrupacién para PEMDAS, y por lo tanto deben ser
evaluadas en el primer paso de la solucién de una expresién. Todos los numeradores y
denominadores pueden ser tratados como si tuvieran paréntesis invisibles. Cuando paréntesis
reales también estdn presentes, recuerde que los simbolos de agrupacién m4s internos deben
evaluarse primero. Si, por ejemplo, los paréntesis aparecen en el numerador, ellos tienen
prioridad sobre la barra de fraccién. Si los paréntesis aparecen fuera de la fraccién, la barra de

fraccién tiene prioridad.
Ejemplo 5

Utilice el orden de las operaciones para evaluar las siguientes expresiones:

a)ZZ—3—1 con z=2

b)(a+2—1j+b cona=3yb=1
b+4

& 2(w+(x—2z)

—1|{conw=1x=3,y=1, z=-2
(y+2)° J

Solucién:

a) Sustituimos el valor de 2 en la expresién.

2+3

=2

4

Aunque esta expresién no tiene paréntesis, vamos a reescribir para mostrar el efecto de la

barra de fraccién.

(2+3)_1
4
Usando PEMDAS, primero evaluar la expresién en el numerador.
5
2
4
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Podemos convertir 1 para un nimero 4/4.

|
|

NG N
NG

b) Sustituimos los valores de a y b en la expresién.

(w—ljﬂ
1+4

Esta expresién se ha anidado entre paréntesis (recordar el efecto de la barra de fraccién en el
numerador y el denominador). El simbolo de agrupamiento més interno es proporcionado por

la barra de fraccién. Evaluamos el numerador (3 + 2) y denominador (1 + 4) en primer lugar.

B

(1-1)+1=1

c) Sustituimos los valores de w, x, y, z en la expresién.

Esta expresién compleja tiene varias capas de paréntesis anidados. Un método para asegurar
que empezamos con los paréntesis mds interiores es hacer uso de los otros tipos de soportes.
Podemos reescribir esta expresién, poniendo paréntesis a la barra de fraccién. Los soportes
exteriores los dejaremos como paréntesis (). A continuacién serdn los brackets, escritos como
[1. El tercer nivel de paréntesis anidados serd el {}. Dejaremos los ntimeros negativos entre

paréntesis.

2(11+[3—2§—2)]_1j
(1+2)

(1+2)
2(11+27_1)
(3)

{2
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Evaluacién de expresiones con la aplicacién Mathematica 8

Mathematica es una herramienta muy ttil para evaluar expresiones algebraicas. Mathematica
sigue PEMDAS. En esta seccién vamos a explicar dos formas de evaluar expresiones con
Mathematica.

http://www.wolframalpha.com

Método 1: primero sustituya las variables. Luego evalie la expresién numérica con

Mathematica.

Ejemplo 6

Evalde _(Q(X2 - 1)2~X4+12)+5X5~1 con x=-3.

Escriba lo siguiente como input en Mathematica. Usted puede hacer esto al iniciar una nueva
célula en Mathematica, que por defecto es un estilo de celda de entrada. Después,
simplemente escriba la siguiente linea como usted tendrfa que escribir en una calculadora
gréfica. Cuando haya terminado, haga clic dentro de la celda y pulse SHIFT + ENTER para

evaluar la entrada.

[B((-3)"2-1) "2-(-3) " + 12] + 5(-3) "3 —1 evaluado en x=-3

&W()lfram A ’J\ 1 PRO

| [3((-3)72-1) ~2-(-3) "4 + 12] + 5(-3) ~3 -1 =] ‘

D -B8B-
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http://www.wolframalpha.com
http://www.wolframalpha.com/input/?i=Evaluate+%5B3(x%5E2+-+1)%5E2-x%5E4+12%5D+5x%5E3-1+wh
http://www.wolframalpha.com/input/?i=Evaluate+%5B3(x%5E2+-+1)%5E2-x%5E4+12%5D+5x%5E3-1+wh
http://www.wolframalpha.com/input/?i=Evaluate+%5B3(x%5E2+-+1)%5E2-x%5E4+12%5D+5x%5E3-1+wh
http://www.wolframalpha.com/input/?i=Evaluate+%5B3(x%5E2+-+1)%5E2-x%5E4+12%5D+5x%5E3-1+wh
http://www.wolframalpha.com/input/?i=Evaluate+%5B3(x%5E2+-+1)%5E2-x%5E4+12%5D+5x%5E3-1+wh
http://www.wolframalpha.com/input/?i=Evaluate+%5B3(x%5E2+-+1)%5E2-x%5E4+12%5D+5x%5E3-1+wh
http://www.wolframalpha.com/input/?i=Evaluate+%5B3(x%5E2+-+1)%5E2-x%5E4+12%5D+5x%5E3-1+wh
http://www.wolframalpha.com/input/?i=Evaluate+%5B3(x%5E2+-+1)%5E2-x%5E4+12%5D+5x%5E3-1+wh
http://www.wolframalpha.com/input/?i=Evaluate+%5B3(x%5E2+-+1)%5E2-x%5E4+12%5D+5x%5E3-1+wh

Método 2: ingrese la proposicién Evaluate when

3% WolframAlpha ' pro

[ Evaluate [3(x"2 - 1)72-x"4+12]+5x"~3-1 when x = -3 E]

=B O R == 4 = Examples =z Random

Evalie _(5(x2 - 1)2-X4+12)+5X5-1 con x=2.

- 3% WolframAlpha pro B

[ Evaluate [3(x/~2 - 1)/A2-x"4+12]+5x/3-1 when x = 2 E]

[ O R == R/ s 4 = Examples =z Random

Input interpretation:

(3(* =1 —x*+12)+5x° 1 wherex=2

Result:

62

Evalde [6(x"3 - 1)"2-x"9+12]+3x"3-1 con x=5.

B 3% WolframAlpha pro .

[ Evaluate [5(x"3 - 1)A2-xA9+12]+3x~3-1 when x = 5 E]

" O B == R § = Examples == Random

Input interpretation:

(5 -1 -x+12)+3x° —1wherex=5

Result:

-1875859

Ejercicios 7
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http://www.wolframalpha.com/input/?i=Evaluate+%5B3%28x%5E2+-+1%29%5E2-x%5E4%2B12%5D%2B5x%5E3-1+when+x+%3D+-3
http://www.wolframalpha.com/input/?i=Evaluate+%5B3%28x%5E2+-+1%29%5E2-x%5E4%2B12%5D%2B5x%5E3-1+when+x+%3D+-3
http://www.wolframalpha.com/input/?i=Evaluate+%5B3%28x%5E2+-+1%29%5E2-x%5E4%2B12%5D%2B5x%5E3-1+when+x+%3D+-3
http://www.wolframalpha.com/input/?i=Evaluate+%5B3%28x%5E2+-+1%29%5E2-x%5E4%2B12%5D%2B5x%5E3-1+when+x+%3D+-3
http://www.wolframalpha.com/input/?i=Evaluate+%5B3%28x%5E2+-+1%29%5E2-x%5E4%2B12%5D%2B5x%5E3-1+when+x+%3D+-3
http://www.wolframalpha.com/input/?i=Evaluate+%5B3%28x%5E2+-+1%29%5E2-x%5E4%2B12%5D%2B5x%5E3-1+when+x+%3D+-3
http://www.wolframalpha.com/input/?i=Evaluate+%5B3%28x%5E2+-+1%29%5E2-x%5E4%2B12%5D%2B5x%5E3-1+when+x+%3D+-3
http://www.wolframalpha.com/input/?i=Evaluate+%5B3%28x%5E2+-+1%29%5E2-x%5E4%2B12%5D%2B5x%5E3-1+when+x+%3D+-3
http://www.wolframalpha.com/input/?i=Evaluate+%5B3%28x%5E2+-+1%29%5E2-x%5E4%2B12%5D%2B5x%5E3-1+when+x+%3D+-3

A) Ultilice el orden de las operaciones para evaluar las expresiones siguientes:

1) 8—(7(2+5)-9)
2) 2+7x11-12+4
3) (B+7)+(7-12)

4) Q2B+2-1))/E-(6+2)-(3-5)

B) Evalte las siguientes expresiones con variables.

5) GK)/G + k) con j=6y k=12
6) 2(y"2) con y=5

7) 3x2+2x+1 con x=5

8) (y"2-x)"2 con x=2 y y=1

C) Evalte las siguientes expresiones con variables.

9) (4x)/(9x"2- 3x + 1) con x=2

10) 272/(x +y) +x2/(x - y) con x=1, y=-2, y z=4
11) (dx y 2)/(y*2 - x2) con x=3, y=2, y z=5

12) (x72- 2/2)/(x z - 2x(z - X)) con x=-1,y =3

D) Inserte paréntesis en cada expresién para que sea cierto.

13) 5-2%6-5+2=35
14) 12+4+10-3%3+7=11

15) 22 =3 =5%3-6=30
16) 12-8-4%5=-16

Nota: en mathematica el simbolo* equivale a la multiplicacién.
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Evaluacién de expresiones con la aplicacién MathematicaAlpha

17) X2+ 2x-xyconx =260y y=-120

18) (x y-y™)? con x = 0.02 y y = -0.025
19) (x +y -z)/(x y+y z+x z ) con x=1/2, y=3/2, y z=-1

20) (x +y)2/(4x2- y2 ) conx=3y y=-b

Resultados:
1) -32
2) 76
3) -2
4 0
5) 4
6) 50
7) 86
8) 1
9) 8/31
10) -47/3
11) -24
12) -8/5
13) (5-2)x(6-5)+2=5
14) (12/4) + 10 - (3x3) + 7 = 11
(22-3"-5)*(3-6) =30
15)
16) 12-(8-4)*5=-16
17) 93000
18) 0.000000250391
19) -12/5
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20) -4/11
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Leccion 12: Patrones y ecuaciones

En las matemdticas, y especialmente en 4lgebra, buscamos patrones en los ntimeros que
vemos. Las herramientas del 4lgebra nos ayudan en la descripcién de estos patrones con
palabras y con ecuaciones (férmulas o funciones). Una ecuacién es una férmula matemdtica

que da el valor de una variable en términos de otra.

Por ejemplo, si un parque teméatico cobra de admisién $12, entonces el nimero de personas
que ingresan al parque todos los dfas y la cantidad de dinero tomada por las taquillas estdn
relacionadas matemdticamente. Podemos escribir una regla para encontrar la cantidad de

dinero tomada por la taquilla.

Podriamos decir: "El dinero tomado en pesos es (igual a) doce veces el nimero de personas
que entran en el parque". También podrfamos hacer una tabla. La siguiente tabla relaciona el

ntmero de personas que visitan el parque y el total de dinero tomado por la taquilla.

Nimero de 1 2 3 4 5 6 7
visitantes
Costo $ 12 24 36 48 60 72 84

Est4 claro que vamos a necesitar una gran tabla, si vamos a ser capaces de hacer frente a un

dfa de trabajo en medio de unas vacaciones de escuela.

Una tercera forma en que podriamos relacionar las dos cantidades (visitantes y dinero) es con
un gréfico. Si graficamos el dinero tomado en el eje vertical y el nimero de visitantes en el eje
horizontal, entonces tendriamos un gréﬁco que se ve como el que se muestra a continuacién.
Tenga en cuenta que este grafico muestra una linea suave para valores no enteros de nimeros

de x (por ejemplo, x= 2.5). Pero en la vida real esto no seria posible porque no se puede tener
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la mitad de una persona que entra en el parque. Este es un tema de dominio y rango, algo de

lo que hablaremos en el texto sobre funciones.

100
80
60
40

20

P S S SN SN S N S
1 23 4567 89

El método que se examinard en detalle en esta leccién estd mds cerca de la primera manera
que elegimos para describir la relacién. En otras palabras "el dinero tomado en pesos es de
doce veces el nimero de personas que ingresan al parque". En términos matemd4ticos,
podemos describir este tipo de relacién con variables. Una variable es una letra usada para
representar una cantidad desconocida. Podemos ver el comienzo de una férmula matemdtica

en las palabras.

El dinero tomado en pesos es doce veces el niimero de personas que entran en el parque.

Esto se puede traducir a:

el dinero tomado en pesos = 12x (el niimero de personas que ingresan al parque)

Para hacer m4s visibles las cantidades han sido colocadas entre paréntesis. Ahora podemos
ver que las cantidades pueden ser asignadas a la carta. En primer lugar, hay que decir qué
letras (o variables) se relacionan con las cantidades.

A esto le llamamos la definicién de las variables:

® Sea x = el ndimero de personas que entran al parque temdtico.

® Seay = la cantidad total de dinero recaudado en la taquilla.
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Ahora podemos mostrar la cuarta forma de describir la relacién con nuestra ecuacién
algebraica.

y=12x
Escribir una ecuacién matemética que utiliza variables es muy conveniente. Usted puede
realizar todas las operaciones necesarias para resolver este problema sin tener que escribir las
cantidades conocidas y desconocidas una y otra vez. En el extremo del problema, solo

tenemos que recordar qué representan las variables x,y.

Escribir ecuaciones

Una ecuacién es un término utilizado para describir un conjunto de ndimeros y variables
relacionadas a través de operadores matemdticos. Una ecuacién algebraica contendrd
variables que se refieren a las cantidades reales o nimeros que representan valores para
cantidades reales. Si por ejemplo, se quiere utilizar la ecuacién algebraica en el ejemplo
anterior para encontrar el dinero necesario para un determinado ntimero de visitantes, que

podria sustituir ese valor de x en y, luego resolver la ecuacién resultante para y.

Ejercicios 3.1:
Un parque temético cobra $12 de entrada a los visitantes. Encontrar el dinero obtenido sf

1296 personas visitan el parque.

Vamos a romper la solucién a este problema en una secuencia de pasos. Esto nos ayudard a

resolver todos los problemas en esta leccién.

Paso 1: Extraer la informacién importante.

(dinero tomado en pesos) = 12x (ndmero de visitantes)

(ndmero de visitantes) = 1296
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Paso 2: Traducir en una ecuacién matemaética.
Hacemos esto mediante la definicién de las variables y sustituyendo los valores conocidos.

Sea y= (dinero tomado en pesos)

y=12x1296 ESTA ES NUESTRA ECUACION
Paso 3: Resolver la ecuacién.

y= 15552 Respuesta: El dinero es $15,552.

Paso 4: Comprobar el resultado.

Si $15,5652 se toma en la taquilla y los boletos son de $12, entonces podemos dividir la

cantidad total de dinero recogida por el precio por entrada individual.

niimero de personas = % =1296

Nuestra respuesta es igual al nimero de personas que ingresaron al parque. Por lo tanto, la

respuesta concuerda.
Ejercicios 3.2:

La siguiente tabla muestra la relacién entre dos cantidades. Primero, escribe una ecuacién que

describa la relacién. Luego, averigua el valor de b cuando a es 750.

b 20 40 60 80 100 120
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Paso 1: Extraer la informacién importante.

Podemos ver en la tabla que cada vez que a tiene un aumento de 10, b aumenta en 20. Sin
embargo, b no es simplemente dos veces el valor de a. Podemos ver que cuando a= 0, b = 20,
asf que esto da una idea de lo que norma el patrén siguiente. Esperamos que usted pueda ver

la regla que une a con b.

Paso 2: Traducir en una ecuacién matemaética.

Texto Traslacién Expresién matemdtica
Para encontrar b b=

El doble valor de a 2a

Afiadir 20 +20

La ecuacién es:

b=2a+20
Paso 3: Resolver la ecuacién.

Ir de nuevo al problema original. Sustituimos los valores que tenemos para nuestra variable

conocidos y volver a escribir la ecuacién.

"euando es 750" —0=2(750)+20
b=2(750)+20
b=1500+20=1520

Paso 4: Comprobar el resultado.
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En algunos casos se puede comprobar el resultado al volver a colocarlo en la ecuacién
original. Otras veces simplemente hay que verificar su matemdtica. Doble control es siempre
recomendable. En este caso, podemos conectar nuestra respuesta por b en la ecuacién junto

con el valor de esta y ver qué sale.

1520 = 2 (750) + 20 es verdad porque ambos lados de la ecuacién son iguales o sea,

equilibrada. Una verdadera declaracién significa que la respuesta es correcta.
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Leccién 13: Ecuaciones y desigualdades

En 4lgebra, una ecuacién es una expresién matemdtica que contiene un signo igual. Nos dice
que dos expresiones representan el mismo valor. Por ejemplo, y=12x es una ecuacién. Una

desigualdad es una expresién matemética que contiene signos de desigualdad. Por ejemplo,

y<12x

es una desigualdad. Las desigualdades nos dicen que una expresién es més grande o
més pequefia que otra expresién. Ecuaciones y desigualdades pueden contener variables y

constantes.

* Las variables se dan generalmente con una letra y se utilizan para representar valores
desconocidos. Estas cantidades pueden cambiar porque dependen de otros niimeros en
el problema.

® Las constantes son cantidades que se mantienen sin cambios.
Ecuaciones y desigualdades se utilizan como notacién abreviada para situaciones que
involucran datos numéricos. Son muy ttiles porque la mayorfa de los problemas requieren
varios pasos para llegar a una solucién, y se vuelve tedioso escribir repetidamente la situacién
en palabras.

Escribir ecuaciones y desigualdades

Estos son algunos ejemplos de ecuaciones:

a) 4x—8=6
b) x+9=3x+5
) Xy2=11

3
d) X*+1=11

Para escribir una desigualdad, se utilizan los siguientes simbolos:

193



> mayor que

2 mayor que o igual a

< menor que

< menor que o igual a

#ho es igual a, o distinto de

Estos son algunos ejemplos de las desigualdades.

a) 8x<5
b) 5—x<6x
c) x> +2x-1>0
g BE>X_3
3 5

La habilidad mds importante en el dlgebra es la capacidad de traducir un problema planteado
en la ecuacién o desigualdad correcta para que pueda encontrarse la solucién facilmente.
Pasar de un problema de palabras para la solucién, pasa por varias etapas. Dos de los pasos
iniciales definen las variables y la traduccién de la palabra problema en una ecuacién

matematica.

Definicién de las variables significa asignar letras a las cantidades desconocidas en el

problerna.

Traducir significa pasar la expresién verbal en una expresién matemdtica que contiene

variables y operaciones mateméticas con un signo igual o un signo de desigualdad.

Ejercicio 1

Definir las variables y traducir las siguientes expresiones en ecuaciones:

a) Un nimero més 12 es 20.

b) 9 menos, de dos veces un niimero, es 33.

194



¢) Cinco mas de, 4 veces un nimero, es 21.

d) $ 20 eran una cuarta parte del dinero que se gasta en la pizza.

Solucién:

a) Define

Sea n = el nlimero que estamos buscando.

Traduce
n+12=20

La ecuacién es: n+12=20

b) Define

Sea n = el nlimero que estamos buscando.

Traduce

9 menos, de dos veces un niimero, es 33.

Esto significa que dos veces un nimero menos 9 es 33.
2xn-9=33

La ecuaciénes:2xn—-9=33

c) Define

Sea n = el nlimero que estamos buscando.
Traduce

Cinco mds de, 4 veces un ntimero, es 21.

Esto significa que 4 veces un nimero més 5 es 21.

4xn+5=21

Laecuaciénes:4dxn +5=21
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d) Define

Sea m el dinero gastado en la pizza.

Traduce
$ 20 eran una cuarta parte del dinero que se gasta en la pizza.

ZO:le
4

1
20=—xm
La ecuacidn es:

A menudo, los problemas en términos de palabras es necesario reformularlos antes de poder

escribir una ecuacién.

Ejercicio 2

Encontrar la solucién a los problemas siguientes:

a) Juanito trabajé durante dos horas y embalé 24 cajas. ;Cudnto tiempo gasté en una caja de
embalaje?

b) Después de un descuento del 20%, un libro cuesta $ 12. ;Cudnto costaba el libro antes del

descuento?

Solucién:
a) Definicién
Sea t = tiempo, t necesario para empacar una caja
Traduccién
Juanito trabajé durante dos horas y embalé 24 cajas.

Esto significa que dos horas es 24 veces el tiempo que se necesita para empacar.

2=24xt
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Solucién:

t=— es tzihrs. 0 t=L><6Omin
24 12 12

Solucién:

Juanito tarda 5 minutos para empacar una caja.
b) Definicién

Sea p = precio del libro antes del descuento.

Traduccién
Después de un descuento del 20%, un libro cuesta $ 12.

Esto significa que el precio -20% de precio es de $ 12.
Solucién:

12
08p=12 es p=— =15
p p 08 yp

Comprobacién
20% de descuento: 0.20 $15=$3
Precio con descuento: $156-$3=%$12

La respuesta correcta.
Ejercicio 3

Definir las variables y traducir las siguientes expresiones en desigualdades.

a) La suma de 5 y un ntimero es menor o igual a 2.

b) La distancia desde Cerano a Morelia estd a menos de 150 km.

c) Rogelio necesita ganar mds de 82 puntos en su examen para recibir una B en su clase de

dlgebra.
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d) Un nifio tiene que ser de 42 pulgadas o mds para subir a la montafia rusa.

a) Definicién

Sea n = el nlimero que estamos buscando.

Traduccién
5+n<?2

b) Definicién

Sea d = la distancia desde Cerano a Morelia en Km.

Traduccién

d <150
¢) Definicién

Sea = Rogelio aprueba con B.

Traduccién

x>82

d) Definicién

Sea h = la altura del nifio en pulgadas.

Traduccién

h=42

Desigualdades gréﬁcas

Ejemplo:
25x+7<56

xS2§
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Input:

25x+7=56

Inequality plot:

58

55

54

19.0 19.5 20.0 20.5

http://demonstrations.wolfram.com/GraphingSystemsOfInequalities/

Compruebe las soluciones de las ecuaciones

A menudo, tendrd que comprobar las soluciones de las ecuaciones con el fin de comprobar su
trabajo. En una clase de mateméticas, la comprobacién de que usted llegé a la solucién
correcta es buena préctica. Comprobamos la solucién de una ecuacién mediante la sustitucién
de la variable en una ecuacién con el valor de la solucién. Una solucién deberia resultar en

una declaracién verdadera cuando se evalia en la ecuacién.

Con ayuda de Wolfram Alpha (http:/www.wolframalpha.com) evaluaremos algunas

ecuaciones.

Ejercicio 4

Compruebe que x = 1 es la solucién a la ecuacién 4x + 1 =-2x + 7.

4)+1=-2(1)+7
44+1=-2+7
5=5
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Esta es una declaracién verdadera.

Esto significa que x = 1 es la solucién de la ecuacién 4x + 1 =-2x + 7.

Ejercicio 5

Comprobar que el niimero dado es una solucién de la ecuacién correspondiente.
3

a) x=——; 5x+6=-3x
4

b) y=2,y=—4; y"+2y=38

c)t=4; 5t+3=t

Solucién:

Sustituya la variable en cada ecuacién con el valor dado.

3 3
S(= Z) +6= —3(1)

_§+6=_2

4 4
2.9
a 4 4

-1.2 -1.0 -08 =06 -0.4 =0.2
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Esta es una declaracién verdadera. Esto significa que x = -3/4 es una solucién a 5x + 6 =-3x.

b)

y +2y=38

>=8-2y
£8-2y

(8-4)

NN = =
Il
+

2

2 —
y=2 es solucién para y +2y=8
y2 +2y=28
y'=8-2y

y==%8-2y

y2+2y=8.

y=-4 es solucién para

Esta es una declaracién verdadera. Esto significa que 7 =2.Y="% on soluciones de

y2+2y=8'
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c)
5(4)+3=4

20+3=4
23#4

Plot:

-08 206 _ —04—=02 0z _ ..
ap— - __.l—

Esto no es una declaracién verdadera. Esto significa que t= 4 no es una solucién para
St+3=t

Compruebe soluciones para las desigualdades

Ejercicio 6

Para comprobar la solucién de una desigualdad, se sustituye la variable en la desigualdad por
el valor de la solucién. Una solucién para una desigualdad produce una declaracién verdadera

cuando es sustituida en la desigualdad.

Compruebe que el niimero dado es una solucién de la desigualdad correspondiente.

a) a=8;, 30a<280

c) x=§; 2x+3<9

d) x=29: §+63x—18
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Soluciones

a) Remplazamos las variables en la inecuacién con el valor

30(8) <280
240 <280

30a <280

a=8 es una solucién para

i:(—_2>—5
(=3)
—Z—>—5
(=3)
7 > -5
b 3
4=b >-5

b=-3 es una solucién para
2(%) +3<9

g+3S9
5

x=(3/5) es una solucién para 2x+3<9

27—9+6£29—18

g2+f%£29—18
7 7

2311

d 7

X
—+6<x-18
x=29, no es solucién para puesto que no cumple con la inecuacién o llamada

desigualdad algebraica.
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Leccién 14: Funciones como relaciones y tablas

Una funcién es una regla para relacionar dos o mds variables. Por ejemplo, el precio que paga por el
servicio telefénico celular puede depender de la cantidad de minutos que habla por teléfono. Dirfamos
que el costo del servicio telefénico es una funcién de la cantidad de minutos que habla. Considere la

siguiente situacién:
Jiipiter asiste a un zooldgico donde paga $2 por visita.

Existe una relacién entre el ntimero de visitas en el que Jupiter va y el costo total por el dfa. Para
calcular el costo se multiplica el ntimero de paseos por dos. Una funcién es la regla que nos lleva desde
el niimero de paseos al costo. Las funciones son por lo general, pero no siempre, las reglas basadas en
operaciones matemdticas. Usted puede pensar en una funcién como una caja o una miquina que

contiene una operacién matemdtica.
Nimero de visitas — X2 — COSto

Un conjunto de ndmeros alimenta la caja de funcién. Esos nimeros son cambiados por la operacién
dada en un conjunto de niimeros que van saliendo desde el lado opuesto de la caja. Podemos introducir

valores diferentes para el nimero de visitas y obtener el costo.

0,1,2,3,4 > x2—0,2,4,6,8
La entrada se llama variable independiente, porque su valor puede ser cualquier nimero posible. Los
resultados de salida de la operacién y, se llama variable dependiente porque su valor depende del valor

de entrada.

A menudo, las funciones son m4s complicadas que el de este ejemplo. Las funciones por lo general

contienen més de una operacién matemdtica. Aqui hay una situacién que es un poco més complicada.

Jiipiter va a un zooldgico donde paga $8 para la admision y $2 por transporte.
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Esta funcién representa la cantidad total que paga Jupiter. La regla para la funcién es "multiplicar el
ntimero de visitas por 2 y afiadir 8".

numero de visitas — X2 — +8 —
costo

Los diferentes valores de entrada para el nimero de visitas, genera diferentes salidas de gastos.

0,1,2,3,4 —>x2—0,2,4,6,8 > +8 =

costo

Estos diagramas de flujo son dtiles en la visualizacién de lo que es una funcién. Sin embargo, son
dificiles de utilizar en la practica. Nosotros usamos la siguiente notacién abreviada en su lugar.

f(x) y

Caja de funcién Salida
Asf que “x” representa la entrada y “y” representa la salida. La notacién f(x) representa la funcién o
las operaciones matem4ticas que usamos en la entrada para obtener la salida. En el dltimo ejemplo, el

costo es de 2 veces el nimero de visitas mds 8. Puede escribirse como una funcién.

f(x)=2x+8

(x)=2x+8

La salida estd dada por la férmula. La notacién y y f se utilizan indistintamente, pero
tenga en cuenta que representa el valor de produccién y f(x) representa las operaciones mateméticas

que nos llevan desde la entrada hasta la salida del algoritmo matemaético.
Identificar el dominio y el rango de una funcién.

En el dltimo ejemplo, vimos que podemos introducir el nimero de visitas en la funcién que nos dé el
costo total para ir al Zoolégico. El conjunto de todos los valores que son posibles para la entrada se
denomina el dominio de la funcién. El conjunto de todos los valores que son posibles para la salida se
denomina el rango de la funcién o contradominio. En muchas situaciones, el dominio y el rango de
una funcién es conjunto de todos los niimeros reales, pero este no es siempre el caso. Echemos un

vistazo a nuestro ejemplo del parque de atracciones.
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En el ejemplo anterior, en esta funcién, x es el nimero de visitas y y es el costo total. Para encontrar el
dominio de la funcién, es necesario determinar qué valores tienen sentido en la entrada.
* Los valores tienen que ser cero o positivo, porque Jupiter no puede ir en un nimero negativo
de visitas.
® Los valores deben ser enteros, ya que, por ejemplo, Jupiter no podria ir en 2.25 veces.
* Siendo realistas, debe haber un niimero maximo de visitas que Jtpiter puede continuar debido
a que el zoolégico cierra, se queda sin dinero, etc. Sin embargo, como no se nos da ninguna
informacién sobre esto, debemos tener en cuenta que todos los enteros no negativos podrian

ser posibles, independientemente de lo grande que sean.

Encontrar el dominio y el rango de las siguientes funciones:
Una pelota se deja caer desde una altura y rebota hasta el 75% de su altura original.

Definimos variables

x = altura original

y = altura que rebota

y=f(x)=0.75x

Aquf es una funcién que describe la situacién.

La variable puede tomar cualquier valor real mayor que cero.

Por lo tanto:

El dominio es el conjunto de todos los niimeros reales mayores que cero.

El rango es el conjunto de todos los niimeros reales mayores que cero.

Como hemos visto, para una funcién, la variable x se llama variable independiente, ya que puede ser
cualquiera de los valores del dominio, y la variable y se llama variable dependiente, ya que su valor
depende de x. Los simbolos pueden ser utilizados para representar las variables dependientes e

independientes.

Una funcién:
* Solo acepta ntimeros del dominio.

* Para cada entrada, no es exactamente una salida. Todas las salidas forman el rango.

Tablas y funcién
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Una tabla es una manera muy util de organizar los datos representados por una funcién. Podemos

coincidir con los valores de entrada y salida y organizarlos en forma de tabla. Tomemos como ejemplo

f(x)=2x+8

de las visitas a zoolégico.

Valor x Valor y
0 8
1 10
2 12
3 14
4 16
5 18

Una tabla nos permite organizar los datos de manera compacta. También proporciona una referencia
facil para la bisqueda de datos, y nos da un conjunto de puntos de coordenadas que podemos trazar

para crear una representacién grafica de la funcién.

Para generar una tabla en wélfram Alpha se ingresa la Instruccién Table[x"2,{x,2,5,(1/2)}]

Donde x”2 es la f(x), x es la variable independiente, desde 2 a 5, con pasos de %4.
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Leccién 15: Funciones y graficas

Representamos funciones gréﬁcamente por puntos en un plano de coordenadas trazado
(también llamado, plano cartesiano). El plano de coordenadas es una red formada por un
ntmero de lineas, un linea horizontal y una recta numérica vertical, que se cruzan en un punto
llamado origen. El origen es el punto (0, 0) y es el lugar "de partida". Con el fin de trazar los
puntos de la cuadricula, se le indica el nimero de unidades que debe ir a la derecha o a la
izquierda y el nimero de unidades que debe ir hacia arriba o hacia abajo desde el origen. La
linea horizontal se llama eje X y la linea vertical se llama eje Y. Las flechas en el extremo de

cada eje indica que continda mds alld del final del dibujo.

A partir de una funcién, podemos recopilar informacién en términos de pares de puntos. Para
cada valor de la variable independiente en el dominio, la funcién se utiliza para calcular el
valor de la variable dependiente. Llamamos a estos pares de puntos de coordenadas puntos o

valores, y se escriben como (x, y).

Para graficar un punto de coordenadas como (4, 2), se inicia en el origen. Después nos

trasladamos 4 unidades a la derecha. Luego pasamos 2 unidades hacia arriba desde la dltima

posicién.
y y ¥y
6 6} 6F
- 4t 41+
(4
2 2 2+ f
[ - § I T 1 - i - X | — i 11 I L lob L L L 1 L - - U - " - i X
—8-7-6-5-4-3-2-1 2345678 $T765432-1( 12345678 ~8-7-65432-11 12345678
-2t -2} 2}
-4 4} 4l
6l origin 6l ol
-8 -8t 8L

Gréfica los siguientes puntos de coordenadas en el plano cartesiano:

209



a) P(5,3)
b) P(-2,6)
) P(-5-7)
d) P(3,-4)

3% WolframAlpha

" Plot {(5,3),(-2,6),(-5,-7).(3,-4)}

e -m-a8-T E

Input interpretation

plot  {I5, 3}, (-2, 6}, {-5, =7}, 13, —-4}}

Plot:

Computed by Wolfram Mathematica

6+
T (5,3)
2+

| - 1 X

[ Ll Ll 1 L1
8765 -4-3-2-1 12 4 5678
2}k

(5, -4)
6k
0('5"7)
8L

El eje X y el eje Y dividen el plano de coordenadas en cuatro cuadrantes. Los cuadrantes
estdn numerados a la izquierda a partir de la parte superior derecha. El punto marcado para
(a) est4 en el primer cuadrante, (b) estd en el segundo cuadrante, (d) se encuentra en el cuarto

cuadrante, y (c) se encuentra en el tercer cuadrante.
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Siuna tabla nos da un conjunto de puntos de coordenadas (-2, 6), (-1, 8), (0, 10), (1, 12),
(2, 14).

Graficando con ayuda de Wolfram Alpha, list plot (0, 0), (1, 1), (2, 4), (3,9), (4, 16)

%Wolfram Al p ha ;

‘ list plot (0, 0), (1, 1), (2, 4), (3, 9), (4, 16)

i-B0-8- %

Input interpretation:

plot  {{0, O}, {1, 1}, {2, 4}, {3, 9}, 14, 16}}

Plot:

10

Para graficar la funcién, trazamos todos los puntos de las coordenadas. Ya que no se nos dice
el dominio de la funcién, podemos suponer que el dominio es el conjunto de todos los nimeros
reales no negativos. Para demostrar que la funcién es vilida para todos los valores en el
dominio, conectamos los puntos con una curva suave. La curva no tiene sentido para los
valores negativos de la variable independiente, por lo que se detiene en x = 0, pero continda

hasta el infinito en la direccién positiva.
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Aren
o
T
Area

e x
A veces, usted tendrd que encontrar la ecuacién o la regla de la funcién observando la gréfica
de la funcién. A partir de un grafico, puede leer los pares de puntos de coordenadas que se
encuentran en la curva de la funcién. Los puntos de coordenadas dan los valores de las
variables dependientes e independientes que se relacionan entre sf por la regla. Sin embargo,
debemos asegurarnos de que esta regla funciona para todos los puntos de la curva. En este
curso usted aprender4 a reconocer los diferentes tipos de funciones. En el objeto de estadistica
descriptiva, habrd métodos estadisticos especificos llamados de regresién o ajuste a curvas,

que se pueden utilizar para encontrar la funcién de los puntos al encontrar la regla de la

funcién.

Por ejemplo, el siguiente gréfico muestra la distancia que cubre un chapulin en el tiempo.
Encuentre la regla de funcién que muestra cémo la distancia y el tiempo estdn relacionados

entre si.

o
ra b
N
o

Solucién. Hacemos la tabla de valores de varios puntos de coordenadas, para ver si podemos
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observar un patrén de cémo se relacionan entre sf.

Tiempo 0 1 2 3 4 5 6
Distancia 0 1.5 3 4.5 6 7.5 9

Podemos ver que por cada segundo, la distancia se incrementa en 1.5 metros. Podemos

escribir la regla de la funcién como:
Distancia = 1.5 x tiempo
La ecuacién es f(x)=1.5x

Analiza la gréfica de una situacién del mundo real. Los gréficos se utilizan para representar
datos en todos los 4mbitos de la vida. Usted puede encontrar los graficos en los periédicos,
campafias politicas, revistas cientificas y presentaciones de negocios. He aquf un ejemplo de
un grafico que puede verse publicado en la prensa. Los cientificos creen que el aumento de las
emisiones de efecto invernadero en los cascos polares, en particular de diéxido de carbono,
estdn contribuyendo al calentamiento del planeta. Este grafico muestra cémo los niveles de

diéxido de carbono han aumentado a medida que el mundo se ha industrializado.

Global concentration of CO2 in the atmosphere
Parts per million (ppm)

320

360 /
340 /

320 //

300 —_’_‘_’_’_”/

280

260
1870 ‘690 191C 1930 850 1870 13890

En este grafico, podemos encontrar la concentracién de diéxido de carbono que se encuentra

213



en la atmésfera en diferentes afios.

1900 285 partes por millén
1930 300 partes por millén
1950 310 partes por millén
1990 350 partes por millén

Podemos encontrar reglas de funciones haciendo aproximaciones. Para estos tipos de gréficos
se utilizan métodos que se aprenden en las clases de matemdticas avanzadas. La funcién f(x)=

0.0066x " 2 - 24.9x + 23.765 aproxima esta grafica muy bien.

Determinar si una relacién es una funcién

Usted vio que una funcién es una relacién entre las variables independientes y las variables
dependientes. Es una regla que utiliza los valores de la variable independiente para dar los
valores a la variable dependiente. Una regla de funcién se puede expresar en palabras, como
una ecuacién, como una tabla de valores, y como un gréfico. Todas las representaciones son
utiles y necesarias en la comprensién de la relacién entre las variables. Matematicamente, una
funcién es un tipo especial de relacién.

En una funcién, para cada entrada no es exactamente una salida. Esto generalmente significa
que cada valor de x tiene un solo valor y asignado. Sin embargo, no todas las funciones

: l “_n» “__ «
mplican X y y .

Tenga en cuenta la relacién que muestra las alturas de todos los estudiantes en una clase. El
dominio es el conjunto de personas en la clase y el rango es el conjunto de alturas. Cada
persona en la clase no puede tener més de una altura al mismo tiempo. Esta relacién es una

funcién porque para cada persona hay exactamente una altura que pertenece a él o ella.
Observe que en una funcién, un valor en el rango puede pertenecer a més de un elemento en

el dominio, por lo que més de una persona en la clase puede tener la misma altura. Lo

contrario no es posible, una persona no puede tener varias alturas.
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Leccién 16: Ruta de resolucién de problemas

Siempre pensamos en las matem4ticas como la materia clase en la escuela, donde resolvemos
muchos problemas. A lo largo de su experiencia con las matemdticas, ha resuelto muchos
problemas y sin duda se encontrard con muchos més. La resolucién de problemas es necesaria
en todos los aspectos de la vida. La compra de una casa, alquilar un coche y averiguar cudl es
la mejor venta, son solo algunos ejemplos donde la gente utiliza las técnicas de resolucién de
problemas. En este texto, exponemos un plan sistemdtico para resolver problemas del mundo
real y enfoques para la solucién de problemas. En esta seccién, vamos a presentar un plan de
resolucién de problemas que serdn de utilidad a lo largo de este aprendizaje de las

matemaéticas.

Leer y comprender una situacién, problema dado. El primer paso para resolver un
problema dado en palabras, es leer y entender el problema. Aqui hay algunas preguntas que

usted debe hacerse.

. Qué es lo que estoy intentando averiguar?

. Qué informacién se me ha puesto a disposicién?

(Alguna vez he resuelto un problema similar?

Este es también un buen momento para definir las variables. Al identificar los datos conocidos
y desconocidos, a menudo es ttil para asignarles una letra para hacer anotaciones y célculos

mas facil.
El siguiente paso en el plan de resolucién de problemas es hacer un plan o desarrollar una
estrategia. ;Cémo puede la informacién que usted sabe, ayudar a averiguar las incégnitas?

He aquf algunas estrategias comunes que usted aprender4.

® Dibujar un diagrama
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e Hacer tablas

® DBuscar patrones

* Realizar pruebas y comprobaciones de patrones posibles
® Trabajar de soluciones hacia atras

* Emplearemos férmulas

® Lectura de soluciones y gréficas

e Escribir ecuaciones

e Usar modelos lineales

e Usar andlisis dimensional

e Utilizar funciones que se ajusten a la situacién

En la mayoria de los problemas, se va a utilizar una combinacién de estrategias. Por ejemplo,
y p g jemp
dibujar un diagrama en busca de patrones, es buena estrategia para la mayoria de los
) g p ga p Y
problemas. Adem4s, hacer una tabla y dibujar un grafico, a menudo se emplean juntos. La
estrategia de "escribir una ecuacién" es la que va a utilizar con la mayor cantidad en su estudio

del algebra.

Resolver problemas y checar resultados. Una vez que desarrollé un plan, puede implementar
y resolver el problema. Eso significa que el uso de tablas o gréificos y la realizacién de todas las

operaciones lo llevan a la respuesta.

El dltimo paso en la solucién de cualquier problema, debe ser siempre comprobar e
Interpretar la respuesta. Aquf hay algunas preguntas para a_yudarle a hacerlo.

. Tiene sentido el resultado?

.Si conecta la solucién de nuevo en el problema, no todos los nimeros funcionan?

.Se puede utilizar otro método para llegar a la misma respuesta?
A veces, un cierto problema se resuelve mejor mediante el uso de un método especifico. La

mayorfa de las veces, sin embargo, se pueden resolver mediante el uso de diferentes tipos de

estrategias. Cuando esté familiarizado con todas las estrategias de resolucién de problemas, le
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corresponde elegir los métodos que sienta mds cémodos y que tengan sentido para usted. En
este texto, a menudo se utiliza m4s de un método para resolver un problema. De esta manera,
podemos demostrar las fortalezas y debilidades de las diferentes estrategias cuando se aplican

a diferentes tipos de problemas.

Independientemente de la estrategia que utilice, siempre se debe aplicar el plan de solucién de

problemas cuando se estdn resolviendo problemas matem4ticos.
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Lecciéon 17: Aritmética

Los apartados anteriores se consideran elementales para la curricula bésica de las matemaéticas
en el mundo. Se ensefian a nivel de educacién bdsica en las escuelas. Aunque todos estos
aspectos del pensamiento matemético son considerados elementales, no hay un limite claro
entre las matemdticas elementales y avanzadas. Podemos rescatar del contexto anterior,
conceptos como infinito, abstraccién, demostracién, objeto matemético, objetividad, existencia

y base axiomética en las matemaéticas, que son inseparables para comprender mateméticas.

Para casi todo mundo se refiere a la Aritmética como el dominio humilde de la adicién,
sustraccién, multiplicacién y divisién de niimeros enteros y fracciones. Se comienza con la
nocién de nimeros naturales en la primaria y se concluye con el entrenamiento de la misma en
dispositivos electrénicos (calculadora). Pero desde Euclides se ha cultivado la teorfa de los
ntimeros, resolucién de ecuaciones con enteros, el algoritmo de la divisién (cémo encontrar el
méximo comun divisor de dos nimeros enteros positivos) y factorizar en nimeros primos,

como parte de la aritmética.

Esta dlgebra de nimeros (aritmética) nace con la bisqueda de soluciones enteras positivas a

ecuaciones como estas:

yZ:x3+2
x'=2y*=1

Sorprendentemente ayudan a introducir nimeros de la forma:

a+b\/£
a+b\/——2

Donde a, b son enteros ordinarios, y se pretende que estos nuevos niimeros se comporten
como enteros ordinarios. La prevencién es realmente justificable, dado que nos permite

desarrollar y explorar la teorfa de los nimeros primos.
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Para esta fraccién 2727931/2336107, ;cémo saber si estd en su forma reducida? Es decir, que
ningtn divisor comidn al numerador y al denominador existe. Para responder esta pregunta,
tenemos que encontrar el mdximo comun divisor de 2727931 y 2336107, que parece dificil.
Incluso encontrar los divisores de 2727931 parece dificil, y de hecho no hay ningtn buen
método para ntimeros muy grandes. Es destacable, que puede ser mds dificil encontrar los
divisores comunes de dos nimeros, que encontrar los divisores de cada uno de ellos. Por
ejemplo, independientemente sabemos que el médximo comiin divisor de 30000033 y 30000032
es 1, sin saber los divisores de cualquiera de estos ntimeros. ;Por qué? Pues bien, si d es un

divisor comtn de 30000033 y 30000032 tenemos

30000032=dp
30000033=dq

Donde p y q son enteros positivos. Y por lo tanto

30000033- 30000032=d(q - p)

Donde también divide a la diferencia de 30000032 y 30000033, que es 1. Pero el entero
positivo solo se divide sobre 1, entonces d=1. M4s generalmente, si d es un divisor comtin de
dos ntimeros a y b, entonces d también divide a - b. En particular el mdximo comtin divisor de

aybesundivisorde a-b.

Este simple hecho es la base de un algoritmo eficiente para encontrar el médximo comitin
divisor. Se llama algoritmo euclidiano, escrito por Euclides en su libro Elements hace mds de
2000 afios. Formalmente uno calcula una secuencia de pares de ntimeros de la siguiente
manera. Comenzando con un determinado par a, b; donde a>b, cada nuevo par consiste en el
miembro mds pequefio de la pareja anterior y la diferencia de la anterior pareja. El algoritmo
termina cuando un par de nimeros son iguales o cuando la menor diferencia comienza de

nuevo a crecer, cada uno de ellos es el mdximo comin divisor de a y b. Por ejemplo si fuera

a=76y b=64

220



76, 64 —> 64, 76 -64 =64,12
—12, 64-12=12,52
—12, 52-12=12,40
—12,40-12=12, 28
—12,28-12=12, 16
—12,16-12=12,4
—4, 12-4=12,8
—8, 12-8=12,4
—4, 12-4=12,8

gcd(76,64)=gcd(64,12)=gcd (62,12) =gcd (40,12)=gcd (28,12) =gcd (16,12) =
ged(12,4)=4

La principal razén por la que el algoritmo euclidiano funciona es porque el mdximo comun
divisor de a y b también divisor de a - b. Si se denota como gcd, entonces ged(a,b)=MCD(b,
a-b) para a=13y b=8:

13,8 —» 8,13-8=38,5

— 5, 8-5=5,3

— 3, 5-3=3,2

— 2, 3-2=2,1

- 1, 2-1=1,1
ged(13,8)=gcd(8,5)=gcd (5,3)=gcd (3,2) =gcd (2,1)=ged (1,1) =1

Tome en cuenta que, cuando empezamos con los nimeros de Fibonacci consecutivos 13y 8, la
resta son todos los anteriores nimeros de Fibonacci, terminan inevitablemente en el ndmero 1.
Es el mismo con cualquier par de niimeros consecutivos de Fibonacci, por lo que MCD de

cualquier par de estos es 1. Por ejemplo a=2584 y b=1597
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2584, 1597 = 1597, 2584 —1597 =1597,987
— 987, 1597 -987=987,610
— 610, 987-610=610,377
— 377,610—-377=377, 233
— 233,377-233=233, 144
— 144, 233-144 =144,89
— 89, 144-89=289,55
— 55, 89-55=55, 34
— 34, 34-21=21,13
—13, 21-13=13, 8
—8, 13-8=8,5
—5, 8-5=5,3
—3, 5-3=3,2
—2, 3-2=2,1

-1, 2-1=1,1

Otra razén importante, es que el algoritmo produce continuamente ndimeros mas pequefios y
por lo tanto, termina con ntimeros iguales porque enteros positivos no pueden disminuir para
siempre. Este principio asegura que no encontraremos ninguna pendiente de descenso infinita,

es obvio, sin embargo, es prueba por induccién y base de la teorfa de nimeros.

Propiedad de la divisién. Para cualquier nimero natural a y b diferentes de cero, son
ntimeros naturales q y r (cociente y resto) tal que
a=qgb+r

donde
| <[]

La ventaja de la divisién con el resto es que es al menos generalmente es mucho més répido,
que restas repetidas. Es lo suficientemente mds rdpido para encontrar el MCD de ndmeros

con miles de digitos. Por ejemplo a=93164 y b=5826:

Paso 1: 93164 dividido entre 5826 es 15y sobran 5774
Paso 2: 56826 dividido entre 5774 es 1 y sobran 52
Paso 3: 5774 dividido entre 52 es 11 y sobran 2

Paso 4: 53 dividido entre 2 es 26 y sobran cero

222



1) 93164 =5826x15+5774
2) 5826=5774%x1+52

3) 5774 =52x11+2

4) 52=2x%x26+0

Asf que gcd (93164, 5826)=2

El algoritmo euclidiano, como cualquier algoritmo produce una secuencia de eventos. Cada
evento depende de una manera sencilla del evento anterior, pero uno no capta toda la

secuencia en una sola férmula. Si embargo en realidad es una férmula, la llamada fraccién

continua.

Por ejemplo, cuando aplicamos el algoritmo euclidiano para el par 211,27 produce la

secuencia de coeficiente 7;1,4,2,2. Esta secuencia es capturado por la ecuacién

w1
27 g

4+

2+l
2

Se obtiene de la siguiente manera:

211 22
_:7+_
27 27
£:7+ !
27 27/22
27 1+
22
E:H;l
27 14—
22/5
£=7+¥1
27 I+ —
44—
5
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27 1+ 11
44 ——
5/2
211 1
—=T7+ I
27 1+
1
4+—1
2+—
2

En esta etapa el proceso se detiene porque el resto es 1 y previo divisor es 2, y es exacta.
Puesto que el algoritmo euclidiano, produce nimeros que disminuyen en tamafio, por lo tanto,
siempre se detiene. Asf que cualquier nimero racional positivo tiene una fraccién continua
finita. Y por contrario, si una relacién de nimeros produce una fraccién continua infinita, la
relacién es irracional. Hasta ahora no habfamos contemplado aplicar el Algoritmo euclidiano

para numeros... obviamente proporciones racionales. El resultado es sorprendentemente

simple y satisfactorio cuando aplicamos el algoritmo de fraccién continua a V2+1 y L

W2 +D2-1)=1

1
V2-1=
V2 +1

Ahora ocurre esto:

Al aplicar separacién entera y parte fraccionaria

V2+1=2+(H2-1)

1
J2-1=
V2 +1

Puesto que

1

J2+1

JV2+1=2+

No hay necesidad de ir m4s all4, el denominador V2+1 a la derecha ahora puede ser

sustituido por

1

V2 +1

2+

Asf que V 2+1 ocurre de nueva vez y asf sucesivamente. Por lo tanto, el algoritmo de fraccién
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continua nunca se detendra.

Bl V2+1 es irracional, y por tanto rafz de dos lo es también. Los griegos sabian que raiz de
dos es irracional, por lo que queda la duda si ellos sabian esta demostracién. Sin duda,
Euclides sabfa que el algoritmo euclidiano implica a la irracionalidad. Es posible que los

irracionales fueran descubiertos de esta manera.

Ejercicios 1: Para los pares de nimeros realizar gcd(n,m) por algoritmo de restas y por el de

la propiedad de divisién.

1) ged(53,19)=1

2) gcd(987,61)=1
3) ged(233,55)=1
4) ged(177,51)=3
5) ged(512,42)=2

Ejercicios 2: Obtener la fraccién continua para los pares siguientes determinando si es

irracional o racional la fraccién.

1) par 223,21
2) par 121,13
3) par 172,56

Estimado lector, pero Usted se preguntara de nueva vez por qué ampliar el pensamiento
matemdtico cuando el estudiante promedio no puede realizar operaciones aritméticas con
nimeros fraccionarios. Ahora toca en este apartado resolver la aritmética de pares ordenados

o llamados fraccionarios del tipo a/b.

1. Suma de fracciones
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La suma con denominador comun:
=

19 9

- =

28 28

7 27 34 17

+
16 16 16 8
27 24 51

11 11 11
24 16 _40
23 23 23
21,30_51
11 11 11

Sustraccién con denominador comun:

a ¢ _a—c
b b b

6 1 5
7 7 7

7 16 9
17 17 17
6 13_ 7
5 5 &
4 13 9
23 23 23
17 14 3
"5 5 5
17 29 12
25 25 25

La suma con denominador no comiin:
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3 2 21 8 29
a7 “*” ““‘)55 2828
E 12 23 23 12 21 529 252 781

21723 ‘21 23 23 21° 483 483 483
14,7_14 3 7 13, 42 91_133
1373 '13'3 '3°13) 39 39 39
6 6 19, 7 11. 114 77 191

11 E:(H 1909 177200 " 200~ 209

La substraccién con denominador no comdn:

5 1 5 3 2

5565975757

32 25 32 8. 25 21 256 525 269

218 G 5)_(? 21 168 168 168
8 5 84 32 15 17

372G _)_(_ _) 12 12 12

_la 11 14 2, 11 5 __28_55_27
5 2 10 10 10
5 23 232 40 46 6 3

_E 8 “ 1616 16 8

Multiplicacién de fracciones:

a ¢ CIC

b d bd

X
win Wl

N |

X

Wi g|lw
QO | l\J|l\J
e

38 -9 57
"157°20 50

30 2_-60_-20
2373769 23
324 _72 36
22" 13 286 143
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Divisién de fracciones:

a .c_ad
b d bc
1.7 1><5 5

25 2x7 14
9.3 _9x8_72 24

484><3124
39121

8 4 72 6
38 11 -38x24 -912 -304
21 24 21x11 231 77
32 21 -32x11 _-352

13 11 13x21 273

Simplificacién de fracciones:
©2_1x3_14 3 3

28 14x2 14 2 2

@_20X7_@XZ
180 20x9 20 9
280 _20x14 20 14_14
100 20x5 20 5 5
9 _24x4_24 4_1

72 24x3 24 3 3
114 19x6 19 6 6

—X—
209 19x11 19 11 11

7
9

Como muchas ramas de las matemadticas, la historia de la teorfa de los nimeros comienza con
Euclides. Elements contiene las primeras demostraciones de descenso (la existencia de
factorizacién y terminacién del algoritmo euclidiano), la primera prueba de la existencia
infinita de los nimeros primos y el primer estudio extenso de nimeros irracionales, Euclides
también hizo un gran avance en un tema que ha progresado muy poco desde entonces:

ntimeros primos de la forma 2n-1 y nimeros perfectos.
Los ntimeros enteros positivos se llaman nidmeros perfectos si es la suma de sus divisores

propios positivos menos sf mismo. Por ejemplo, los divisores de 6 son 1, 2 y 3 y 6=1+2+3, por

lo que es un nidmero perfecto. Los dos siguientes nimeros perfectos son

28, 496, 8128, 33 550 336, 8 589 869 056, 137 438 691 328, ...
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2 (2"-1)

Euclides descubre que , es una forma alternativa de escribir un nimero perfecto,

cuando se cumple que 2" —1 es un primo. Su prueba es muy simple, si escribimos p=2"—1 los

divisores apropiados de 2P son debido a la factorizacién dnica.

6=2x3=2'(2*-1) n
28=4x7=2*(2-1) n
496=16x31=2*(2°-1) n
8128=32x127=2°(2"-1) n=
33550336=4096x8191=2"(2"-1) n=13

2
3
5
7

Si
1,2,2%,.,2""

y
p,.2p,2° P, 2"’ p

La suma del primer grupo es 2" =1, y la suma del segundo grupo es

27 -Dp=(2""-1)(2"-1)

Por lo que es la suma de los divisores propios [divisores propios, se dice que un niimero
entero b es divisible entre un nimero entero a (distinto de cero) si existe un entero c tal que
b=axc]

(2"-1)(1+27 -1)=2""(2"-1)

seri necesario.

Todavia no sabemos sobre una descripcién clara de los ntimeros primos de la forma 2" -1,
Menos atn sabemos si hay infinitamente muchos de ellos. Y, finalmente, no sabemos si hay
algin nimero perfecto impar en todos ellos. Menos atin se sabe de los nimeros primos de la
forma2"+1, pero vale la pena mencionar porque desempefian un papel inesperado en un
problema geométrico antiguo: la construccién regular de m-gons con regla y compas®.
Euclides dio construcciones de poligonos regulares de m=3 (tridngulo equildtero) y m=5
(Pentdgono regular) y para valores de m se deriva de estos por tomar su producto y doblar
varias veces el nimero de partes, Gauss construyé un 17-gons (poligono regular de 17 lados)

en 1796. Un poligono generalizado es una estructura m-gons de estructura de incidencia

introducida por Jacques Tits en 1959.
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Una estructura de incidencia es un triple (P, L, I) donde P es un conjunto cuyos elementos se

llaman puntos, L es un conjunto disjunto cuyos elementos se llaman lineas y I € P x L% es la

relacién de incidencia simétrica®.

La clase del descubrimiento del patrén de Gauss es que 3, 5y 17 son primos de la forma

2" =1 es decir,

3=2"+1
5=2°+1
17=2*+1

Gauss encontré de hecho que los poligonos construibles con un nimero primo de lados, son

aquellos para los cuales el primo es de la forma 2" +1. Puede ser demostrado ficilmente que

. 2k . .
los primos son realmente de la forma 27 +1, pero solo cinco de ellos son conocidos:

3=2"+1
5=27 +1
17=2% +1
257=2% +1
65537=2% +1

Asi, a pesar de que Euclides probo que hay infinitamente muchos ntmeros primos, los

. . n n .

intentos de encontrar primos de las formas 2°+1 y 2"=1 han sido un fracaso rotundo. No
cabe duda que los primos son el concepto més sencillo y dificil en las matemdticas, por lo que
son, probablemente, el concepto que mejor resume la naturaleza de las mateméticas en si

mismas. Le vemos aparecer otra vez, en los lugares donde las mateméticas son
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particularmente interesantes y diffciles.
Los nimeros primos son los enteros positivos ficiles de definir pero dificiles de comprender,
son mayores de 1 que no son productos de enteros positivos mds pequefios. Asf la secuencia

de nlimeros primos comienza con

2 3 5 7 11 13 17 19 23 29 31 37 41
43 47 53 59 6l 67 71 73 79 83 89 97 101
103 107 109 113 127 131 137 139 149 151 157 163 167
173 179 181 191 193 197 199 211 223 227 229 233 239
241 261 257 263 269 271 277 281 283 293 307 311 313
317 331 337 347 349 3563 3569 367 373 379 383 389 397
401 409 419 421 431 433 439 443 449 457 461 463 467
479 487 491 499 503 509 621 5623 541 547 557 563 569
571 677 5687 593 599 601 607 613 o617 619 631 641 643
0647 653 659 661 673 677 683 691 701 709 719 727 733
739 743 761 757 761 769 773 787 797 809 811 821 823
827 829 839 853 857 89 863 877 881 883 887 907 911
919 929 937 941 947 953 967 971 977 983 991 997

Cada nimero entero positivo n puede factorizarse en niimeros primos, porque si n no es
primo, es un producto de niimeros enteros més pequefios a y b, nosotros podemos repetir el
argumento con a y b: si cualquiera de ellos no es primo, entonces es el producto son nimeros
enteros positivos mds pequefios y asf sucesivamente. La factorizacién de primos es una
pendiente finita. En resumen, un nimero primo no incluye al 1, por que este es la unidad, ni es
primo y ni es compuesto. Un ndmero compuesto es el que se obtiene multiplicando otros dos
ntmeros. Todos los primos son impares excepto el 2, que es el tnico par encontrado. La
factorizacién prima de niimeros mayores a 1, es tnica sin importar el orden de los factores,
por eso 1 no se considera primo. Pero, para retomar ahora las pendientes infinitas
descendentes, citaremos a Fibonacci 1202 y Fermat 1670. Fibonacci utilizé el método para
encontrar lo que ahora se llaman fracciones egipcias. Los antiguos egipcios tenfan una curiosa
manera de tratar con fracciones escribiendo a cada fraccién entre 0 y 1 como la suma de las

distintas fracciones de la forma 1/n, llamada fraccién unidad.
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13 111 1
B i
7 1 2 3 42
4 1 1 1

— =

5 2 4 20

5 1 1

— =

9 2 18

No es dificil encontrar fracciones como estas por ensayo y error, pero cémo podemos estar
seguros. Fibonacci dio un método que puede ser probado para alcanzar el éxito, es decir,
varias veces elimina la fraccién mds grande de la unidad. Método de Fibonacci siempre
funciona porque, sin un b es una fraccién en su minima expresién y 1/n es la fraccién més

grande de la unidad menos que a/b, entonces

Es tal que @'<d. Si na—b2a Jyego a/b>1/(n-1)

fraccién de unidad menos que a/b. Asf el numerador del resto disminuye continuamente hasta

, por eso que 1/n no es la mé4s grande

detenerse (necesariamente en 1) en un ndimero finito de pasos. Aqui mostramos como es esto

para b/7:
1/2= mayor fraccién a la unidad< 5/7

Asf que considere

5 1.3
7 2 14 Note que 3<b
Siguiente

1/5= es mayor fraccién < 3/14

considere
3 1 1
14 5 70 Esto da por terminado

La solucién es
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5 11 1
—_ =4
7 2 5 70

Otra manera es aplicando el método de James Joseph Sylvester, produce la representacién de

ntmero racional r = a/b entre 0 y 1 como fraccién egipcia:

1. Encontrar la fraccién unitaria més ajustada a r pero menor que r. El denominador se puede
hallar dividiendo b entre a, ignorando el resto y sumando 1. Si no hay resto, r es una fraccién
unitaria, asf que ya no hay que seguir calculando.

2. Restar la fraccién unitaria de r y aplicar de nuevo el paso 1 utilizando la diferencia entre las

dos fracciones como r.

Para 5/7

5/7= 0 con algin residuo, entonces la primera fraccién unitaria es 1/2

5 1 3

72 14
14/3= 4 con algtin resto, entonces la siguiente fraccién unitaria es 1/5

3 1.1

14 5 70

1/70 es una fraccién unitaria y se concluye.

Ejemplo 1: para 21/32

21/32= 0 con algtin residuo, entonces la primera fraccién unitaria es 1/2

21 1_5

32 2 32

32/5= 6 con algtin residuo, entonces la primera fraccién unitaria es 1/7
> 1.3

32 7 224

224/3= 74 con algin residuo, entonces la primera fraccién unitaria es 1/75

3 1 1

224 75 16800

1/800= es una fraccién unitaria y se concluye.

Es importante notar que las fracciones egipcias no son unica la posibilidad, por ejemplo para

19/20
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19 1 1 1 1
—=—t—t—t—
20 2 3 9 180
¥ 111
20 2 4 5

El resultado de Fermat fue considerado mds sofisticado que el de Fibonacci, pero similar en su

origen. El probé que no hay ningin entero positivo x,y,z tal que

X4-+y4:ZZ

Demostrando que cualquier supuesta solucién, es una solucién m4s pequefia. Los enteros
positivos no pueden disminuir indefinidamente, tenemos una contradiccién. Fue Fermat quien
introdujo el término descenso de este tipo de prueba. Se aplica la palabra descenso a cualquier
prueba que se basa en el hecho de un descenso infinito posible en los nimeros enteros

positivos.

Como ya hemos expresado, los irracionales fueron reconocidos hace més de 2 mil afios, pero
es en los tltimos 150 afios que los detalles mas importantes fueron revelados. En 450 antes de
Cristo, los griegos desarrollaron matemdticas puras, desde entonces es constante el nombre
que se les dio a los ndmeros irracionales, demostrando que el lado y la diagonal de un
cuadrado no se puede medir simultdneamente por la misma unidad o, dicho de otro modo, que
la diagonal es inconmensurable con cualquier unidad que se mida el lado. Una responsabilidad
moderna para nosotros, es reconciliar lo inconmensurable con lo irracional. Los irracionales
irrumpen en la historia para dejar claro que no hay lugar permanente en el mundo de las
matemdticas. ;Qué entendemos por ntimero irracional? Es un nimero inconmensurable que
no se puede expresar como el cociente de dos enteros. O es un nimero decimal que no es
finito ni recurrente. Para ambas definiciones, lo irracional se define en términos de lo que no
es, es algo asi como definir un nimero impar de uno que no lo es. Mas aun, estas respuestas
estdn plagadas de limitaciones: por ejemplo, ;cémo utilizamos para definir igualdad entre, o
las operaciones aritméticas de dos numeros irracionales? Aunque esto es familiar, las
definiciones anteriores son absolutamente inttiles en la prictica. Por ello, los ndmeros
irracionales estdn siendo definidos en términos de una de sus cualidades caracteristicas, no
como entidades que no existen. ;Quiénes somos para decir que todos ellos existen? Por

novedad, adoptamos un tercer enfoque:
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Puesto que cada ndmero racional k puede ser descrito como:
k—1)+ k+1
RS

Cada nimero racional es equidistante de los dos otros ntimeros racionales (en este caso k+1,
k-1);: por tanto, ningin nuimero racional es tal que es una distancia diferente de todos los

demd&s nimeros racionales.

Con esta observacién definimos los ntimeros irracionales como: el conjunto de todos los

numeros reales con diferente distancia de todos los ntimeros racionales.

El conjunto de los nimeros racionales es del mismo tamafio que el conjunto de nimeros
enteros, pero los nimeros racionales son mucho mds numerosos. Este problema estuvo a
fuego lento durante siglos, en el siglo XIX matemé&ticos mds rigurosos examinaron este hecho.
De regreso a los griegos, “todas las cosas son nimeros” era la mdxima de Pitdgoras y central a
su filosoffa. Nimero significé solo los discretos enteros positivos, con 1 como unidad por lo
que fueron medidos todos los otros nimeros. Esto significé que todos los pares de nimeros
eran multiplos de la unidad; es decir, todos los pares de niimeros eran conmensurables por la
unidad. En contraste, longitudes, 4reas, volimenes, masas,..., eran cantidades continuas, las
magnitudes fisicas sirvieron a los griegos en lugar de los nimeros reales. Cocientes discretos
eran expresiones seguras y su magnitud se podria prever también, siempre que los dos valores
afectados fueran del mismo tipo. Adems4s, la declaracién de proporciones A/B=C/D donde en
un lado de la igualdad se encuentran magnitudes de un tipo y del otro de otro tipo. Adem4s, su
estudio de las escalas musicales revelé que estas coinciden con la armonfa musical de los
sonidos, medidos como radios de nimeros enteros de longitudes de cuerda, por ejemplo, la
octava corresponde a una relacién de longitud de 2 a 1 y un perfecto 3 a 2. Esto evidencia la
continuidad, que se podria medir en forma discreta. Vieron que las modificaciones y las
proporciones de las escalas musicales eran expresables en nimeros; desde entonces, todo lo
demés parecfa en su naturaleza entera para modelar en nimeros los cielos y las cosas como si

fueran proporciones o escuelas que demuestran que la realidad son ndmeros.
Con este dogma Pitagérico, todo estaba listo para una fuerte crisis matem4tica de auténtico

escdndalo légico. Entre Antioch y Proclus atribuyeron la definicién de 4ngulo como una

cantidad, especificamente la distancia entre lineas o planos. Con la autoridad de Proculos,

235



Thales, el primero de los siete sabios de la tradicién griega, trajo de Egipto a Grecia los

siguientes postulados geométricos:

1. Un circulo es atravesado por cualquier didmetro.
2. Los 4ngulos de la base de un tridngulo isésceles son iguales.
3. Los 4ngulos entre dos rectas que se cruzan son iguales.

4. Dos tridngulos son iguales sin tienen dos 4ngulos y un lado igual.

Tridngulo | equilatero isésceles escaleno

acutangulo

rectangulo

obtusangulo k

Estos parecen desde nuestro tiempo logros muy modestos, sin embargo, su simplicidad
desmiente su significado, como exhiben el germen de los procedimientos deductivos de la
filosofifa griega, recuerde que atin civilizaciones egipcias y babilénicas no tenfan ningin
pensamiento axiomético, abstracto o generalizado para resultados matemdticos. Estas recetas
individuales son desde luego muy importantes, pero no son resultado de un proceso deductivo.
Para darnos una idea de la magnitud de las recetas de Thales, deberfamos estudiar la enorme
aplicacién que ha significado el Teorema de Pitigoras. Con esto, la direccién del progreso
matemdtico fue determinada como la cuna de la ciencia, al prosentar las bases del

razonamiento deductivo para inferir conclusiones légicas.

El innombrable inconmensurable, estaba listo para crear una crisis matemaética sin precedente.
Tenga presente que los griegos llamaron al inconmensurable lo que hoy llamamos nimero
irracional. Tengamos presente que para los pitagéricos todas las cosas existentes son niimeros,
la propia existencia es un nimero, y ademds introducen los términos: magnitud, longitud,

drea, volumen, lo que signific6 que no solo fueron notas musicales. Cualquier longitud era
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conmensurable entre si, es decir, dados dos lineas de diferente longitud, para los pitagéricos

I 1

1 2

alli debe existir una tercera linea la cual es su comin unidad. En notacién moderna,

y
con unidad comin u, deben existir enteros g y ™2 tales que
[ =nu
[,=nu

La consecuencia de esto es que
Cg la relacién entre dos magnitudes cualquiera es el cociente de dos enteros
[, nu

@ n,u
Y la conveniencia del dogma filoséfico depende de este resultado. En notacién moderna, la

unidad se llama monada, el proceso de demostracién es

b-a a b c
c-b a b ¢
Nos da
p_are

2
La media aritmética;
c-b b c
b-a a b
Nos da

b=+ac

La media geométrica.

c—b_g
b—a a
Nos da
po %
1/a+1/c

La media harmonica.

Con la formula de la media geometrica

b 2

1 b

Tenemos la aparicién de \/E
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Dicho esto, se le atribuye a Hippasus de Metapontum, se le acusa de destruir el concepto de
conmensurabilidad que rompié el dogma hermético de Pitdgoras y fue Proclus quien respaldé
este hecho, sacudiendo los cimientos de una realidad continua, algo semejante a la teorfa
cuéntica que hace ver en forma discreta la realidad. Los pitagéricos habian hecho encajar la
idea de que el mundo es algo cuantificable o medible, como forma cosmolégica continua, pero
los inconmensurables como cociente de dos magnitudes, significa que la herramienta
geométrica fundamental se asemeja a un acto de probar la existencia. Los inconmensurables
Platén los refiri6 como inmencionables, quizd con la idea de ocultar el poder de este
descubrimiento respecto al mundo religioso. El método de prueba sobre raiz de dos, es un
misterio, se cree que se realizé mediante un cuadrado de lado uno y de alguna manera al
intentar demostrar su longitud diagonal se descubre que es inconmensurable, asf lo mencioné

el Libro Elements. En forma moderna supongamos que:

2=4
b

Donde a y b son ntimeros enteros en sus términos m4s bajos. Luego
2 2
a =2b
. 2
Asf que 4

Si escribimos a=2k, entonces

a’ =4k*
y
b* =4k*

Por lo tanto, en su forma geométrica se esconde su belleza inherente de la discusién.

Desde este punto los griegos no hicieron nada para abrazar a los irracionales, habian evitado
tanto como les fuera posible utilizar la geometrfa para sobrellevar a estos ntimeros, los
romanos tampoco hicieron nada para adelantar en esta materia el pensamiento sobre los
irracionales. Si queremos continuar con el avance histérico de estos ntimeros, tendremos que
mirar a las civilizaciones Hindt y Arabe. Para los primeros, investigar la matema4tica no fue un
deseo de pureza abstracta como fue para los griegos, sino una mezcla de las necesidades de

hacer frente a la préictica contable, astronomia y astrologfa. Y ademds, el deseo de entender la
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teorfa del sistema numérico; de ellos fue la aceptacién del cero como el conjunto vacio y neutro
entre positivos y negativos, y perfeccionaron el sistema de posiciones base 10 y desarrollaron
las raices cuadradas de ntmeros. Esto no significé el progreso filoséfico respecto a los
irracionales, solo fueron aceptados como ntimeros y manipulados de la misma manera como a
los racionales, creando la aritmética irracional. Para estos antiguos Hinddes no implicé una

raiz cuadrada, para estos dos enteros a y b su prescripcién resulta en

! (Ve e =[x b
J;N;:Jg(m@f

Por supuesto la idea era crear cuadrados perfectos al introducir un factor, que solo es posible

Y asf

si todos factores primos a y b aparecen con la misma paridad en su potencia. Si tomamos a=3

y b=12, podemos tomar a c=12 para que ocurra

1
12

:\/%(6+12)2 :\/11—822 =27=3\3

Vaiz= | L (a6 2

Esto resulta complicado para nuestra mirada moderna, pero ciertamente fue una idea de
nueva perspectiva.

a+bi2@:(\/gix/3)2

Es decir

\/;+\/E=\/a+b+2\/;\/5=\/a+b+2\/£

Otra vez empleando el ejemplo anterior:

Bv1z=y3+12+ 24312 =3+12+ 2436
J15+12 =427 =33

Los Hindues desarrollaron estas equivalencias:
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A su manera los hinddes podfan manipular los ndmeros irracionales de la forma de raices

cuadradas de numeros enteros no cuadrados.

Pero fueron los Arabes los que introducen los conceptos de 4lgebra y algoritmo por ejemplo.
Fue el desarrollo del dlgebra que provoco significativamente el uso de ntimeros irracionales
que difumina la distincién entre tipos de niimeros: enteros, racionales o irracionales, estos
dltimos tratados como rafz de un tipo de ecuacién; el manipular la ecuacién implica emplear

ntimeros de este tipo.

Leonardo Bonacci, Leonardo Bigollo o Leonardo Pisano, o més reconocido en nuestro tiempo
como Fibonacci (1170-1250 d.c.). Fibonacci se hace famoso por aportar una secuencia de
ntimeros para el problema de cria de conejos, pero él fue un gran teérico de los ntimeros y
desde nifio aprendié el sistema hindd de numeracién decimal y en sus viajes a Medio Oriente
se hace de conocimientos matem4ticos desconocidos en Europa. El cero y la nocién de serie
numérica pronto los reconoce como de enorme ventaja para hacer avanzar a la humanidad en
el terreno aritmético. El tratamiento de los nimeros inconmensurables de Euclides en
particular le desperté enorme curiosidad, se planteé encontrar la raiz (dnica verdadera) de la

ecuacién:
3 2
X +2x +10x=20

Sus argumentos establecen rdpidamente que tal raiz no puede ser integral o racional, por otra
parte, no podrd tomar cualquier forma dicha en el Libro X de Euclides Elements, y como tal
representa un nuevo tipo de nimero irracional, que no es capaz de construccién por escuadra
y compds, haciéndose eco por Omar Khayyam quien afirmé que efectivamente no era posible

resolver la ecuacién por todo lo conocido hasta ese momento.

Las soluciones encontradas las estimo en un sistema sexagesimal:
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1;22;07;42;33;04;40:1+g+ 72 + 423 + 334 + 45 + 406 =1.36880810785
60 60- 60° 60" 60° 60

Es una aproximacién racional a nueve lugares decimales de exactitud para el nimero

irracional

% /
N X2 (350+643%0)"
3 (176+3J3930)

La propia naturaleza ciclica de los objetos celestes requiere que sus movimientos sean
conmensurables unos respecto de otros; una prueba contrarfa destruirfa la exactitud de las
repeticiones y asf el afio no serfa perfecto. El argumento supone que dos cuerpos se mueven
hacia adelante y hacia atrds a la misma velocidad, uno a lo largo del lado y el otro en la
diagonal de un cuadrado (con implicito cambio instantdneo de la direccién; si cada uno de

ellos sale desde la misma esquina al mismo tiempo), entonces su regreso simultdneo a esa

esquina requiere la existencia de los niimeros positivos n y m hasta que n2 =mx1 , con la
irracionalidad de esta representacién imposible se tambalea la exactitud. Sin embargo, admitié
Fibonacci que llevar esta discusién a los movimientos de los cuerpos celestes requiere una
gran discusién. El que estuvo dispuesto a esta empresa fue Edward III arzobispo de
Canterbury, tomando la idea de Aristételes que crefa que el cociente de la fuerza a la
resistencia de un objeto es proporcional a la velocidad lograda de tal modo, una visién falsa, es
decir, un aumento geométrico en el cociente de esa fuerza de resistencia resulta en una
aritmética de incremento en velocidad. John Duns Scotus arguments, que si la velocidad de
dos objetos celestes eran inconmensurables entre sf, entonces asi seria la distancia que
viajarfan en periodos de tiempo iguales y esto les harfa volver a cierta configuracién inicial en
algiin tiempo futuro imposible. En términos de la ecuacién de Bradwardine para los
coeficientes de las fuerzas (desconocidas) y las resistencias se espera para el exponente que la

fraccién de la velocidad sea un nimero irracional.
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Por supuesto, para ese tiempo no habfa esperanza de acercarse a demostrar rigurosamente
esto y se recurrié a un salto casi de fe, extrapolando un caso practico de aritmética finita a la
gran complejidad del movimiento celeste visto desde el afio 1350. Sin embargo, este
argumento no destruyé la creencia de un afio perfecto, pero lo podemos considerar como una

de las primeras declaraciones de que los irracionales estdn presentes en la realidad.

El fraile italiano Franciscan Luca Pacioli (1487) escribié para la “divina proporcién: Justo
como Dios no puede ser correctamente definido, ni puede ser entendido a través de palabras,
esta proporcién sefiala ademds a través de nimeros inteligibles, no puede expresarse a través
de cualquier cantidad racional, pero siempre permanece oculta y en secreto, y los mateméticos

le llaman irracional .

Michael Stifel (1544) en su aritmética integra dijo: “con razén se discute si los ntimeros
irracionales son nimeros verdaderos o falsos. Ya que, en el estudio de figuras geométricas,
donde nos fallan numeros racionales, los irracionales tienen su lugar y demostracién
exactamente aquellos nimeros que no pueden ser probados... estamos movidos y obligados a
admitir que realmente son numeros, obligados por los resultados que se derivan del
movimiento celeste. Por otro lado, otras observaciones no obligan a no considerarlos nimeros.
A saber, cuando tratamos de someter a niimeros para evadir a los irracionales... Ahora
podemos llamar numero real a la naturaleza que carece de precisién. Por lo tanto, tal como un
ntmero infinito no es un nimero, un nimero irracional no es un nimero verdadero, pero se
encuentra oculto en una especie de nube infinita”.

En cuanto a p1:

“Por lo tanto el circulo matem4tico se describe acertadamente como el poligono regular de
infinitos ndmeros de lados. Y asf la circunferencia matemdtica no requiere de nimeros

racionales o irracionales”®.
Pero finalmente Simon Stevin 15685 fue quien introduce a Europa el sistema decimal

Arabe-Hindu y la aritmética de enteros, fracciones e irracionales, asf como algo de 4lgebra

polinomios y teorfa de las ecuaciones. Para él, 1 era un nimero, pero cero no fue reconocido
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como numero, aunque los negativos fueron acogidos, los nimeros complejos fueron
desechados. Ademds, él hizo del punto euclidiano algo més al referirlo como un concepto de
continuidad®® al compararlo con un flujo de agua y cada una de sus magnitudes que
corresponde a una serie continua. Era impensable que la recta numérica o un plano tuviese

perforaciones de caidas descendentes de niimeros irracionales.

Frenchmen Pierre de Fermat (1601-65) y René Descartes (1596-1650) en comun
matemdticos y filésofos, quizd también en su actitud escéptica. Fermat cominmente al escribir
ecuaciones enseguida investigaba su curva asociada. Descartes escogfa una curva conocida e
intentaba encontrar la ecuacién asociada en términos de “x” y “y”. Con el advenimiento de la
geometria analitica fue necesario resolver ecuaciones, que eran equivalentes a sus problemas
geométricos asociados, pero a menudo estos presentaron raices irracionales; apenas fue un
problema nuevo, pero que ahora asume el momento histérico de mayor desafio practico. Por
ejemplo, el problema de encontrar la distancia entre dos puntos en el plano, con la prevalencia
de irracionales cuadréticos, a pesar de que los puntos pueden ser coordenadas racionales, la

distancia entre ellos es probablemente un irracional para:

\/(xz_x1)2+(y2_y1)2

Si suponemos una tictica para evitar nimeros irracionales en el conjunto, es decir, solo
considerar distancias racionales en el plano. Ahora, supongamos que podemos elegir tres
puntos distintos para formar los lados de un tridngulo con lados racionales, entonces el coseno

con notacién estdndar tiene que ser
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b*+ct—a®
2bc

COSA =

Este cociente es el 4ngulo de rotacién del tridngulo. Si A es racional medido en grados, los

valores cos A serdan
1
0,+—,*1
2

Los valores aceptables serian 60° y 90° ya que el mismo debe ser vélido para los tres
dngulos, para 60° el tridngulo es equildtero. En definitiva, los tnicos posibles tridngulos con
lados racionales deben ser equildteros.

Pasamos ahora un circulo unitario

X4y =1

En su forma paramétrica estdndar:

1=z
SRETE
o
YT r

Sabemos que contiene un nimero infinito de puntos racionales, con la parametrizacién
todos ellos con pardmetro t varfan sobre todos los nimeros racionales. Sin embargo, hay un

ntmero infinito de puntos en el circulo de al menos una coordinada que es irracional. ;Pero

2, 2
importa esto? Tratando de encontrar la interseccién de * 17 =1 con la linea y=x se revela

rdpidamente que los niimeros irracionales no se pueden evitar.

2 2
. , + = . . . .
Por e]emplo, el circulo X y 5 , otra vez tiene infinitos puntos racionales y almenos una

coordenada irracional, Usted lo puede comprobar verificando en su forma parametrizada

rotando el valor de t.

P —4r—1
X=—7F—
" +1
+r—1
— g T
Y t*+1
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Para X4y =3 no hay un solo punto racional por no haber parametrizacién racional. En fin,
con el nacimiento del &lgebra geométrica, los nimeros irracionales eran por lo menos
implicitamente y explicitamente a menudo indispensables. El célculo diferencial e integral que
pronto nacerfa necesitarfa de una nocién de curva geométrica, surgida de rectas que
pertenecen a circulos, los circulos son llamados poligonos regulares de n lados. Actualmente el
problema de los irracionales se trasladé a lo que ahora conocemos como integracién, en el
continuo de célculos sobre 4reas bajo la curva aparecen los irracionales de nueva cuenta. El
uso de infinitesimales hace conciencia de que un nimero de raices inconmensurables entre s,

podrian reunir en una suma una relacién que explica cantidades racionales, como si la

infinitud misma de sumas de 4dreas infinitesimales destruyera de su interior la irracionalidad.

El ntimero es

1 n
hm(1+—) =e
n—eo n

Este ntimero es atribuido a Jacob Bernoulli (1654-1705%) y Leonhardo Euler. Euler sabfa
que la forma de fraccién continua simple de un nimero irracional es sin fin. Para demostrar
un irracional se necesita construir una fraccién continua para ver s{ desciende de manera

infinita y poder asegurar que estdbamos frente a un irracional.

1

e=2+

1+

2+

1+

1+

2.71828182845904

El nimero e en forma de fraccién continua y en forma de decimal con 14 digitos
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15+

292 +

1
1
1
1

+7
2+...

4+

1+
1+
1

Resulta extrafio que Euler no hubiera detectado que la irracionalidad de e era una

consecuencia inevitable de su representacién canénica como serie infinita, bien conocida por

él.

1 1 1 1 1 1
e=l+—+—+—+—+—+—+..
120 31 4! 5! 6!

Fue Joseph Fourier, quien relaciona la irracionalidad de un ndmero a la serie infinita de su

representacion.

Hemos descubierto hasta aquf los ntimeros trascendentales: €7V 2. Sila expansién decimal
de un ndmero a/b es finita, entonces es un racional. Si la expansién decimal de un ntimero a/b

es infinita, entonces es irracional.
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Leccién 18: Algebra arabiga

Hasta aqui hemos definido un &lgebra como un cuerpo o campo cerrado bajo una operacién
binaria (adicién y multiplicacién). Implicitamente estdn las propiedades conmutativa,
asociativa, distributiva, elemento neutro, inverso simétrico. Ademds, se exploré por el mundo
de los niimeros naturales, enteros, primos, racionales, irracionales y complejos. Ahora toca el
turno al lenguaje algebraico de los polinomios, partiremos de conceptos muy simples de leyes
de los signos, exponenciales, radicales. Se les llama leyes cuando en realidad son axiomas, es

decir, verdades evidentes a nuestra especie.

Leyes de los signos.

+a +(+a):+2a

(+a)
(+a)+(—b)=+ si a>b
(+a) '

+a +(—b):— si a<b
+

— =4

+

+

+
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Leyes de los exponentes

Leyes de los radicales

indice

coeficien te radicando

radical

Ve
bl
Vaxb—ab
Ja

f
)ran

a"=b como Q/Eza

Valor absoluto de un nimero real X es:

a
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x, si x=20

-x, si x<0

. . , n .
X representa una variable que expresa cualquier niimero real. X" Donde a es el coeficiente de

x, n el exponente de x. Se escribe para:

x’=1y x'=x

X*=Xxex
3_

X =XeXeX
x"”—in

X

Y

X2 =+x
anm:XIH'm
n

X _Xn—m

m

>

Un polinomio es la suma de términos algebraicos en un arreglo decreciente de sus potencias.
Se clasifican por el alto grado y el nimero de variables. La suma de los exponentes de las
variables de un término indica el grado de ese término. Un monomio es un polinomio de un
término. Cuando el polinomio se da en forma de factores se dice que fue factorizado, en caso

contrario cuando estd en suma de términos se dice que estd expandido.

Algunos productos muy ttiles en el dmbito escolar son aquellos relacionados con la
manipulacién de constantes, variables, términos y expresiones con el fin de simplificar y
evaluar resolviendo ecuaciones y encontrando los valores de las variables que satisfacen los
enunciados verdaderos. Las operaciones de productos de variables son andlogas a la

aritmética de nimeros reales.

Estos productos se pueden demostrar simplemente aplicando el producto de monomio,

binomio,...
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a(c+d)=ac+ad

(a+b)(a—b)=a*-b

(a+b)* =a’*+2ab+b*

(a—b) =a*—2ab+b*
(x+a)(x+b)=x"+(a+b)x+ab
(ax+b)(cx+d)=acx*+(ad +bc)x+bd
(a+b)(c+d)=ac+bc+ad+bd

(a+b)’ =a’-3a°b+3ab*+b’
(a—b)’=a*-3a’h+3ab*-b’

(a+b+c)’ =a*+b*+c*+2ab+2ac+2bc

(a-b)(a*+ab+b*=a’-b’
(a-b)(a’+a*b+ab*+b*)=a*-b*
(a-b)(a*+a’*b+a*h*+ab*+b*)=a’ b’
(a-b)(a’+a*b+a’h*+ab* +b*)=a®-b°

(a=b)(a ' +a"*h+a"°b*+..+ab" *+b"" )=a"-b"
(a+b)(a’*—ab+b*)=a*+b’
(a+b)(a*-a’b+a’*h*—ab’ +b*)=a’+b’
(a+b)(a®—a’b+a*b* +a’h’ +a*b—ab’ +b°)=a’ +b’
(a+b)(a" ' —a"*b+a"*b*—..—ab"*+b" " )=a+b"

n arbitrario entero positivo impar 1,3,5,7,...

El 4rea de un cuadrado es el cuadrado de la longitud de su lado. Si la longitud de los

2
lados es a + b entonces el drea es (a+b)", Sin embargo, el 4rea del cuadrado puede ser

dividida en cuatro rectdngulos como se muestra en la figura.

a a2 ab

b ab b?
H—H—/

a b

Por lo tanto, la suma de las 4reas de los cuatro rectdngulos ser4 igual al 4rea del cuadrado, es
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decir,

(a+b)’=a*+ab+ab+b*=a’+2ab+b*

Ahora damos una representacién geométrica del cuadrado de la diferencia de dos

ndmeros a, b, donde b < a. El problema ahora es encontrar el drea del cuadrado de

ladoa-b.

(a—b)? i
a =
(a—bp | p2 }b

En la ﬁgura se observa que el area del cuadrado del lado a es igual a la suma de las areas del

cuadrado de lados (a-b) y b, respectivamente, mds el drea de dos rectdngulos iguales con lados

de longitud b y (a-b). Es decir, a’=(a-b)*+b*+2b(a-b) )
por lo tanto

(a—b)*=a*-2ab+b*

Ahora, para encontrar el 4rea de la regién sombreada de la siguiente figura,

=
(a—b2 | T [pa-b
a =
(a—bb | p2 b
H_/H’_/
a—>b b

Observe que la suma de las 4reas de los rectdngulos que cubren las regiones es a(a-b)+b(a-b),

y factorizando esta suma obtenemos

a(a—b)+b(a—b)=(a+b)(a-b)

Que es equivalente al 4rea del cuadrado grande, menos el 4rea del cuadrado pequefio, es decir,

(a+b)(a—b)=a*-b*

Otro producto notable, pero que ahora se ocupa de tres variables, es dado por
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(a+b+c) =a*+b*+c*+2ab+2ac+2bc
La representacién geométrica de este producto viene dada por la igualdad entre el 4rea del
cuadrado con longitud lateral a + b + c y la suma de las 4reas de los nueve rectdngulos en los

que se divide el cuadrado, es decir,

a? ba ca a
ab b2 ch b
ac be c2 c

e ————
a b ¢

(a+b+c) =a*+b*+c*+ab+ac+ba+bc+ca+cb=a’+b*+c*+2ab+2ac+2bc

A continuacién, ofrecemos una serie de identidades, algunas de ellas muy conocidas y otras

menos conocidas, pero todas muy utiles para resolver muchos problemas.

xX*+y*=(x+y) -2xy=(x—y) +2xy
(x+y)Y+(x-y) =2(x*+y*)
(x+y) —(x-y) =4xy

2, 2 2
x2+y2+xy=X +y ‘;(X+.V)
2, .2 2
x2+y2—xy:X +y ';(X y)

Los productos notables, son un claro ejemplo de la fusién entre la aritmética y la geometria, el

dlgebra es esta fusién.

Factorizacién

Una de las formas m&s importantes de manipulacién algebraica se conoce como factorizacién.
Analizamos algunos ejemplos y problemas cuyas soluciones dependen de férmulas de
factorizacién. Muchos de los problemas que involucran expresiones algebraicas pueden ser
facilmente resueltos usando transformaciones algebraicas en las cuales la estrategia
fundamental es encontrar factores apropiados que cuando se multiplican entre sf retorna a la

expresién inicial.
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Estas identidades algebraicas se catalogan como identidades de segundo orden. De hecho,
hemos estudiado estas cuatro identidades en la seccién de productos notables. Sin embargo,
ahora nos gustarfa, dada una expresién algebraica, reducirlo a un producto de expresiones

algebraicas més simples.

Para los ntmeros reales a, b, x, y,conxey diferentes de cero, se sigue que
a_2+b_2 (a+b)2 _(ay—bx)2
X y x+y xy(x+y)

Para obtener la igualdad, comenzamos con la suma en el lado izquierdo de la identidad y

seguimos las igualdades siguientes
a_2+ b* (a+b)’ _ a’y(x+y)+b*x(x+y)-xy(a+b)
X yooxty xy(x+y)
_a’y*+b°x*—2xyab
 w(x+y)
_(ay=bx)*
xy(x+y)

Factor comtin al modo de na+nb=n(a+b)
9x*-3x*y =3x*(3x—y)
4x°y—2xy*+8x%y* =2xy(2x* +4xy — y)=2xy(2x(x+2y)-y)

Diferencias de cuadrados a’+b*=(a+b)(a-b)
x*=16=(x—4)(x+4)
4x*—-81y*=(2x-9y)(2x+9y)

Trinomio cuadrado perfecto
a’+2ab+b*=(a+b)’

a’*—2ab+b*=(a—-b)?

"=y =(x= ) (X" +Xx" Py +otxy Yy
X"+ y"=(x+ )X =Xy +.—xy P+ y")
x*+8x+16=(x+4)

x*—6x+9=(x-3)

Mas trinomios
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x*+(a+b)x+ab=(x+a)(x+b)
acx*+(ad +bc)x+bd = (ax+b)(cx +d)

x*—5x+6=(x-3)(x-2)

X +xy—6y°=(x-3y)(x-2y)
3x*-8xy—-3y*=(3x+y)(x—3y)

Diferencias de dOS CubOS

a’+b’* =(a+b)(a*—ab+h?)
a’*-b*=(a-b)(a’+ab+b*)

27x°+64y° =(3x+4y)(9x*-12xy+16y?)
x> +1=(x+1)(x*—x+1)

Completando cuadrados sumando y restando para completar el cuadrado

x"+9=(x*+6x"+9)-6x"=(x*+3)*—6X"
x*+25=(x*+10x*+25)-10x" = (x*+5)* —10x*

Adicién de polinomios

El célculo de suma de polinomios, para ello, se debe agrupar los términos semejantes y realizar

enseguida la suma anéloga a la aritmética de nimeros.

3x+6y*—4xy 0x—5y*+11xy. —-8x—2y*+20xy

0x—-5y*+11xy

3x+6y*—4xy
—8x—2y*+20xy
—5x—y*+27xy
Para el caso de la resta, el cdlculo requiere que el signo menos opere al polinomio sustraido.
3x°—7y* —4xy Menos -2y*+8xy+13x°

(B3x* -7y’ —4xy)
—(13x>-2y*+8xy)
~10x*-5y* —12xy
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Multiplicacién de polinomios

Para multiplicacién de monomios, ordénese de acuerdo a las reglas de los exponentes y los

signos. Ademds, se multiplican coeficientes a coeficientes y literales a literales del mismo tipo:

7..6
(4x*y*w)x(5yx’z )= 2wx’y”

Para el cédlculo de una multiplicacién a un monomio por un polinomio, cada termino del

polinomio es afectado por el factor monomio.

(2x* Y )x (7xy* +2xy +5x)=14x"y° +4x° y* +10x° y°

Calcular la multiplicacién entre polinomios, se multiplica cada término por cada término del
respectivo polinomio, ademds, un ordenamiento por potencias y literales ayuda en el orden de

multiplicacién.

(5+3x*) X (=4x+3xy—x")==3x" +9x’y—12x> = 5x* +15xy — 20x
Divisién polinomial

Para calcular cocientes entre monomios, aplique las leyes de los exponenciales y divida los

coeficientes si es posible.

35x*y’z? _Tyz

2

5x°y’z Cx

El caso de célculos de cocientes de polinomios, se llama divisién larga, debe ordenarlos
ascendente o descendente variables y potencias de ambos. De la divisién de los primeros
términos saldrd el cosiente, enseguida multiplicamos cociente por divisor y el resultado lo
restamos al dividendo, repetimos los pasos hasta que el residuo sea de menor grado que el

divisor o cero.
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Dividendo residuo

— = cociente + ——;
Divisor divisor
4x* + 10x + 23
4 3 2
x? - 3% + 2 4x-2x3+x + x - 3
4x? - 12%% + 8x%?
10x* - 7x* &+ x - 3
10x? - 30x% + 20x
23x% - 19x - 3
23x% - 69x + 46
50x - 49
4x? - 2x - 7
2 ax? - 2x3 4+ x2 4+ x - 3
x + 2 N 2
4 x + B8 X
- 2% - 7x* + x - 3
- 2x3 - 4ax
- 7%x% + 5x - 3
- 7x2 - 14
5x + 11
x5 - x - %3 4 3x? - 4x
x7 -3x* +2x* + x -5
x? ¢ x + 2 x7 & x5 4+ 2%5
- x5 - 2x° -3x%x% +2x* + x -5
- x® - %8 2 x4
- x5 s 2x? 3% +2%x2 4+ x -5
- x° x! - 2%3
3x? - % +2x? + x -5
3x? o+ 3% + 6%?
-ax? - a4x* + x -5
- 4ax? - ax? - 8x
9x - 5
x5 - x5 - x3 s 2x%2 - 2x
x° - x7 -3x% +2x* + x -5
x3 + x? + 1 X9 . %8 -
- x® - x" - x5 -3x3 +2x* + x -5
_ox® o_ 7 L
- x5 4+ x5 -3x% +2x* + x -5
- x5 - x5 - %3
2x° -2x3 +2x* + x -5
2x° + 2x! + 2x2
-2xt - 2x3 + X -5
- 2xt - 2x%3 - 2x

3x - 5

Para practicar use: http:/library.wolfram.com/webMathematica/Education/LongDivide.jsp
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Lecciéon 19: Estadistica

La estadistica, un poeta dirfa, “es la que nos permite mirar través de la niebla bizarra del
mundo sobre nosotros”. Para comprender la realidad subyacente del significado de los datos,
la estadistica es una tecnologia de métodos que nos permiten extraccién del significado dentro
de esa niebla. La estadistica es esa tecnologfa para el manejo de la incertidumbre, ese anhelo
del hombre de predecir los eventos futuros. Las inferencias acerca de esa neblina, esas que nos
arroja datos de lo desconocido para tomar decisiones, previsiones, anélisis de la dindmica de la
realidad, son la tarea de las estadisticas. Pero porque llamarla tecnologfa y no una disciplina
cientifica. Una tecnologfa es la aplicacién de los conocimientos cientificos, la estadistica es la
aplicacién del conocimiento del cémo refiere a complementar e inferir la informacién en los
datos de la neblina y realizar inferencias sobre sus significados. Una estadistica es un hecho
numérico o resumen de andlisis de datos. Asf que de cierta manera un resumen de datos es el
que incluye: tamafio, tasas, desviaciones, tendencias y el cémo se recopilé, manipulé, analizé y
se dedujo sobre los hechos numéricos. La neblina puede ser una nube de particulas, una
sociedad, el espacio climatolégico, reacciones quimicas, biolégicas o el comportamiento de

enjambres, parvadas o corrientes moleculares en un recipiente.

Los datos, es una palabra que hace énfasis en la “referencia”, significa algo dado sobre alguna
parcela de la realidad. Frases como: los datos nos indican; los datos demuestran; los datos
muestran; los datos corroboran la teorfa. Los datos son sefiales de algtin tipo sobre algo que
estd fuera de nuestra mente, ese algo estd allf, con independencia y las matem4ticas buscan
dotarnos de un significado racional sobre eso llamado realidad. El dato tiene significado
gracias al cobijo de los hechos. Un hecho es un concepto frontera entre nuestro lenguaje y la
realidad, estos conceptos dan el sentido necesario a los datos, que bajo esa semdntica

categorizan las sefiales de la realidad. Cuando los datos son procesados por la estadistica, se
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genera un producto estructurado conocido como informacién. La informacién es el paso
necesario para realizar inferencias (acciones de razonamiento) que eventualmente agrupando

inferencias, se produce el pensamiento abstracto que da origen al conocimiento.

Las sefiales de esa neblina llamada realidad, son cominmente datos numéricos, producto de
realizar ensayos de medicién. En teorfa si pudiéramos realizar mediciones infinitas sobre un
algo, los datos significarfan una versién precisa de lo que estamos observando. Mediciones
infinitas, no es posible realizarlas, ya sea por cuestiones de tiempo, costo, recursos humanos y
tecnolégicos. Lo que representan los datos no es la imagen perfecta, no solo por estar
impedidos a realizar mediciones infinitas, sino por la propia calidad del dato, toda medicién se
enfrenta con el error, el ruido e incertidumbre. Sin embargo, los logros asombrosos de la
estadfstica para generar nuevo conocimiento estdn por todos lados en la vida moderna. Los
datos en un principio antes de ser nimeros fueron sefiales de palabras, colores, sabores,
emociones, sonidos, texturas, concentraciones de quimicos, movimiento de particulas en el
viento. El control de calidad de fairmacos, refrescos, automéviles,..., en general todo producto
industrial se traduce a niimeros para expresarlo en término de estructuras de informacién, es

decir, en forma de gréficos, ecuaciones, sefiales de alerta, frases,...

La controversia sobre las estadisticas, radica no en sus procesos de datos, sino en cémo se
utilizan las deducciones para sacar juicios a conveniencia. El papel moderno de la educacién
es reducir la desconfianza mediante el entendimiento del rigor de la estadistica, y justamente
advertir que es en la interpretacién del resumen estadistico donde hay que poner atencién
para reconocer si hay justificacién para tales inferencias. En muchos casos reportes de
investigacién sustentan que comer ciertos alimentos son dafiinos para la salud humana,
basados en juicios estadisticos. Pero el avance cientifico a nivel de mayor detalle dentro de la
complejidad biolégica pronto desmiente tales aseveraciones, no a la estadistica, sino a las
inferencias sobre el resumen estadistico. No es de extrafiar que este oficio de las inferencias

sobre restimenes estadisticos, genere conflictos de contradiccién.
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Datos

Hemos expresado que los datos son la materia prima de la construccién de estructuras de
informacién, son la base objetiva del resumen estadistico que normalmente se expresa en
ntmeros. Los datos son el resultado de los hechos, son mds que ntimeros, son el fruto del
andlisis conceptual de la teorfa, es decir, los nimeros deben asociarse con el significado de los
hechos. No hay datos posibles que sean precisos y vélidos en su calidad, si estos no estdn
respaldados por conceptos sélidos que se justifican en el marco teérico. Ademds, los datos
deben ser en muchos casos vigentes, confiables en el aspecto tecnolégico de la medicién y el
instrumento de registro de su valor verdadero. Otra manera de mirar los datos, es
considerarlos como pruebas o evidencias que dan fundamento a ideas y teorfas sobre el mundo
que nos rodea. Los datos son la conexién con las afirmaciones de nuestras ideas, son los que
resquebrajan las viejas ideas e impulsan a las nuevas. Adem4s, los datos no son inmunes a
fallas de equipos y limites tecnolégicos de los rangos de operacién de instrumentos de
medicién, sin embargo, los datos nos dan certidumbre y tranquilidad sobre nuestras ideas que

intentan ser referencia a la verdad en la realidad.

Esto implica que, para ser significativos nuestras ideas y discursos argumentales deben pasar
por la verificacién objetiva de referencia a los datos. Al comparar nuestros datos con las
predicciones podemos confiar o razonablemente abandonar alguna teorfa al demostrar su
sesgo. Los datos son el camino de exploracién a través de este mundo complejo, ellos guian
nuestras decisiones sobre los mejores y més prometedores nichos de oportunidad. Dado el

papel de los datos para justificar las ideas y la compresién del mundo.

El origen de la estadistica es relativamente reciente, unos docientos afios. La Royal Statistical
Society 1834, sin embargo, antes de su reconocimiento académico, las primeras estadisticas
nacieron en el cdlculo de probabilidades en juegos de azar, por necesidad de extraer

significado razonable de ellos. Otro camino surge al intentar responder a la necesidad de datos
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estadfsticos para tomar decisiones de gobierno en materia militar, econémica y cultural. Y es
de esta ultima necesidad que surgié el nombre de estadistica: “datos sobre el estado”. Todos los
pafses modernos tienen a ahora alguna institucién para realizar estudios estadisticos. En el
siglo XIX la estadistica era un discurso de exploracién sobre los datos sociales. Pero es
principios del siglo XX con la pujante Mec4nica Cudntica que su cuerpo de conocimiento se
desarrollé matemdticamente. Y es en los afios 70’s que la estadfstica se vuelve emocionante al
emplear en tiempo real computadoras, potenciando como nadie imagino una gran cantidad de
célculos de manipulacién aritmética que previamente hubiera llevado afios, ahora se realiza en
minutos. A finales del Siglo XX también se observé la aparicién de analistas de datos sobre
patrones en grandes voltimenes de datos. Aprender de los datos es sin duda el objetivo de la
estadfstica, es decir, se trata de investigar dentro de lo mds complejo de la neblina que

llamamos realidad.

Empresas pequefias y grandes se basan en el control de calidad y en la proyeccién del futuro
de su desempefio, todo a partir del anélisis de sus datos y de otros competidores. Estas
personas no manipulan simbolos mateméticos y férmulas, pero estdn usando herramientas
informdticas estadisticas y métodos para obtener conocimiento y entendimiento de la
evidencia de los datos. Al hacerlo, necesitan considerar una amplia gama de variables de
cuestiones intrinsecamente no mateméticas, tales como la calidad de los datos, c6mo fueron
recogidos, definir el problema, identificar el objetivo mds amplio del andlisis y determinar

cudnta incertidumbre se asocia con la conclusién.

La estadistica es ubicua, se aplica en todos los 4mbitos de la vida, esto motivé el desarrollo de
métodos nuevos y herramientas estadisticas més especificas. El procesamiento de datos del
ADN, particulas subatémicas y redes sociales es solo un ejemplo de estos nuevos horizontes
de la estadfistica. Los métodos estadisticos estdn en la esencia de la investigacién cientifica, en
las operaciones industriales, en la administracién ptblica, en la industria, la medicina y otros
aspectos de la vida social humana. El desarrollo de alimentos y medicamentos deben pasar por
exhaustivas pruebas estadfsticas antes de estar en el mercado. Dado este papel fundamental,

claramente es importante para los ciudadanos educados de esta era, para ser conscientes de los
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instrumentos de toma de decisiones y exploracién de lo complejo. Ademds, la estadistica
moderna hace uso intensivo de software para procesar los datos, no debe vérsele como
manipulacién aritmética tediosa de ntimeros, este objetivo es fundamental para el interés de

las jé6venes generaciones.

El problema con este punto de vista es que puede verse a la estadistica como una disciplina de
coleccién de métodos, todos ellos desconectados en la manipulacién de ndmeros. Por
contrario, es un todo conectado, construido en principios profundamente filoséficos, tal como
muchas ciencias lo son. Las herramientas de an4lisis de datos estdn vinculadas y relacionadas,

algunas pueden incluir a otras herramientas como parte de su estructura.

Todo comenzé con la definicién de dato. Piezas numéricas que describen al universo que
estudiamos. Un universo es una parcela de la realidad que es inagotable en su informacién
potencial. Podria ser una mezcla quimica, un sistema térmico, un sistema mecdnico,
transacciones de tarjetas de crédito, desempefio de lectura de estudiantes, productividad
intelectual de docentes o simples lanzamientos de dados. En ellos no hay nada de particular
que modifique la idea de dato. Por supuesto una coleccién finita de datos no puede agotar la
informacién contenida sobre algo que es infinito para su descripcién. Eso significa que
debemos ser cautos de posibles deficiencias o lagunas de los datos. Al capturar los datos
debemos adem4s de cuidar su calidad, asegurar que representan los aspectos que deseamos
sacar alguna conclusién. Al capturar datos nos vemos en la necesidad eliminar los que son
irrelevantes o claramente erréneos. Producir datos est4 dirigido a objetivos de conocimiento y
los aspectos que definen los atributos, caracteristicas, funciones o aspectos técnicos del objeto
de estudio que se les suele llamar variables. No solamente se interesa por un objeto de estudio,
sino ademds por las relaciones entre objetos distintos. Muchos no ven los datos como la
belleza del mundo, sienten que es como eliminar su poética. Pero los nimeros tienen el
potencial para poder percibir esa belleza, esa estética profunda més all4 de nuestros sentidos
sensoriales. Sin duda, la estadistica es una forma objetiva de revelar lo profundo de sistemas
altamente complejos, en los que por pereza intelectual se les suele evadir con salidas como: allf

no hay mds que desorden, ademés los ntimeros son solo un valor de magnitud. Hemos visto
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que los nimeros nos dan una interfaz mds directa e inmediata a los fenémenos estudiados que
el discurso de palabras, porque los datos numéricos normalmente son producidos por
instrumentos con més confiabilidad que nuestras palabras. Los nimeros proceden de la cosa
estudiada, mientras las palabras son imaginacién, los datos son una ventana a través de la
lente de instrumentos muy sofisticados de medicién. La propia historia de la tecnologia es
evidencia del arte de representar la realidad con nidmeros referidos a datos. En resumen,
mientras simples nimeros constituyen los datos, mirar sus raciones entre ellos y quizd
combinarlos es donde surge la estadistica. El anélisis estadistico revela la forma en que estdn
distribuidos estos valores. El valor representativo de media estadistica es un primer indicador

de la distribucién de datos.

Media estadistica

Es uno de los tipos m4s bésicos de la descripcién de datos. Es una medida de tendencia central
sobre un conjunto de nimeros. Es decir, es el promedio de una lista de nimeros, y sea hace
més ttil si la lista es muy grande. Para fines de calificacién, edad o estaturas nos ayuda a
tomar decisiones en dénde estd el grueso de los datos. Qué entenderemos por media
estadistica o media aritmética. Imagine una tabla con un millén de datos, todos ellos son el
mismo nimero, la media aritmética se calcula més ficilmente sumando el total de los nimeros

y dividiendo este resultado entre cuantos son.

Por ejemplo, las calificaciones de un estudiante en el semestre fueron 7+9+6+4+9+10, suman
45. La media aritmética de un nimero de un conjunto de nimeros, que se encuentra
dividiendo a 45 entre en ntimero total de datos, en este caso es 6. Es 7 1/2. Obtendriamos el
mismo resultado si cada una de las 6 evaluaciones fueran 7 1/2, esto serie una distribucién de

media estadistica.
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- 1 X, +x. +Xx +.+X
X:_in: 1 T2 73 n
ni=1 n

) . X
Donde n es igual al nimero de datos, y las 7 son cada uno de los datos.

La media aritmética siempre toma un valor entre los valores mayor y menor del conjunto de
datos. Por otra parte, equilibra los ntimeros en el conjunto, en el sentido de que la suma de las
diferencias entre la media aritmética y los valores més grandes, es exactamente igual a la suma
de las diferencias entre la media aritmética y los valores mas pequefios. En este sentido, es un
valor central. La media es la distancia de un tablén desde el extremo a un pivote colocado allf
y que perfectamente equilibraria el tablén. La media aritmética es una estadistica. Esta resume

el conjunto de valores en nuestra coleccién de datos eso la hace importante.

La mediana equilibra el conjunto de otra manera, es el valor tal que la mitad de los ndmeros
en el conjunto de datos son m4s grandes y la mitad son menores. Por ejemplo, colocamos los

datos en forma creciente del ejemplo anterior 4,5,7,9,9,10;
X1 +X2 +X3 +"'+Xn

la mediana es el promedio de los dos valores centrales =8.

X, +X,
2

Si n es impar la mediana es el valor que ocupa la posicién (n+1)/2

Sin es par la mediana es la media aritmética de los dos valores centrales.

La mediana es un valor estadistico representativo distinto al valor de la media. Obviamente es
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més facil de calcular que la media. Pero en realidad esta ventaja si usamos una computadora,
se vuelve irrelevante dado que ella absorbe el tedio de realizar los procesos aritméticos. Para
elegir la utilidad de la mediana o la media, dependerd de la precisién de detalle sobre la
coleccién de datos que estemos buscando. Si queremos precisién de la medida central usamos

la media.

La media y la mediana, no son los tnicos dos resimenes estadisticos, otro importante es la

moda. Es el valor tomado con mayor frecuencia en una muestra. Por ejemplo para la coleccién

de datos 4,5,7,9,9,10; la moda es 9.

Dispersién

Los promedios, como la media y la mediana, proporcionan un resumen estadistico de un solo
ntimero sobre la coleccién total de los datos. Son ttiles porque nos dan los valores numéricos
de una tendencia central. Pero esto nos puede ser engafioso, en particular estos valores
individuales pueden diferir sustancialmente de los valores individuales en un conjunto de
datos en términos de las distancias respecto a la centralidad media. Es decir, es necesario dar
cuenta de lo disperso de los datos alrededor de la media. Los resimenes estadisticos de

dispersién proporcionan esta informacién. La medida de dispersién més simple es el rango.

El rango se define como la diferencia entre los valores mayor y menor del conjunto de datos.
El rango tiene la propiedad de aportar informacién de la dispersién de los datos, de una
manera muy sencilla. Sin embargo, se siente que no es muy ideal. Después de todo ignora la
mayoria de los datos, no puede encontrar el hecho de dénde se encuentra la mayor densidad
alrededor de la media. Es deficiencia se puede superar mediante el uso de una medida de

dispersién que toma a todos los valores en cuenta.

Una forma de hacer esto, es tomar la diferencia entre la media aritmética y cada ntimero del
conjunto de datos al cuadrado y luego encontrar la media de estas diferencias cuadradas. Si la
media resultante de las diferencias cuadradas es pequefia, nos dice que, en promedio los

ntmeros son demasiado diferentes de su promedio. Es decir, ellos no son muy dispersos. Esta
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medida de la diferencia de cuadrados se llama varianza de los datos o desviacién cuadrada

media.

Una complicacién surge del hecho de que la varianza implica al valor de el cuadrado de los
datos. La varianza es una media de los valores cuadrado. Si medimos la productividad de
pdginas escritas, estamos hablando del promedio de piginas cuadradas. Es obvio que no
hacemos esto. Debido a esta dificultad, es comin tomar la raiz cuadrada de la varianza. Esto
cambia las unidades, a las unidades originales y produce la media de dispersién llamada
desviacién estdndar. La media se le suele conocer también como esperanza matemdtica, es el

valor medio esperado E.

2
2_1 ( — )
o nz,. X —X

Varianza

Desviacién estdndar

La desviacién estdndar supera el problema que identificamos con el rango, al emplear todos
los datos. Esta desviacién tipica, si la mayoria de los datos estdn agrupados muy cerca, con
pocos periféricos, se reconocerdn por la desviacién estdndar pequefia. Por contrario, si los
datos toman valores muy lejanos de la esperanza matemaética, la desviacién estdndar serd

mucho mayor su ValOI’.

Oblicuidad

Si bien las medidas de dispersién nos dicen cudnto se desvian los valores individuales de datos
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unos de otros. Pero no nos dicen de qué manera se desvian. En particular, no nos dicen si las
desviaciones més grandes tienden a ser los valores m4s grandes o los valores mds pequefios del
conjunto de datos. Para detectar esta diferencia, necesitamos de otro resumen estadistico, uno
que recoge y mida la asimetrfa en la distribucién de valores de los datos. Un tipo de asimetria
de valores se llama sesgo. Las distribuciones sesgadas son muy comunes. Un ejemplo cldsico
es la distribucién de la riqueza en la sociedad, en la que la mayoria de las personas esta en
valores pequefios y unos cuantos en valores mayores de riqueza. Es justo por lo dispar de los
sueldos. El sesgo es un estimador entre la diferencia de su media y el valor numérico del

pardmetro que se estima dentro de un conjunto de datos.
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