-
N
-
N

La integral

s
N
b
Cy

Eduardo Ochoa Hernandez

Filo Enrique Borjas Garcia
Rogelio Ochoa Barragan

Nicolas Zamudio Hernandez



Autores:

Eduardo Ochoa Hernandez
Nicolas Zamudio Hernandez
Filo Enrique Borjas Garcia
Rogelio Ochoa Barragan

La Integral

Técnicas y métodos

Morelia. Michoacin. Marzo de 2020



Universidad Michoacana de San Nicolds de Hidalgo

Coordinacion de Innovacién Educativa CIE/QFB

PRESENTA:

La Integral

Técnicas y métodos
Autores:

Eduardo Ochoa Hernandez
Nicolas Zamudio Hernandez
Filo Enrique Borjas Garcia
Rogelio Ochoa Barragan



Titulo original de la obra:

Ochoa H. E., Borjas G. F.E., et al (2020) La Integral: Técnica y Método. Morelia: CIE/QFB

Copyright © 2020
Tzintzuntz&n No. 173 Col. Matamoros C.P. 58240, Edificio E planta alta Morelia, Michoacdn. México. MX

Teléfono (443) 3-14-28-09. Email: eohgfb@yahoo.com.mx

ISBN: 978-607-8416-12-7

9N7860781416127

ISBN: 978-607-8416-12-7


mailto:eohqfb@yahoo.com.mx

CIE ¥

Programa: Profesor escritor.

Esta obra fue publicada originalmente en Internet bajo la categoria de contenido abierto sobre la URL: https://

cieumich.mx mismo ftitulo y version de contenido digital. Este es un trabajo de autoria publicado sobre Internet
Copyright © 2020 por la CIE/UMSNH protegido por las leyes de derechos de propiedad de los Estados Unidos Mexicanos.
No puede ser reproducido, copiado, publicado, prestado a otras personas o entidades sin el permiso explicito por

escrito del CIE o por los Autores.



Directorio

Dr. Raul Cardenas Navarro
Rector

L.E. Pedro Mata Vazquez
Secretario General

Dr. Orépani Garcia Rodriguez
Secretario Académico

ME en M.F. Silvia Hernandez Capi
Secretaria Administrativa

Dr. Juan Carlos Gomez Revuelta
Secretario Auxiliar

Dr. Rodrigo Gémez Monge
Tesorero

Dr. Héctor Pérez Pintor

Difusion Cultural y Extension Universitaria

Lic. Luis Fernando Rodriguez Vera
Abogado General

Mtro. Rodrigo Tavera Ochoa
Contralor

Dr. Marco Antonio Landavazo Arias

Coordinador de la Investigacion Cientifica



1.8.

1.9.

Contenido

. Introduccién

. Derivacién por férmulas

. La integral

. Integracion inmediata

. Integraciéon mediante cambio de variable

. Integraciéon completando el cuadrado

. Integracién con diferenciales trigonométricas

Integracion por partes

Integracion por fracciones parciales

1.10. Integracién por sustitucion trigonométrica

1.11. El concepto de area

1.12. Teorema fundamental del calculo

Ejercicios resueltos de técnicas de integracion

Referencias

14

17

25

37

43

72

79

93

100

106

108

157



Prefacio

El cdlculo es la primer gran fusién de las grandes culturas de la historia, con él nace la
globalizacién. Egipcios, Mesopotamicos, Mayas, Europeos y Griegos. Creacién enorme de la
mente humana. Estas ideas de ménadas, infinitos, ceros, circulos, curvas, limites y funciones;
sin duda alguna impulsaron la tecnologfa del siglo XVII. Sus arquitectos Gottfried Wihelm
Leibniz (1646-1716 Alemania) y Isaac Newton (1642-1727 Inglaterra) recogieron las piezas
matemdticas desde la profunda historia humana y con ellas sentaran las bases de célculo
exacto moderno. Aunque lo exacto de este cdlculo fue demostré tempo después por J oseph-
Luis Lagrange (1736-1813 Italiano) aplicando un método algebraico. El conocimiento
profundo del movimiento fisico de estrellas y planetas solo fue el comienzo de los logros de
este cdlculo, pero rdpidamente se convierte en el andlisis mec4nico, quimico y recientemente
biolégico de las ciencias modernas. Pero este formidable conocimiento matemético se
extenderfa a el 4lgebra y la geometria aumentando su poder de andlisis de la formulacién
precisa de variacién en las tasas de cambio, en la abstraccién de infinitesimales y proporciono
las herramientas para construir, disefiar y hacer predicciones sobre procesos de gravedad,
electromagnetismo, reacciones quimicas y proceso bioquimicos; pero siempre histéricamente
ligado a las ciencias fisicas. Recientemente este cdlculo irrumpe con fuerza para modificar los
modos de comprender la economia, las finanzas, las gestiones de la administracién y la
psicologia, conforme se volvieron mds cuantitativas. Por ello, la educacién Superior y Media
superior lo refieren como pardmetro de calidad de la educacién, por el claro interés en acelerar

la cultura de la alta tecnologfa y los procesos industriales de automatizacién.

Pero la docencia lamentablemente no a podido incorporar el discurso del célculo infinitesimal
con suficiente precisién en el léxico de las nuevas generaciones. Los conceptos que son piezas
fundamentales para su comprensién son muy poco explorados y discutidos, tales como, cero
infinito, variable, circulo, curva, funcién, espacio geométrico, punto dimensional, tasas de
cambio, limite, rectas tangentes, poligono regular de n nimero de lados, cociente 0/0, entre
otros. Esta razén hace necesario estudiar e investigar para comprender la nocién de Limite.
Realizar ejemplo sobre polinomios algebraicos, funciones racionales, trigonométricas,
logaritmicas, exponenciales, y asf sucesivamente. Consiste en resolver los limites empleando
procedimientos algebraicos que eliminen la indefinicién de la molesta divisién sobre cero del
denominador. Ya en el siglo XIX los mateméticos introducen un descripcién de técnicas para
agilizar los célculos de los limites. Desde entonces estos teoremas se conocen como formulas
de derivacién e integracién. Pero en el siglo XX en particular el c4lculo se volvié con ayuda de

la informdtica en un andlisis numérico asistido por computadora. Ya en el siglo XXI estos



conceptos abstractos siguen siendo un reto para cualquier persona que quiere aprender y
entender como es que la tecnologia moderna logro tal exactitud y precisién para explorar la
realidad y hacer de nuestra vidas un viaje emocionante. Una vez resulte que este célculo no es
de aproximacién, sino es exacto, estas nueva idea abre la puerta a resolver problemas de la
funcién exponencial y haber la necesidad de incorporar los ntimeros complejos, la variable y

las funciones complejas; asf nace el anélisis de derivacién e integracién compleja.

Este libro, explora con coherencia y precisién las técnicas de integracién de funciones por

métodos no numéricos. Aprender estas matem4ticas es:

. Encontrar el tema central de un concepto matemético.
J Expandir sus propiedades y aplicaciones.
J Explorar la relacién de sus propiedades con otras 4reas de la matemaética.

En esta etapa, es muy importante recordar (por adelantado) y entender claramente que
mientras el tema del cdlculo exige del conocimiento del &lgebra, geometria, coordenadas
geométricas y trigonometria, y asi sucesivamente (como requisito previo). Por lo tanto, el
cdlculo no debe confundirse como una combinacién de estas ramas. El célculo es un tema
diferente. La columna vertebral de cdlculo es el "concepto de limite de una tendencia al cero
Maya“, el cual es presentado y discutido en el curso de cdlculo diferencial. De hecho, alli el

término técnico para la "pendiente" es generado en forma de funcién de pendientes.

La mayor parte de los desarrollos en el campo de varias ciencias y tecnologias se deben las
ideas desarrolladas con la derivada y célculo de primitivas (también llamados integrales). El

cdlculo integral es considerado como el proceso inverso del célculo diferencial.

Este libro es un viaje por las técnicas de integracién paso a paso, incorpora una gama y

variedad de ejemplos que le permitirdn dominar este conocimiento de las ménadas.



Técnicas de integracion
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1.1. Introduccion

Una de las ramas de las matematicas es el cdlculo, para su estudio generalmente se divide
en dos partes, denominada, calculo diferencial y calculo integral. El presente trabajo esta

enfocado al célculo integral y particularmente a las técnicas de integracion.

Es interesante conocer aspectos histéricos o antecedentes, porque nos brinda un contexto
que permite comprender y entender cémo Illegamos a los conceptos actuales, por lo que a
continuacion mencionaremos algunos aspectos que llevaron al desarrollo actual del

calculo integral.

El término calculo se remonta a épocas antiguas, cuando el hombre primitivo tuvo la
necesidad de llevar a cabo la accién de contar, de ahi que, célculo del latin calculus,
hacia referencia a pequenas piedras que servian como herramienta para llevar a cabo el

proceso de contar y dieron comienzo al' desarrollo? de? las* matematicas®.

El' significado de cdlculo ha evolucionado con el paso del tiempo, actualmente

considerado un  campo de las matematicas que hace referencia a dos conceptos

. . . 2
relacionados: las derivadas y las integrales




El cdlculo diferencial tiene como objeto de estudio, la derivada, concepto que permite

analizar razones de cambio y determinar rectas tangentes a curvas de® funciones’.

Por su parte, el cdlculo integral tiene como objeto de estudio, la integral, concepto que

permite recuperar funciones de las cuales se conocen sus razones de cambio, asi como la

S . ‘ . 6,7
determinacion de longitudes de curvas, areas planas y volimenes, entre otros™ " .
El célculo en nuestra época es considerado como una herramienta matematica de analisis
y modelacion, que se aplica en diferentes areas del conocimiento como fisica, quimica,

biologia, economia e ingenieria entre otras®.

Es en la Grecia antigua donde tiene origen el calculo integral, se les atribuye ser los
primeros en llevar a cabo la idea de dividir un cuerpo en partes mas simples, los

problemas fundamentales que plantearon dieron pauta al desarrollo del célculo® vy

fueron!®:
. Obtener'" el area bajo una curva.
. Determinar la recta tangente a curvas, en un punto determinado.
. La velocidad instantdnea de un cuerpo en movimiento.
. Problemas de optimizacioén, esto es, maximos y minimos de una funcién.

El problema del cédlculo de dreas es el antecedente histérico del calculo integral. Los
griegos Eudoxus (390-337a.C.) y posteriormente Arquimedes (287-212 a.C.), utilizaron un
procedimiento para calcular 4reas denominado método del agotamiento, también

conocido como método de eliminaciones sucesivas o método exhaustivo.

Este método es de aproximacion geométrica, aplica el principio de la subdivision infinita.
Para calcular el area de una curva, el método consistia en inscribir poligonos dentro de la
figura, y circunscribir poligonos fuera de ella; después aumentar el nimero de lados de los

poligonos, como se muestra en las siguientes figuras'?:



Si se considera que “'» representa el drea del poligono inscrito con " lados, se aprecia que

. A . ) .
conforme aumenta el ndmero de lados, el area “'» se aproxima cada vez mas y mas al
area del circulo, es por ello que se dice que el area del circulo es el [imite de las areas de
los poligonos inscritos. Matematicamente, se escribe:

Area= lim A,

n—owo

Este concepto es similar al calculo de dreas bajo una curva, utilizado en calculo integral,

como se observa en las figuras siguientes:




Para obtener el darea bajo la curva, en un intervalo dado (a, b) se realiza una
aproximacion, sumando las dreas de los rectangulos, conforme se va reduciendo la base
de dichos rectangulos, el limite de las sumas de las dreas de cada rectangulo se acerca al

valor del area deseada, matematicamente:
b

A= f(x)dx
a
El simbolo | (una s alargada) representa a la integral, se lee la integral de, fue Leibniz

quien lo introdujo en el afio 1675'3.

La integral no solo permite calcular areas, también es utilizada para calcular longitudes de
curvas, volimenes, trabajo realizado por una fuerza variable, centros de gravedad,

probabilidades, etcétera.

Personajes que a lo largo de la historia han contribuido con el desarrollo del cédlculo son
varios, destacan: Eudoxus (390-337 a.C.), Arquimedes (287-212 a. C.), Bonaventura
Cavalieri (1598-1647), Johannes Kepler (1571-1630), John Wallis (1616-1703), René

Descartes (1596-1650), Pierre de Fermat(1601-1665), e Isaac Barrow (1630-1 677)1 1.

G. W. Leibniz

Se considera a Isaac Newton (1642-1727) y Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) los
creadores del calculo, ya que en el siglo XVII, fueron los que de forma independiente

sintetizaron los resultados y métodos previamente desarrollados por sus'* antecesores!>.

En la frase famosa de Newton: “Si he visto mas lejos que otros hombres, es porque me he

subido en los hombros de gigantes”. Se cree que hacia referencia a dos grandes

matematicos: Pierre Fermat e Isaac Borrow (profesor de Newton)12.



Personajes posteriores a Newton y Leibniz continuaron el desarrollo del célculo, en el
siglo XVII, Leonhard Euler (1707-1783) y Joseph Louis Lagrange (1736-1813), en el siglo
XIX destacan, Agustin Louis Cauchy (1789-1857), Bernhard Riemann (1826-1866) y Karl
Weierstrass (1815-1897); y en el siglo XX Henri Lebesgue (1875-1941) y Abraham

Robinson (1918-1974)1 4.

El calculo en matemdticas ha sido una de las creaciones mds grande de la humanidad,
considerado hoy, una herramienta poderosa en practicamente cualquier campo del

conocimiento. Gracias al calculo, el mundo ha cambiado y avanzado a grandes pasos.

1.2. Derivacion por férmulas

Para comprender las técnicas de integracion, es esencial que se tenga habilidad en el

proceso derivativo de funciones.

Recordemos que la derivada representa, desde el punto de vista geométrico, la pendiente
de la recta tangente de una curva en un determinado punto. Y desde el punto de vista

fisico, la razon de cambio de una cantidad respecto a otra'®.



A continuacion se hace mencion de las férmulas que permiten derivar funciones
algebraicas y trascendentes, donde las literales % VYW son consideradas funciones

derivables de la variable *, y la literal ¢ es considerada una constante!”.

Tabla 1. Férmulas para derivar funciones algebraicas

d
1 =
d
2. rl\“\ 1
3. %(u +tv-w)= —u + —! - —\1
d d
4. r/\( V= (([.\ v
i n =n 7}1—117
5. /\L v /\L
¢ \’” = nx !
6. dxt T

7 rl\\/> \/—-d\l’7

d 1 d

— y J—

8. dx v= 2\/1—‘({.\’0

d
9 p (UL) ll_L + vu

dx
d ru l‘%“ 14%1'
10. o) ="
d (¢ cd
11 rl.\(z‘) - -z/\L
d 1d
12 ([\(l) T cdx v

d dydv . L,
13 = o Y es funcionde v




Obtener la derivada de las siguientes funciones:

1. f()=m
df d

dx _dx’ - 0
2. f(x)=x
df d
a1

3. f(x) =20x

df d . d |
dx ({X(ZO,\) = Zodx’\ =20(1) =20
4. f(x)=mx-15
df d _ d  d ) d
dx d,\'(m\ -15)= d,\'(m) - dle N 7Td,\’\ —0=m
5. f(x) =x"
% _%‘m =10x""" =102
6. f(x) =— 33X
! 1
i 3({':’ 312‘1 31 3 3 3
dx d\'\ - EA - EA ___i__z_\

7 () = (5x" - 16x +2)°

df d . . . d ‘%
H :E(SX\ - 16x + 2)—) — 2(5,\”\ —16x + Z)E(S/\' _16x + 2) _

d ; '
T{» =2(5x” - 16x + 2)(15x" - 16)



g f(0) =~+x(x"+5)

df , d 1

(\ 5) + (x" + S)E,\'

d\

. 1 -1
= W(Z,\') + (,\'“) + 5)(5,\' /Z)

. 1
= 2,\'\& + (x“) + 5)( )

2/x
N
+ 5
—2\\f+
\f
x -1
g_f’f T x4
- d _ d _
df (x + 3)(11\,(,\ -1)-(x- l)({x(,\ +3)
dx (,\’+3)2
df (x+3)(H-x-1D)(1) x+3-x+1 +
dx (x + 3)2 @+ 3E (43

10. Obtener la tercera derivada de f(¥) =x° + 4x"-x + 8

d

—f:3\ +8x-1

dx

. d (dfy d°f

() =—|—|= =6x+8

f d,\'(d,\') daxc? ox +
d[d°f

f= d\(d\ )—

Férmulas para derivar funciones trascendentes

10



14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

= vax?
d loge d
dx 0gv v (/‘\’U
d v v d
—a =a lna;v
dx dx
d v v d
v _ v
rl.\’6 € r/.\’u

—u'=vu"" ]fz( +Inu-u'—v

d d

Ksen UV = COS UKU

d d
KCOS UV =—Ssen UEU
d 9 d

Ktan v=sec v v

d d

—cotv =- csczu—u

dx - dx

d d
——secv=secv-tanv;v
dx dx
d d

—CSCV =-=Cscv-cotv;v
dx dx

d 1 d
I(U'CSEH v = {—1 1““["1}
d 1 d
([_\,(H CCOSV =— r—l 1"'([“/12
d 1 d
([_\,(II ctanv = T l‘_.({_\,l]

d 1 d
Larccotv =- - l‘_.([.\,U
d 1 d

—areseCv=————,"0
dx v /,.~ 1dx

11



d 1 d

—arccesc v =— .—,U
30 dx , f,.- 1dx

Obtener la derivada de las siguientes funciones:

11 f)=In (x*+k)

(2x) =

] 1 ( 5 A) 1
— = WX+ k)="—
dx (,\'“) + k)dx (,\'“) + k) (,\'

)

+k)

12, f(x) =5

df

= 5°n J—(3\) =5 5(3) = 3(5°")In

2

13, f) =¢™

df 52 d )\_2 2
E € d\(‘)\ ) (10,\) = 10xe

14. f(x)=-sen (,\'2)

df d
— = cos (") —x" = cos (") (2) = 2xcos (+)

15. f(x)=cos (7,\'3)

d ndo . , , \
T{ =-sen (7x°)m(7x°) =-sen (7x°)(21x7) == 21x"sen (7x°)

16. f(x)=tan (,\'3 - ,\'2)

daf d. 5 23 2\(n2
dx - Sec (\ - X )d,\'('\ — X )—wc (x” - x )(3,\ —2,\)

g

T (3,\'2 - 2,\”)5002 (,\"3 - xz)

12



17, f(\) = sec (C:n.\')

d _ 4 | | |
({_]\C’ = seC (c'”‘\)tzm (GIH.\)({YL)IH.\ = gec ((3'”'\)1'2111 (cm.\)(mcm.\)
if

i{—]\i = )neln.\'sec (c'”'\')tan (cnz.\')

18. f(x) = arc sen (mx)

d

df E(m\') -

H:\/l — (mx)* :\/1 — Xt

19. f(x) =9x"sen (4x)

({f d d

— = 9x"—sen(4x) + sen(4x)—(9x"
Rl ({Xscn(éh) - scn(4\)dx( x")
df .
E = 9,\'4(4cos 4x) + 5(371(4,\")(36,\'3)
df

4 3
{— =36x"cos 4x + 36x sendx
dx

tan x

20. Obtener la segunda derivada de fo) ==

d d

x—tan x — tan x—x
dx dx

feo= -

X

X(SCCZA’) —tan x

feo= :

”
Derivando nuevamente:

o d . . a .

) ,\'“)H[x(scczx) — tan ,\'] - [xsec“)x - tanx]ax“)
() = _

! ()

13



d 2
. . . —olxsec™x —tan x
Determinando previamente la derivada de m ]

d , d d
X—Sec x + sec"x—x ——tan x
dx dx”  dx

/

({ i i
x| 2sec ,\'{—sec,\” + sec™x - sec™x

. . i
x(2sec x)(sec xtan x) = 2xsec"x tanx

Por lo que ahora tenemos:

,\’2(2,\'50(:2,\' tanX) - [«\’SGCz«\” - ta;z,\’](Z,\")

f o= -

X

7 7 7 2
A"(ZA’SC(."Xtan x) - 2x"sec™x + 2xtanx

f (o= -

X

Compruebe que aplicando identidades trigonométricas, el resultado puede ser expresado

como:

3 2 2
2x tan”x — 2x tan“x + 2x“tan x + 2tan x - 2x

f 0=

ol

X

1.3. La integral

El proceso de integracién representa la operacion inversa al proceso de derivacién de
funciones. Esto quiere decir, que si se tiene una funcién dada f(¥) la integracién permite

obtener otra funcién F(*) tal que al derivarla se recupera f(X), es decir:

si Jf(0)dx =F(x) entonces se tiene F () = f(x)

14



El simbolo que se utiliza para representar el proceso de integracién, es una “s” alargada J,
a la funcién f(X), se le denomina integrando y ¢X nos indica la variable de integracion, en

este caso, ~.

Supdngase que se tiene la funcién f(X) =2X . a| integrar esta funcién se obtiene otra

: 2 . . ., . . .
funcién '(*) =X de manera que si se deriva se recupera la funcién inicial.
d '
) =F () =2x .

Asi mismo, si se tiene la funcién f(x)=cosx g4 integrar se obtiene la funcién

F(x) =senx  de acuerdo con las reglas de derivacién, se ve que al derivar recuperamos la
funcién original
d

dx

F(x) = F'(,\’) = COS X

Estos ejemplos manifiestan el cardcter inverso que se da entre los procesos de derivacién e

integracién de funciones.

A la funcién (%) se le conoce como primitiva de /(%) .

Se hace la observacién de que la primitiva de una funcién no es Unica, es decir, para la

funcién dada, existe una infinidad de primitivas que difieren en una constante!®.

Las siguientes funciones son también primitivas de la funcién () =2x .

F(x) = x*
Gx)=x"+1
H(x) = x*+ 20

[(x)=x"-5

15



Al derivar cada una de ellas, se recupera la funcion original.

d d d d
d,\'F B d,\'G B ({,\'H B d,\'l =2

Al conjunto de todas las primitivas de una funcién dada /(X), se le denomina integral

indefinida de f(), lo cual se escribe!817;

J.f(,\') =F(x)+C

Donde € es una constante cualquiera y recibe el nombre de constante de integracién.

Geométricamente la integral indefinida representa una familia de graficas, las cuales se
encuentran desplazadas paralelamente a una gréafica, en sentido positivo o negativo en el

eje.

El valor particular de la constante de integracién ¢, define una curva particular de la

familia de primitivas.

16



Se ha comentado que algunas primitivas de la funcién /() = 2x son:
J(x)=x"+2

[(x)=x*+1

H(x)=x
Gx)=x"-1
F(x)=x*-2

La figura muestra la grafica de estas funciones, son parabolas desplazadas en el eje Y.

1.4. Integracion inmediata

Leibniz introdujo la convencién de escribir la diferencial de una funcién después de la
integral, la ventaja de utilizar el diferencial de esta manera serd evidente para el lector
mas tarde, cuando calculamos primitivas por el método de sustitucion que se estudiara
mas adelante. Debido a ciertas dificultades practicas, no es posible formular un conjunto
de reglas por las cuales cualquier funcién puede ser integrado. Sin embargo, ciertos

métodos se han ideado para integra ciertos tipos de funciones.
=  El conocimiento de estos métodos,

»  Buena comprensiéon de férmulas de derivacion, y

17



» Lla practica necesaria, deberia ayudar a los estudiantes integrar la mayoria de lo

que ocurren comdnmente para las funciones.

Los métodos de integracién, en general, consisten en ciertas operaciones matematicas
aplicada a el integrando de manera que asume una cierta forma (s) conocido de que las
integrales son conocidos. Siempre que es posible expresar el integrando en cualquiera de
las formas conocidas (que llamamos formas estandar), la solucién final se convierte en

una cuestion de reconocimiento e inspeccion.

Partiendo del caracter inverso de la integracion respecto a la derivacién, contamos con

una serie basica de férmulas, que permiten obtener la integral de diferentes funciones'.

Tabla 1.2. Férmulas de integracion

1. Jodx=k donde K es una constante
2 Jkf(x) dx = k) f(x)dx

3. J(du + dv-dw) = Jdu+ Jdv - Jdw
4. Jdx=x+¢C

1

5 fl/’”({l/ =—+C donden #-1

18



10.

11.

12.
13.

14.

15.

16.

17.

18.

dv
— =Inx|+C

[a"dv=-—+¢C

Ina
Jetdv=e"+¢C
Jsenvdv=-cosv+C
Jcosvdv=senv+C
Jsec* vdv=tanv+C

fcsc2 vdv=-cotv+C

Jsecvtanvdv =secv+ €
Jescveotvdv == cscv + €

Jtanvdv =—Incosv+ C=Insecv +C
Jeotvdv=Insenv+C

Jsecvdv=In (secv+tanv) +C

Jescvdv =In (cscv—-cotv) +C
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[ L et (1—) rC
19 = garctan {;

20. @

o Traman(F)re 0<a)
2 g aresen(]c

2, Tl

24. fﬁ(h’_% - v —(IH scn< )+C
25. f\/mdb’ _Ig ‘4 at —ln m) i C

A continuacion se muestran algunos ejemplos, donde se aplican estas férmulas.
Hacemos dos comentarios acerca de la férmula mencionada en la Tabla 1.2

Se pretende incluir el caso cuando n=0, es decir,
[ dr=[1ax=
x dx=|ldx=x+c

Puesto que no se especifica ningln intervalo, la conclusion se entiende que es vélida para

. . . n . . . .
cualquier intervalo en el que se define X" . En particular, si n<0, hay que excluir cualquier

intervalo que contenga el origen.

20



log,

En vista de lo anterior, la derivada de también *debe ser considerada sélo para los

1
J—dxz log, x+c¢
valores positivos de x. Ademds, cuando escribimos * * , hay que recordar que
en esta igualdad la funcién 1/x se ha de considerar solamente para los valores positivos de

X.

Hay algunos teoremas de diferenciacién que tienen sus homologos en la integracién, son
los teoremas que establecen las propiedades de "integrales indefinidas" y se puede probar
facilmente usando la definiciéon de primitiva. Casi cada teorema se demostré con la ayuda
de la diferenciacién, subrayando asi el concepto de diferenciacion. Para integrar una

funcién dada, necesitaremos estos teoremas de integracion, ademas de las férmulas.

En palabras, "una integral de la suma de dos funciones, es igual a la suma de las integrales

de estas dos funciones ". La regla anterior se puede extender a la suma de un ndmero

finito de funciones. El resultado también es valido, si la suma es reemplazada por la
diferencia. Por lo tanto la integracion se puede extender a la suma o diferencia de un

numero finito de funciones.

j[f(x)+ g(x)]dx = Jf(x)dx+Jg(x)dx

ch(x)dx = cjf(x)dx

donde c es un namero real.

J[af(x) + bg(x)]dx = aJ. f(x)dx+ bj g(x)dx

1. Jxtdx
Aplicando (5)

21



4+1 ,‘
f‘w =T
X dx = c=—
4+1 5
2. Jxdx

Aplicando (5)

9+1 10
f‘w\ L——+c i—+C
xXdx = =
9+1 10

3. fxi dx

Aplicando (5)

4. fx_‘dx
Aplicando (5)
2 5
2 Z+1 B 5
3 X’ X 3 3
x“dx = +C—E+C:§\'+C
vt 3

5. f&ﬁd,\'

Expresar el radical en forma de exponente fraccionario y aplicar (5)
1 4
1 71 By 4

’ - Xﬁ Xo -
('\’ '// —_ '//-J '// —_—— —_—— __/,-n
f\/?{\ f\ a'\—l +C—4+C—4\ +C

3t 3

22



6. I 8x dx

Aplicando (2) y (5)

Y

1+1 2

X X .
f8,\'d,\':8f,\'dx:8 +C=8|=|+C=4x"+C

1+1 2

7. Jx™tdx

Como el exponte es -1, aplicar (6)

4 dx
x Tdx = T =lnx+C
8. J - 5fxdx

Aplicando (2) y (5) y expresar el radical como exponente fraccionario

1 F1 =

Y X
f — SafXdx =- sf,\»f(z,\» =-5|7 +C=-5

S
SRR

|
|
ol
—
| DN
S———
—
=
o
+
[}
Il
|
—_
w| o
-
o] o
+
[}

Expresar la variable como numerador y aplicar (2) y (5)

—241 -1
T ., X X i
f—,)d,\'zﬂfx “dx =1 +C=n—+C=——+4+C
x° -2+1 -1 X

23



A partir de los siguientes ejercicios, la constante de integraciéon se indicard hasta el

resultado final.
10. f(4x3 —5x% = 2x + 9)dx

Primeramente aplicar (3)

J (4~,\’3 —5x% - 2x + 9)dx = J 4x dx - J Sx’dx - J 2x dx + J 9 dx

Después se procede a aplicar (2), (5) y en la Gltima integral (4)

= 4J dx - SJ xidx - ZJ xdx + 9J dx
RS 1+1

2+1
X

— - r _ .
Y12 At

4 3 2
¥ ]

s oty
= 4—33— 2+.,\

-
J . .
4 32
=x —gx’ - x“ 4+ 9x

Obteniendo el resultado:

-
f(4x“’ —5x“ - 2x + 9)dx = Xt - gx“ ~xX*+9x+C

X

f(ih:‘ + 7x ‘; P 11)({/\/
11.

dx = f(B,\'4 +7x0 —x 4 11x” 2)d,\'
X

= 3J A’Ald,\’ + 7J XH({X—J X dx + llJ X—Z((.\‘

24
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3,\"’ 7,\" b . X

=3—+7—-—+11—

5 4 2 -1
3. 7, 1, 11

= 5,\ + 4,\ — 2,\ — )

Por lo tanto:

Es importante hacer la observacion que al utilizar las férmulas descritas anteriormente, se

debe tener completa la diferencial de la variable.

1.5. Integracion mediante cambio de variable

Existen integrales que pueden resolverse realizando un cambio de variable. Se obtiene la
diferencial de la variable, después se hace un despeje de la diferencial y se sustituye en la

integral para expresarla en términos de la nueva variable.

Lo anterior se podra simplificar utilizando las férmulas:

v

Jv'dv =

1
o1t C donden #-1

dv
6 f,—,lzln\,\'|+C

Veamos algunos ejemplos para mostrar este método.

Cambio de variable

25



10
1)_[(x+9)9dx—> Jugdu: 1;—100+ce %+C

u=x+9
du=dx

| W 2 o
2)]3/(x2 +6)2xdx — j%du - juﬁdu = 3”T+c L3 HO o

u=x"+6
du = 2xdx

7 1 7 1. ut
HBx+)dx—>—-|w) du=—*—+C > ———
)I( ) 3-'.() 3 8 24
u=3x+1

du =3dx
1 e" e
4| e dx > —|e'du=—+C —
)] L Jerdu==

4x+6

+C
4

u=4x+6
du =4dx

—C(;s(u) O —cos(ix +2)

+C

S)J.8en(3x+2)dx - %J-sen (u)du =

u=3x+2
du = 3dx

6)_[461 I %J%z%ju_%duzgx/;+c:§\/x3+4+c

u=3x>+2
du=3x’dx
2 2 3
7 J- x6 dx l J- 33x de 1 J- 1 *arctan ]+ C_)arctanx
x+1 0 3 () +1 W+l 1

3
u=x

du =3x%dx

+C
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Y u H

e L., e
8)"-?61)(%_—4-[@ du—_—4+C% ~ +C
u="4
du=""4 , dx
X
2 3 3
Q)J- (arctanxz) dx —>Ju2du e (arctan x) LC
1+x

u = (arctan x)
1

1+x°
sen(ln X)dx N J-

du = dx

10)j

u=Inx

sen(u)du =—cos(u)+C — —cos(Inx)+C

duzldx

11)j e dx A )+ C o (et +e )+ C

e +e u
u=e +e*
du—(e" e”‘)dx

J J- Sdx J- :—[ arctan — ]+C
1+25x° 1+ (5x)? 1+(u) 571

u=>5x

du =5dx

du div

N/ *ud
U=+Xx

du = —dx sodx= 2x/;du = 2udu

2/x
1
div u2+2W .-.2](1—

—u’*=2
red — =2

u+

S +2J.du 4j 5
u

4 X
. 2«/_——arctan\/:+C
2 2

27

arctan Sx

—ou- 2

Np)

+C

arctan
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2 _
I s R et

J\/_H
u=vt

t=u’

du——dt

e

dt = 2\/;du =2udu

4
u+1ju* -3u=(u-4+——)
u+1

4 du
—2J(u—4+m)du—ZJ.udu—SJ‘du+8fF
=u’—8u+8In(u+1)

—t -8Vt +8In(vt +1)+¢

u - 4

u + 1 u? - 3u

u? + u

- 4u

- 4u - 4
4

5 3
15)'[ dx J~6u du %6'[ 2u du —>6Ju du div
Jx =3x w—u’ u (u-1) u—1
u=x o x=
dx = 6u’du
2

u +u+l 1 1
. 3 . 2 2
div u—li u ..6I(u +u+1+—u_1)du%6j.u du+6judu+6jdu+6j—u_1du

—u’ +u’

—u’+u

—u+1l¢—— red

3 2
%6%+%+6u+61n(u—1)+€%2\/;+33/;+6€/;+61n(3/;—1)+C

Laboratorio virtual division larga de polinomios: http:/library.wolfram.com/webMathematica/Education/LongDivide.jsp

16) J(3x - 5)%dx

Sea W=3X-5 puestro cambio de variable

28
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Su diferencial es du = 3dx

Como la diferencial de la integral es 4X, despejamos: dx =73

du

Expresando la integral en términos de la nueva variable:

2du
u—
3

f(B,\' - 5)2({,\' = f

Aplicando (2) y (5)

3

Juzﬁzljuzduzlu_zlus
3 3 33 9

Regresando el cambio de variable de ¥7X

1, 1 o3
U = 9(3,\ -5)

El resultado es:

. 1 n
f (3x-5)*dr =53 -5) + ¢

_ 42 _
Considere ¥ =X~ +3 entonces U = 2xdx,

la diferencial de la nueva variable se tiene:

en la integral aparece X 4% despejando en

du

xdx =—

29
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haciendo las sustituciones correspondientes para expresar la integral en términos de *:

f X { fldu lfdu
X2+3(’\_ w2 2 u

Aplicando (6)

1 (du ll l1 | 5 ‘
> 11,_2111L_2ll'\ + 3
Por lo tanto:

2

X 1 5
dx==In|x"+3|+C
x“+3 ;

18) J5%dx

Como la diferencial esta completa, aplicar (7)

19) fs':;.\'dx

B e — 2 A dx ==
Sea U=3X agf du=3dx por tanto 3

Sustituyendo y aplicando (7)

f53xd _f U%_lfsud _ls_u _ls_g)x
= 33 “=3lins) " 3lins

Finalmente:
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CoX
f’“L’)"'({\'— > +C
Y T3S

20) Jxe" dx

du
cdx =~

Sea =Xy du=2xdx despejando : , y aplicando (8)

f .\'2[ J‘.\'2 i fud“ lf u{ 1 u 1 .\'Z
xXe ax = ¢ xXdadx = LZ—Z (,(11—2(, —2(,

obteniendo asi :

f 2 1 2
xe dx==¢ +c¢
2

) Jsen(frx)dx

du

Seq u=7x ydu=mdx despejando “* " # y aplicando (9)

Jsen(nx)dx = 1 Isen(u)du = —lcos(u) +c
T /4

Por lo tanto:

Jsen(nx)dx = —lCOS(ﬂ'X) +c
T

22) fcos; dx

X dx
Sea "' 77, du=7 despejando 4X =7 du aplicando (10)
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X x
fcos;d,\' = fcos u(7 du) = 7fcos udu=7senu=7sen 7

se obtiene:

X X
cos;({x =7 sen - +C
23) fsecz(x + 1)dx
Seq U =X+ l/ du = dx, aplicando (11)

J sccz(x + 1)dx = J sec*u du = tan u = tan (x+1)
Finalmente:

J sccz(,\' + Ddx=tan(x+1)+C

24) ftzm (1{—:))(19

(! do

u= T , du = 10 df =10 du ap|icand0 (‘I 5)

Sea

6 6
ftz-m (E)de = ftz-m u10du = lOftan udu = 10ln sec u = 10ln sec 1—0

Por lo tanto:

f 6 { | 6
tdn(lo)(ﬁ—l() nsec(lo)+C
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Jcot G)({y

25)
_ =y
Sea !~ 7, =" dy=7du aplicando (16)
:y :),’ :)./
fcot (—)dy = fcot (—)(7(110 = 7fc0t udu="7lnsenu="7lnsen (—)
7 7 7
Por lo tanto:

Y y
fcot (;)dy = 7ln sen (;) +C

26) Jx*sec x® dx

o (32 g
Esta integral puede también ser escrita como Jsec (x*)x"da

du

3 2 Cdx =
Sea U=X" du=3x>dy X dx=73 aplicando (17)

™ 2 du 1 1 _
sec (X )x dx = | secu = =3 ) secu du = gln (secu + tan u)

Por lo tanto:

2 3 1 3 3
x“secx” dx = gln (secx” +tanx’) + C

27) f(tan y+ coty)zdy

En este caso conviene desarrollar el binomio y aplicar identidades trigonométricas.

J (tan y + cot y')zdy = J (tanzy + 2tan ycoty + cotzy)dy

33



- . -
= J tan“y dy + ZJ tan ycoty dy + J cot™y dy
tan Ocotd =1

tan 2 6= secz -1
cot’0=csc’6-1

= [(sec’ y—1)dy+2[dy + [ (csc’y - 1)y

= J Se(.'zy dy - J dy + ZJ dy + J (.'5(:2)/ dy - J dy

i i
= | sec’ydy+ | cscTy dy

Aplicando (11) y (12)
=tany - coty

Finalmente:

J (tan y + cot y')zdy =tany -coty + C

dx

28) " +81

Se observa que para esta integral se puede aplicar (19), para esto:

2 2
v =x L UV=X
2

a-=81 ~ a=9

dx 1 X
= 6 arctan 6 + C

x* +81
ds
20) " 3sT+7

Al igual que en el ejemplo anterior y aplicando (19)
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dv
ladiferencial: dv= \/§ds asique ds = \_E

2
a~=7 entonces a =\ﬁ

f ds 1 f dv 11 v 1
. =— . — = arctan — = ——arctan
3s°+7 ABY vy a BT a 421

Aplicar (20), tomando en cuenta que:
22 ]

vV =X asique V=X
)

a” =81 entonces a=9

f dv 11 v-a
2_ .2 2a 1 (U + a) e

vt —-a”

f dx 1l x-9 ll x-9
A,2_81_2(9)n(x+9)+('_l8n(,\’+9)+c

dm

31) " 121w

Aplicar (21) y considerar que:

a*=121 lo que implica que a =11

2 2 . .
v-=m" loque implicaque v=m

f dv 11 a+v c
at_ 2 2a n(u— U) *
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f am 1 | 11 +m 1 | 114+ m
21 -ml 2D (11 — m) =g (11 — m) e
xdx

32 0

Aplicar (22) teniendo que:

a’ =144 entonces a =12

2 4 2
vT=x entonces v =Xx

dv
ladiferencial: dv=2xdx asique xdx = >

f xdx lf dv 1 v 1 x* c
> = chscn i chscn 12 -

4/144—,\’4: w/az—u2

Aplicar (23), y haciendo:

2 2
v"=x" dedonde v =x

a® =100 entonces a =10
J‘L=ln (v+4/v2 +a2) +C
«fvz + a2 B

{x .
f\/)(—\i =1In (x + o Jx* - 100) +C
x"-100
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34) f«!ZS —2x% dx

Aplicar (24) y haciendo:
a® =25 asi que a =5

2

)
v°=2x" porlotanto v = \ﬁx

dv
ladiferencial: dv= N2 dx asi que dx =—=

72
f«/( —vidv ——wa e —m( sen (:) +C

f«fZJ ~2x% dx ——f«/ —vrdv

1 \ﬁx 25 \/Z\’

—— /25 - 2x* + — arc sen

22 2 5

Finalmente:

JEx

f 25 — 2x° d\——q/ 5 - “)+—m(scn [_/ +C

J

1.6. Integracion completando el cuadrado

. . . . . . 2
Existen integrales que contienen en el denominador un trinomio de la forma ax”+bx +c

el cual puede transformarse a binomios de la forma:

\/vziaz,\/az—vz, v+ a? v? - a?

Para ello se utiliza el método de completar un TCP vy asi aplicar las férmulas basicas de la
(19), a la (23). llustremos el procedimiento con algunos ejemplos.
dx

31. " ¥ +2x+10

Se completa el TCP del denominador
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2 2

x2+2x+10=x2+2x+(§)2—(§)2+10:x2+2x+1—1+10:

=(?+2x+1)+9

Entonces
2 _ 2 2
xX*+2x+10=(x+1)"+3

Asi la integral se expresa como sigue

f dx f dx
2 = 2 .2
x“+2x + 10 x+1)"+3

Por lo que podemos aplicar la férmula (19), haciendo:

172=(x+1)2 dedonde v=x+1

a’® = 3? por lotanto a=3

f dx f dx 1 (x + 1) c
= = —arctan +
*+2c+10 Y (x+1)*+3* 3 3

dx
32, " X +6x

Completando el TCP

6 6
x2+6x=x2+6x+(z)2—(5)2:x2+6x+9—9:(x+3)2—32

Asi que, aplicando (20)

dx f dx 1 | (x+3—3)
— — n
x* + 6x (x+3)%-3% 2(3) W+3+3

f dx 1l X c
X +6x 6 n(x+6)+
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dx

33 s

Completar el TCP

2 Y P T\ D (S A B
4x" -4x+3=4|x"-x+-|=4|x"-x+—--—+—| =

4 47171
1, 1
— I VA
=4 (x 2)+2

2 I, 1 3 A
(x—x+4)—4+4—

-3+ (&)

Asi que la integral se expresa como sigue:

=4

Rl

Aplicar (23)
1 dx
S
“ e

o e =

Este resultado se puede simplificar de la siguiente manera:
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1 (2x-1+4x*-4x+3\ 1 :
=>In - =5 [m(2x-1+4 - 4x +3)-m2]+ ¢

1 1
51 (Zx 1+ ./4x* —4x+3) Eln2+C

Finalmente se expresa el resultado con una sola constante:

x“—4x+ 3

L
f =—In(2x -1 +./4x* -4x +3) + C
/—4 2"

34. f«:x2+4x—3dx

Completando el TCP
=x*4+4x-3=x’+4x+4-4-3=(x"+4x+4)-7=(x+2)*-(7)?

Aplicando (25)

2
fq/vz + azdvzgq/vz + o’ ia?ln (v +\/m) +C

J-q/xz+4x—3dx:f\/(x+2)2—(\ﬁ)2
v=x+2 dv=dx a=\ﬁ

2
f\/(x.;.z)z—_(\ﬁ)zdsz;Z) (x+2)2_(\/72_(\/27) In(x+2+.Jx+2)7 - () =
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(x+2)

7
> 4/x2+4x—3—zln(x+2+«)x2+4x—3)

Finalmente

+ 2 7
f«/x2+4x—3dx=(x2 )1!x2+4x—3—§ln(x+2+«Jx2+4x—3)+C

3e" dx
35. " ¥ +9¢ +20

Completando el TCP del denominador

2x X 2x X 81 81 2x X 81 81
e +9e +20=¢e"" 4+ 9e +Z—Z+20: e”" + 9e +T + —Z+20 =

f 3e¥ dx 3]‘ e” dx 3f e~ dx
e?* +9¢° + 20 e?* + 9¢* + 20 9 1

Aplicando (20)

f dv 11 v-a
2_2an(17+a)+C

2
vV —-a

. 9 1

e* dx 1 € +5_5 e+ 4

3f 9 1 =3 In 9 1 :3ln( )
272

AR

Finalmente:
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3e* dx e+ 4
2x x = 31n X +c
e +9e + 20 e*+5

36. fmdx

Completando el TCP

9 9
312t = (- 30) == (- 3w 5 =

Aplicando (24)
2

v a v
f a® - vidv = Em + arcsen (E) +C
3 3
2 _ 12 [, _Z)2 _
f 3x—-x dx—f\/(z) (x 2) dx =

e P

(2) 2x -3
4 2% -3 9

2 m+7arcsen

N W

Finalmente:

2x -3 9 2x -3
2 . oo 2.2
f«/Sx—x dx—( 2 ) 3x-x +8arcsen( 3 )+C

42
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1.7. Integracion con diferenciales trigonométricas

Cuando una integral de funciones trigonométricas no puede resolverse con las férmulas
inmediatas correspondientes, se hace uso de identidades trigonométricas para completar
su diferencial. El principal problema que radica en la evaluacién de las integrales es
convertir el integrando a alguna forma estandar. Cuando integrando implica funciones
trigonométricas, a veces es posible convertir el integrando en una forma estandar,
mediante la aplicacion de operaciones algebraicas y/o identidades trigonométricas.
Obviamente, en estos casos, el integrando se puede cambiar a una forma estandar, sin
cambiar la variable de integracién. Una vez hecho esto, podemos facilmente escribir el

resultado final utilizando las férmulas estandar.
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. sin x
’ cos? x
Cos X
2 sin” x
|
3. l +sinx
|
4. . .
|l —sinx
|
5. Il +cosx
|
6_ —
I —cosx
. sin x
: l +sinx
8. Cos X
Il +cosx
Ejemplo 1:

_[ (1 +sen(2x))? )dx

Solucion:

No es posible por férmulas estandar (inmediatas).

Nosotros consideramos:

. - 2 2 .
Il +sin2x =sin“x 4+ cos" x4+ 2sinx-Ccosx

= (sin x 4 cos x)’

I= J\/ (sin x + cos x)7dx = j(sin x +cosx)dx

44

l—sinx | —sinx

l4+sinx |—sinx cos?x
=sec?x —secx-tanx

B I+ sinx

cos? x

\
=SsecT X +secx-tanx

Il —cosx | —cosx

l +cosx 1 —cosx sin® x

= cosec? x — cosec X - cot X

1+ cosx N
= ————— = Ccosec” X + cosec x - cotx
sin® x
sin x | —sinx
l +sinx 1—sinx
. .« 2 .
sinx —sin“x  sinx 2
— - =—>——tan" x
CcOs* X CcOs* X

=sec x -tan x — (sec? x—1)

=sec x-tan x — sec2 x + 1

~ cosx(1 —cosx) _cosx—coszx

2 - 2
I —cos*x sin” x

2
=cosec x-cotx —cot™ x

= cosec x-cot x — (cosec® x — 1)

N
= cosec x-cot x — cosec“ x+ 1



J(sinx +cosx)dx = —cosx +sinx + ¢

=SsinXx —Ccosx+ ¢

Ejemplo 2:
J‘ sen x dx

COS2 X
Solucion:
sin x 1 sinx

5— = . =secx-tanx
COos™ X COSX COsX

I= Jsec x-tan xdx
=secx+c

De manera similar

1 1 1 ,x
1+cosx: X :Esec 2
1+(2c052(5)—1)

1 1 1 ,x
1- X: X :ECSC 2

€0s 1-(1-2ser’ ()

X
tan(—)

1 1 1
—dx=—'[sec25dx=—72+c
1+cosx 2 2 2 1/2

X
1 1 1cot(—)
J‘ dx:—'[csczidx:—— 2" __cot| X |+¢
1-cosx = 2 2 2 1/2 2
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sin X 2sin(x/2)-cos(x/2 .
o - - : - tan({ x/2
. | COS X 1 +2cosi(x/2 |
OS A . -
- i SN/ 2 \
10}
| +sina | +cos((x/2 ‘
tan( 1/2)((x/2 \ tan( (7

| +cosx | +cosx |+ cosx
| 2sin 2 cOs
2cos"(x/2 2cos=(x/2
|
—SC T Lan—
I COS A l COS X l COS X

| —sinx sin((7/2

| —sin® x | +cos((r/2
.V.

SCCT X+ Ssecx-lany +tan| —

[

-
| SIN A SIE A =5SIN X

I SINT X COS™ A
Lan= A —S¢eC X -lanx SCCT X

. ») L 1 3 .
SCCT X | —SCCcxX-lan X SCC
- ) -
2sec"x+ 2secx-tanx — |

-
SINT X =SIn A |

COS \
Lan” A —SeCc X -lan x SCCT A
- 2 - . . -
2sec”x— 2secx-tanx — |

Ejemplos:
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af \/tanz(%+3x)dx - J.tan(%+3x)dx

- %ln(sec(%+3x))+c
b tan(%—Zx)dx - —%1n(sec(%—2x))+c
9] tan(%+x)dx - 1n(sec(%+x))+c

/s s
d) | tan?(=+3x)dx = | (sec’(=+x)—1)dx
)| tan’(,+3x)dx = [ (sec’(-+x)-1)
tan‘a=sec’a—1

:tan(£+x)—x+c
4
e)Jtanz(%—Sx)dx = secz(%—?)x)—l)dx

1
=——tan(£—3x)—x+c
3 4
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VT +sin x o2 X 2 X o X
19 {/cos? 5 +sin” 5+ 2sing -cos
\ 2 2 2 2
¥ X .
\ | cos — ‘-HT.‘ COS— ‘-“T
\ 2 2 2 2
- - - o . . _
20. V1 — sin x \/ |€OSF —sing ) —cCosz —sing o sing
\ 2 2 2 2 2
- l l
2] —
\ | +sin x COSI X | +—SImnix;/z)
|
V2sin((x/2) +(n/4))
| | / T\ | 4 \
- — —C ol x+— | = \
> TCoseC| X ‘_‘ SRt ] ‘)
| n
2 BeseelgTx)
| (T \
—:-\'\‘T ™ X
) R .
24, Vv 1+ cos x Lo (o 2 X B PP
\ | =COS ] V=T
\ 2 2
. R .
2. vl COS X f 2 X'\ CRE
=1 ST ) W asing
\ 2 2
|
%, — SCC A
Y4 |
| |
- L — —COSCC X
27. T =
YA | cos 2x V =
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| sinx | +sinx

o Seex +lanxy -
COSX  COSX COSs X
sin“(x/2) +cos(x/2) + 2sin(x/2) -cos(x/2)
cos?(x/2) — sin*(x/2)
cos(x/2) +sin(x/2) | + tan(x/2)
cos(x/2) —sin(x/2) | — tan(x/2
| |
_ - - cot((m/4) + (x/2)) = tan((n/4) — (x/2))
SCC X+ lan x tan{ (r/4) + (x/2))
| —sinx  cos(x/2)—sin(x/2) | —tan(x/2) [ X\
- N N ] \
29. SeCX — lanx - - - — tan{———)
COs X cos(x/2) —sin(x/2) |+ tan(x/2) \4 2/
| (M Xy
cotj———)
tan( (r/4) — (x/2)) \4 2/
| (T Xy
tan{ —+—)
SCC X — lanx \ 2/
J.\in' X
0 2 . 2
32. ' cos2x=2¢cos"x — I =1 — 2sin"x
CON™ X
sin” X —
COs™ X —
sin” X sm3x—3sinx — 4sin x
. 3 3sinx — sin3x
.1.}. SN X 1
cos3xy —4cos’ x —3cosx
cos’ x R R
. cos 3x + 3cosy
cos’ x
i . 4
I tan- x sin“x +cos™x = |
R ) : sotanTx 4+ | —sectx
cot™ x 2 2
{ SotanTx =sectx — |
and | + cot™ x = cosec™ x
cotx =cosec x — |
(X X X . ,X . . X X
| Cos——sin— COS™—+ SIN" — = ZSIN—Cos—
\ 2 2 Z 2 &
s X z _
A3 | =2smn—cos—= | =sinx
cos 3x = sin 3x)° | =sinbx
SeC X =+ tan x)° Sec” X +tan” x = 2sec x-tan x
2secx+=2secx-tanx — |
6. tan“ x = sec"x— 1)
. vl o PPV o . -
. COSCC™ X +Col" X — 2ZCosecx-colx
COSEcx = ot x) 2cosec” x = 2cosec x-cot x — |
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sin” x-cos” x , , . :
(sinx-cos x)” <sin 2x
| - | —cosdx
- 2y —
| 4 4
— R )
SIn” X-COs” X — dcosee 2
| sin” 2x
-_— 5'-'_._._."\.‘..
sin” x - cos? x i xrTos X o
Sin” X -cos X COS” X sin” X
) : ....'\.+.“...'\
| . sec” x-cosec” x SE cosc

SeC™ X + cosee” x = 4 cosec™ 2a

sinA-cos B . o
S = .sin(A + B+ sinflA — B)
sin Sx-cosx 2
and sin x - cos 5x I :
andsinx-¢ X —|sin 6x <+ sin 4x
| I o 1. .
< 8in 6x + sin( —4x) 5 sinbx — sindx

sin(—#) = —sin#

cosA-smB
(= sinB-cosA)
cos 7x-sin 3x

sinfA + B) — sin(lA — B)
sin 10x — sin 4x

CosA-cos B
cos Sx-cos 3x

cos(A + B) +cos(A —B)
Ccos 8x + cos 2x

{ sin (% B i\) rcos3x {.\in (1: - 2.\"} + sin (g — 8x }

cos2x +cos 8x

HRA-Sn B cos(A — B) —cos(A +B)

sin 3x-sin 5x 2
| ¢ o o
= cos( —2X) — cos(8x)
l 3
= cos 2x — cos 8x
. (M _ | \ / O\
sin3x- 'ns(——.\' — - 2% +sin( 8y — =
{ Ao T )_ = {\m[ \) sin (‘h.\ ’)
-l cos 2x — \m[——\\)
-
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2tanx
sen(2x)=2senx «cos =————
1+tan”x

2tanx 1

J.—de:jsen(Zx)dx:——cos(Zx)+c

1+tan“x 2

13. ' cos 2x 2 Cos- X | l

cos~ sin®™ v l
tan-
tan-
| —ta A
| la ) -
- 2 tan ‘ 21a
lan 2

L1 ) | Lan | L

Ejemplo 3:
tan x
X gy
secx <+ tan x
Solucion:
[ Sl cos
' o SeC v - L tan-
J

s.secx.tanx — (sec’ x —1)

=secx—tanx+x+c

Ejemplo 4:

[(tan x + cot x)*dx

Solucion:

Considere a
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(tan x 4+ cot x)2

. 2 . 2 2 2
(sm X, cosx) [sm x 4 cos® x

cCoOsX Ssinx sinx - cotx
. 2 2
1 sin” X 4+ Cos™ X . 5 -
= — — = —, (v sin®x+4cos®x=1)
sin” X-cos“ X  SIin” X-COS“ X
1 1
= + = sec’ X+ cosec? x

cos?x sin’x

I = Jsec2 xdx + Jooseczxdx

=tanx —cotx 4+ ¢

Note que:

(tanx + cotx)* = tan? x + cot? x + 2

=(sec’x — 1) + (cosec* x — 1) +2

2
= sec? x + cosec’ x

Ejemplo 5:

Jcos 3x - cos 2x - cos xdx

Solucion:
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[cos 5x + cos x]cos x

C0S 5X -COS X + COs> X
[ ]

[cos 6x + cos 4x] + %cos2 x

Bl — B = = -

I= Jcoszdx+%Jcos4xdx +%Jcos2 xdx

1 . 1 . I|fcos2x+1
= ﬂsméx +Rsm 4x+§ Ude]

_l '6x+l ,4+l sin2x+l N
—24sm 16smx i 2 4x c

=%sin6x+%sin4x+%sin2x+4lx+c

cos A - cos B = %[cos(A + B) + cos(A — B)]
sinA - cos B = 1[sin(A + B) + sin(A — B)]

Ejemplo 6:

[sin 3x -sinx dx

Solucién:

Sin JX - SIn SIN JX - COS| = |
l { A T , T\
— smn| 2y =) s[4y =]
o) \ o) \ 2/
l (™ . (T
= sin l? A l Sin |: | I
l |
— 0SS : Y\ —LCo0s 1
»} )
l l

I =—=cos2xd — | cosdxd
») »)
1

zsin 2x — Esin 4x 4+ ¢
Ejemplo 7:
J‘Scos’x;t? sin® xdx

2 sin” x-cos?x
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Solucion:

5 cos’x + 7sin’x
—_—
2sin"x - cos’x

5 cosx+7 sin x
T2 sinx 2 cos?x

7
cot x - cosec X + —tan X -sec x

J 2
J

R § cotx-cosecxdx+%Jtanx'secxdx

Il
PRI Rl NlW»

5
secx-tan xdx +§Jcosec xcotxdx

—7SCCY—5COS€CY+C
2T 2 ’

Ejemplo 8:

[sec? x cosec? xdx

Solucion:

2 2
S€C X-COseC X

« 2
1 1 sin® x + cos? x
2

cos?x sin

1 4 1
2 - 2
COs™ X sIin™ Xx

=— >
X SIn® X -COS= X

2 2
= sec” x 4 cosec” x

I = JseczxchH- Jooseczxdx
=tanx — cotx 4+ ¢

Ejemplo 9:

Jtan™! (Iin;.t)dx

~ sinx
I + cosx
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_ 2sin(x/2) -cos(x/2) _ sin(x/2)-cos(x/2) tan’
T 14 (2cos?(x/2) = 1) cos?(x/2) N

o =

1= jtan" (tan%)dx = J%dx, [~ tan~'(tant) =]

Ejemplo 10:
: -[tan_l (Ij—c:i:x)dx

Solucion:

COs X

I +sinx

sin((m/2) — x) —tanl n )

1 —cos((m/2) —x) = 2\2
el
1= [t fan (G- D]ax= [ G-
2
.. +c sen(a) 1
. $ 1-cos(a) —tag(za)
Ejemplo 11:
[
Solucién:
1 in 2> 2
Tz (@G )]

I= Jtan(45+ x)dx = log [sec(§+ \:)] Ty
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. Integrales de la forma:
J sen"vdv o J cos"vdv considerandomyn impar

Este tipo de integrales se descompone en potencias par y quedara una potencia lineal que

servird como diferencial. Aplicar las identidades:

2 2 2 2
sen“x=1-cos" x cos“x=1-sen"x

1. Jcos®x dx

J cos’x dx = J cos’xcos xdx = J (1 - senzx)cos xdx
= j cos xdx - J sen®xcos xdx

=senx-— J (sen x)zcos xdx

considere v =senx entonces dv = cosxdx

2 v (senx)3
=senx- | vidv=senx- 3 =senx-———

Finalmente:

sen3x

3

fcos3xdx=senx— +C

2. Jsen®x dx

J sen’x dx = J sen*x sen xdx = J (senzx)zsen xdx
= j (1- coszx)2 senx dx = j (1-2 cos’x + cos4x)sen xdx

= j senxdx - ZJ cos’x sen x dx + J cos*x sen x dx
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considere v =cosx entonces dv =-senxdx

=Jsenxdx+ZJ vzdv—J vidv

2123 v’ 2(cos x)3 (cos x)5
= - +2———=- + -
COS X 3% cos x 3 z
Finalmente:
5 2 53 1 &
sen’x dx =- cos x +§cos X = gCos’x +C

3 4
3. Jsen®x cos*x dx

J sen’x cos*x dx = J sen’x cos*x sen x dx
2 4
= (1 - cos x)cos xsen x dx

4 6
=Jcos xsenxdx—J cos x senx dx

considerando ahora como cambio de variable:
v=cosx entonces dv =-senxdx

5 7 5 7
\% 1% COS" X COS Xx
=—J.V4dV+J.V6dV=—E+7:

5 7

Finalmente:
cos’x cos’x
+
5

Jsen3x ecos*xdx=

4. Jesen®(7e%)dx

J e*sen’(7e")dx =j sen®(7¢")sen (7¢*)e*dx
= J (1 - cos*(7¢))sen (7€") e*dx

= j sen (7e*) e*dx - J cos? (7¢*)sen(7¢*)e*dx

considerar los siguientes cambios de variable:
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dv

primera integral :v="7e* dv =7e*dx porlo que e*dx = -

segunda integral: v = cos (7¢*) dv =- 7sen(7¢")e*dx

 x dv
por lo que: sen(7e)e*dx ==
1f p lf 2,
=) senvdv + ) vdv
3 X
=— 1cos v+ 133 = 1cos (7ex) + L(k)
7 73 7 21

Finalmente:

5 1 cos>(7¢")
fexsen (7e)dx = - —cos (7¢*) + —7  tC

5. Jcos"x dx

J'cos7x dx = J'cos6 xcos xdx = J (1- senzx)3cos xdx
emplear el producto: (a - b)3 =a® - 3a®b + 3ab* - b*
(1 - senzx)3 =1-3 sen’x + 3 sen*x - sen®x

= J (1 - 3 sen’x + 3 sen*x - sen6x)cos xdx

= J cosx dx — 3J sen®xcos x dx + 3J sen*x cos x dx - J sen®xcos x dx

sen3x sensx sen7x

= -3 3 -
senx 3 + 5 -
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Finalmente:

7 3 sen’x sen’x
cos'xdx =senx - sen"x + 3 T T +C

[I. Integrales de la forma:
J tan"vdv o J cot"vdv cosiderando npar o impar

Para estas integrales, se descompone el integrando en potencias par, con la finalidad de

sustituirlas por las siguientes identidades trigonométricas:
tan’x = sec’x - 1 cot’x = csc’x - 1
Los siguientes ejemplos ilustran el procedimiento.

6. Jtan®x dx
J tan’x dx = J (seczx - 1)dx = J sec’x dx - J dx =tanx - x

Asi que

J tan’xdx=tanx-x + C

7. Jtan®x dx

J tan’x dx = J tan’xtan xdx
= J (seczx - 1)tan xdx = J sec’xtan xdx — J tan xdx

= J tan xsec’x dx — J tan xdx
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primeraintegral: seav=tanx dv = secx dx
segunda integral: aplicar (15)

tanzx

= -(-Incosx)

3 tan’x
tan“x dx = > +Incosx+ C

8. fcot4xdx

fcot4x dx
= fcotzx cot’x dx = fcotzx(csczx - 1)dx = fcotzx cscix dx - fcotzx
dx

= J (cot x)zcsczxdx - J (csczx -1)dx
= J (cot x)zcsczxdx— J cscixdx + J dx

primeraintegral: v=cotx dv=- esc’x dx
segunda integral: aplicar (12)

2 173 cot3x
=- vdv+cotx+x:—?+cotx+x:— 3 + cotx + x

Por lo tanto:

4 cot>x
cot” xdx =- 3 +cotx+x+C

9. Jcot®mx dx

J cot°mx dx = J cot>mx cot’mx dx = J cot>mx (csczmx -1)dx

= J cot>mx csc’mx dx - J cot>mxdx

vemos que la segunda integral contiene potencia impar, por lo que se vuelve a descomponer

enuna potencia par:
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= J cot>mx csc*mx dx - J cot mxcot’mx dx
= j cot>mx csc’mx dx - J cot mx(csczmx - 1)dx

= J cot>mx csc®mx dx - J cot mxcscimx dx + J cotmx dx

en las dos primeras integrales realizar el cambio de variable

5 2 dv
v=cotmx dv =-mcsc’mxdx csc'mx =—;

y enlaterceraintegral aplicar (16) con v=mx dv=mdx

——fv dv+—fvdv+fcotmxdx

1v 1v

——Ez+%7+—lnsenmx

1 cot*mx cot2
" + > + In sen mx

Por lo tanto:

5 1 cot4mx cot2
cot mxdxza - + > +Insenmx|+C

4

o TE)ax
Dado que

cotx=

tanx

tan x
f(cot x)3dx = f (tan xtan x)dx = f (tanzx)3dx = f tan®xdx

Ahora _
J tan6xdx = J tan4x tan2 x dx

= J tan4x(sec2x— l)dx
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J tan*x sec’x dx - J tan*x dx
J tan*x sec’x dx - J tan’x tan’xdx

tan*x sec’x dx - J tan’x (seczx - 1)dx

tan*x sec’x dx - J tan’xsec’x dx + J (sec X - l)dx

j tan*x sec®x dx — J tan’xsec’x dx + J tan’xdx

tan*x sec’x dx - J tan’xsec’x dx + J sec’xdx - J dx
tansx tan’x

= - +tanx - x
5 3

finalmente tenemos que:

tan x 3 tansx tan3x
dx = - +tanx-x+C
cotx 5 3

[I. Integrales de la forma

J secC"vdv o J csc"vdv con n par

Para resolver este tipo de integrales basta con descomponer el integrando en potencias

pares para luego aplicar las identidades trigonométricas:
sec’x =1+ tan’x csc’x =1+ cot’x

11. Jsec*6 do

Aplicando férmula inmediata (11)

J sec’60df =tan 6 + C
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12. fsec4xdx

J sectxdx = J sec’xsec’xdx

= J (1+ tanzx)seczxdx

realizar cambio de variable:

2
v =tan x entonces dv = sec”xdx

tan®x

J(1+v2)dv: jdv+Jv2dv= v+%=tanx+

3x
+c

tan
J-sec“x dx=tanx+

13. Jesc®xdx

J cscxdx = J esc*x escPx dx
= J (csczx)zcsczxdx = J (1 + cotzx)zcsczxdx
= J (1+ 2cot’x + cot4x)csc2xdx

= j cscPxdx + 2 J cot®xesc’xdx + J cot*xcscxdx
segunda y tercera integral hacer: v=cotx y dv =- csc’xdx
primera integral aplicar (12) o realizar mismo cambio de variable

=—J dv—ZJ vzdv—J vidv
v

2
=—v-25-—=- v(l +=v? +—v4)

3 5
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2 1
=—cotx(1+§cot2x+§cot4 x)+c

J.csc6xdx:—cotx(1+§cot2x+%cot4 x)+c
IV. Integrales de la forma:

J tan™v secC"vdv o J cot™vesc"vdv m (par)y n (par o impar)

Cuando se tiene este producto de funciones, se pueden integrar aplicando las identidades,
del caso Ill, cuando ™ es par:
sec’x =1+ tan’x csc’x =1+ cot’x

Cuando ™ es impar, buscar que se tengan diferenciales de la forma

secvtanvdv o cscvcotvdv

14. Jtan*xsec*xdx
comones par:

J tan’xsec*xdx = J tan’xsec’xsec’xdx

= J tanzx(l + tanzx)seczxdx
hagamos v=tanx dv = sec’xdx

:JV2(1+V2)dV=Ivzdv+Jv4dV:5+£:tan3X tan’ x
3 5 3 5

tan’x tan®x
3 5

Jtanz xsec* xdx =

15 Jtan3xsec4xdx

comones par:

J tan3sectxdx = J tan>xsec’xsec’xdx

= J tan3x(1 + tanzx)seczxdx
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Sea v=tanx dv = sec’xdx

4 6 t 4 t 6
4 6 4

tan*x tan®x

J.tan3 xsec* xdx =

16. Jtan®xsec*xdx
como m es impar:

J tan®xsec*xdx = J tan’xtan xsecxsec xdx

= J (sec®x - 1)tan xsec x sec’xdx
J (sec®x - 1)(sec®x)tan xsec xdx

= J (secsx - sec3x)tan xsec xdx

sea v=secx dv = sec xtan xdx

4

=J(VS—V3)dv=vadv—Jv3dv=%6—I . 1

sec®x sec'x

6 4

_[tan3 xsec* xdx =

17. Jcot®10xcsc10xdx
como m es impar:

vt sec’®x sec’x

J cot310xcsc310xdx = J cot?10xcot 10xcsc 10xcsc’10xdx

= j (cchIOx - 1)c0t 10xcsc 10xcsc®10xdx
= j (cchIOx - 1)csczloxcsc 10xcot 10xdx

= J (csc410x - csclex)csc 10xcot 10xdx

sea v =csc1l0x dv =- 10csc 10xcot10x dx

1v 1

5

csc®10x

csc>10x

1f 42 1 4 1 2
=70 (17 —v)dv——m vdv+-+ | vidv=-

10 105 t103

csc510x csc310x

3 3 _
fcothxcscledx— 20 + 30 +C
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18. Jcot®xescPxdx
como mes impar:

J cot’xcscixdx = J cot*xcot xcsc xcsc’x dx
= J (cotzx)zcsc xcot x csc’x dx
= J (csczx - l)zcsc xcot x csc’x dx

= J (csczx - 1)2 csc?xesc xcot xdx

= J (csc4x - 2cscix + 1)csczxcsc xcot xdx

= j (esc®x - 2csc*x + cscx)cesc xcot x dx

sea v=cscx dv =-cscxcotxdx

=—J (v6—2v4+v2)dv =—J vodv + ZJ v4dv—J vidv

v v v csc’x _csc’x csCix
=t 2———=— +2 - +c
7 5 3 7 5 3
csc’x _csc’x cscx
J.cotsxcsc3xdx:— 7 +2 PR +c

V. Integrales de la forma:

Jsenmvdv 0 Jcos"vdv m y n par
En este tipo de integrales, aplicar las identidades trigonométricas de angulo doble:

11 1 1

20 _— = 2 _ -, = _=
sen 9—2 2cosZG cos“0 2+2c052t9 senBcosO 2senZO

19. [ sen®*(mx) dx
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fsenz(mx) dx = f(% - %cos (me))dx = %fdx - %fcos (2mx)dx

para la segunda integral hacer v=2mx dv =2mdx

1 1
=—|dx——- cosvdv
ZI Zm'[
1 1 1 1
=X~ g eSenv =-x -7 sen (Z2mx)
2 1 1
sen“(mx) dx = X~ 4, Sen (2Zmx) +C

20. Jcos*xdx

fzd fll 2x |d 1fd 1f 2x d
cos xax = (2+2cos x)x—2 x+2 cos2x dx

Sea v=2x dv=2dx

=%de—%-%fcosvdv

1 1 1

x+Zsenv=§x+Zsen2x

N =

2 1 1
cos xdx=5x+zsen2x+ C

dx

fsensrzx
271. "7 cscmx

67



sen’mx 3 4 s \2
dx = | sen’nx senmx dx = | sen*nxdx = | (sen’mx)*dx

csc mx
= f(l - %cos (27tx))2dx = f(% -(2) (%)(%COS 2mx

1 1 1 2
= (— - Ecos 2mx + ZCOS an)dx

1fd 1f 4 1f 2 4

=7 x—2 COS 21X x+4 cos 2mxdx
1fd 1f 4 lfl 1 4

=2 x—z COS 2TXx x+4 (2+2cos4nx) b

S a3) ALl
1 dx—2 cosandx+8 dx+8 cos 4mxdx

segunda integral v=2nx dv =2ndx

cuarta integral v=4nx dv =4ndx

1 1 1

e E(sen v) + gr + a(sen V)

1 1 1 1

4x " i sen 2mx + 8x + 307 sen 4mx

f sen37rxd 3 ) 1 A c
p— x = 8x—4nsen X + 327Tsen X +
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29. Jsen®x cos*x dx

f 2 2, fl 1 ) 1 1 2\
sen“x cos“x dx = 5 ~ 5008 2x 2+2cos x |dx

aplicando (a+ b)(a-b) =a®-b*

fl 1 2 1f lf 2 1 1f1 1
= (4—4605‘ Zx)dx—4 dx—4 cos 2xdx—4x—4 (2+2cos4x)dx

1 1J‘ 1f
—4x—8 dx—8 cos 4xdx

sea v=4x dv =4dx

1 1 11
=Zx——x cosvdv =

8" "84
1 1 1 1
= 8x— 325env— 8x— 325en4x

f 2 Zd—l ! 4x +C
Sen x cos x x—8x—3zsen X +

VI. Integrales de la forma:

J sen mxcos nx dx J senmx sennx dx J cosmxcosnxdx m#*n

Cuando el integrando se compone de estos productos, aplicar las siguientes identidades

trigonométricas:

1 1
Sen xcosy = sen (x+y) +Esen (x-y)
1
sen x seny = -cos (x-y)- 5cos (x+y)
1 1
€OS XCOS y = COS x-y)+ 5€0s (x+y)
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23. J sen 7xcos 2x dx

1
fsen 7xcos2xdx ==

1

2

V=

2

2

1
fsen (7x + 2x)dx + —fsen (7x - 2x)dx

2

1
fsen 9xdx + —fsen S5xdx

9x dv =9dx v =5x dv=>5dx

:loljsenvdv+loljsenvdv
29 25

cos9x cosb5x

1
-cosv) +—=(-cosv) =- -

18 10

cos9x cos5x

18 10
Por lo tanto:
fsen 7xcos 2x dx =-
24 Jsen 7xsen 2x dx
1
sen 7xsen 2x dx = E

1

v=>5x dv=>5dx v

18 10 ¢

1
fcos (7x - 2x)dx - Ef cos (7x + 2x)dx

il
2fcos Sxdx - E cos 9xdx

=9x dv =9dx

11 11
=—-—Jcosvdv——-—jcosvdv
25 29

1 1

sen5x sen9x

=Esenv—ﬁsenv: -

Por lo tanto:

fsen 7xsen 2x dx =

25.

)

S

10 18

en5x sen9x

fcos 7xcos 2x dx

1
cos 7xcos 2x dx = >

10 18 +C

1
fcos (7x - 2x)dx + Efcos (7x + 2x)dx
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il il
= E cos 5xdx + E cos 9xdx

v=>5x dv=>5dx v =9x dv =9dx

11f llf
=35 cosvdv+29 cos vdv

1 1 sen5x sen9x
—1Osenv+1853nv— 10 + 18
Por lo tanto:

f p sen5x sen9x
sen 7xsen 2x dx = 10 + 18 +C

1.8. Integracion por partes

Este método es util cuando se tiene el producto de dos funciones. La férmula para

integracion por partes es:

J udv = llU—J v du

Esta formula se deduce de la diferencial del producto de dos funciones.

d(uv) =udv + vdu

Despejando % 4V

udv=d(uv)-vdu

Al integra la expresion, se obtiene dicha férmula.
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Esta férmula permite expresar la integral original en términos de otra mas facil de integrar,

dependiendo de la manera en que se seleccione ¥ @V_ Dado que es fundamental escoger

estas partes de la integral original, se sugiere para su eleccién:

a) Determinar la parte del integrando ¥ tal que al derivarla resulte una funcién mds

sencilla que . El resto del integrando se tomara como 4.

b) Determinar como @V la parte del integrando que sea mas complicada y que se pueda

integrar, asi el resto del integrando se tomara como Y.
Para los siguientes casos se utiliza esta técnica de integracién por partes:

Algebraicas) por (trigonométricas)
Algebraicas) por (exponenciales)

Algebraicas) por (logaritmicas)

(
(
(
(Exponenciales) por (trigonométricas)
Logaritmicas

Trigonométricas inversas

(Algebraicas) por (trigonométricas inversas)
Veamos algunos ejemplos:
1. J\ sen x dx

Sean u=x y dv =senx dx
entonces du=dx y v= J dv = J senx dx =-cosx

Sustituyendo en la férmula

J X sen x dx =— xcos x — J (- cosx)dx =—xcosx + J Cos x dx =— xcosx + sen x
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Por lo tanto:

J xsenxdx =senx—-xcosx+C

9 Jxe" dx

Sean u=x y dv=e¢'dx _
entonces du=dx y v= J dv = J e‘dx=¢"
Sustituyendo en la férmula

J xe' dx = xe" - J e'dx=xe" —e¢"' =e'(x-1)
Por lo tanto:
J xetdx=e¢"(x-1)+C

3. JxIn x dx

Sean u=Inx y dv =xdx

2
dx X

entonces du = vy v=Jdv= | xdx= >
X

Aplicando la férmula

)

2

fl | x“1 J‘xzd,\' le lf { x'l
,\11,\(,\—211,\— 2/\’—211,\—2 ,\c,\—zn,\—z

Por lo tanto:

X X
fxln xdx = > Inx-—+2C

4. JInxdx

Seanu=Inx y dv=dx

dx
entonces du = y v= fdu = fd,\' =X
x

Aplicando férmula

dx
fln xdx =xlnx - f —=xlnx- fdx =xlnx-x
v
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Por lo tanto:

J Inxdx=x(Inx-1)+C

5. J arc sen ax dx

Sean u=arcsenax y dv=dx
adx

entonces du=—/—= Yy v=x
/ 2
1-(ax)

Aplicando férmula

ax dx
arcsenax dx =xarcsenax — | —————
N
~1-(ax)

Ahora aplicar un cambio de variable para la nueva integral

dv
-2a

2. 2 2
sea v=1-ax dv =-2a"xdx entonces axdx =

SO

ax (1,\' 1 dU 1 f . 1 .\/E 1 i
J‘T”X)Z__Z ﬁ——z v du__Z T __;m
2

Asi:

1
. <~ 2
farc senax dx = x arcsen (ax) +—./1 - (ax)"+ C
a

6. J x arctan (x) dx

Sean u=arctanx y dv =xdx
)
dx X

entonces du =—— Y V= >
1+x

Aplicando la férmula
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7

f o d x° fxz dx
x arctan (x) dx = “ctan x - —
= 2 2 \1 +x*°

Obtengamos la nueva integral, para ello, se realiza la division:

x* lf X dx
= arctanx —— | ——
2 2 1 _|_ ,\’Z

x° 1
= 1-—
x“+1 x“+1
lf xdx f { f dx X 1
— dx - ———arctan x
2J 9 + \' 1+ \' 2
Por lo tanto:

1 X
x arctan (x) dx = x arctan x + Earctan X - > +C

X
7. Je“cos x dx

X
Sean u=¢ y dv =cosxdx
X
entonces du=edx y v= J dv = J cosx dx = senx
Asi:
X X X
J ecosxdx =esenx - J e sen x dx

La nueva integral tiene que resolverse nuevamente por partes, asi que:

u=e' y dv=senxdx
X
du=e y v= J senx dx =-cosx
Por lo que
X X X - X X
J e'senxdx=-¢cosx - J e'(-cosx)dx =—e'cosx + J e'cos x

Sustituyendo
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X X X X X X X
J e'cosxdx =esenx- (— e cosx + J ¢ COS ,\') =esenx+e cosx— J ¢ COS X

’ X X X ’ X
J e‘cos x dx = e'sen x + e cos x - J e'cos x
. [ oV e .
Despejando Je"cos X se obtiene que:
e'sen x + e'cosx + J e‘cosx dx = e'sen x + e'cos x

2Jex cosx dx =e"(senx+cosx)+c

Finalmente:

X
e

e'sen x + e'cosx = ?(Sen x+ cosx) +C

8. Jx*In x dx

Sean u=Inx y dv=x"dx

dx xt
entonces du = . y v= 2
. ¥t ,\'4(1,\” Xt 1 . ,\'4 1 x4
f,\’glll xdx = 2 In x - f 1 x = 2 Inx - fo‘“dx = 2 In x - Z( 4)
X X!
f,\'"ln xdx = Zln X - E + C

9. Jsec?x dx
Primeramente se descompone la integral de la siguiente manera:

3 2
sec xdx = | secxsec xdx

)
Sean u=secx y dv =secxdx

7
entonces du=secxtanxdx y v= J sec”x dx =tan x

J sec “x dx = sec xtan x — J tan x(sec xtan x)dx

3 2
sec”x dx =secxtan x — secx tan”x dx
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i
J sec x dx = sec xtan x — J secx (scc'x - l)d,\’
, . 2 2
por la identidad: tan"x = sec”x -1

J sec “x dx = sec xtan x = sec xtan x - J sec’x dx + J sec xdx
J sec "x dx + J sec “x dx = sec xtan x + J sec xdx
2 | sec®x dx = sec xtan x + In (sec x + tan x)

Finalmente:

Y 1
fsec “xdx = > [sec xtan x + In (sec x + tan x)| + C

f ,'\’. dx
10. b+

Descomponer la integral de la siguiente manera:

f x° | f x’x {
———dx = | ———dx
q/b+,\'2 «/b+x“j

x dx

)
Sean u=x" y dv = —
b+ x°

X dXx
entonces du=2xdx y v= f\/: Jb + x*
b+ x

Para obtener V la integral se resuelve haciendo un cambio de variable:

; dt
sea t=b+x" asi dt =2xdx y xdx ==
1
1 it S
X dx ( 5 4
f f f zdt:———\ﬁ:q!b-l-x“}
b + x° 2 i
2

Sustituyendo en la férmula
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2
o]

X . : :
f—. Ix = x°\Jb + x° - fZ,\' A b+ x2dx
b+ x')(

e ) i i
f—. Ix =xJb +x" - ZJ‘JI) + x“x dx
NIES ,\'“)(

Esta dltima integral se resuelve aplicando nuevamente cambio de variable

dt

sea t=b+x* asi dt = 2x dx y xdx = >

1
1f* 1t s 1 5
/ 2 _ V2, > __-.3__ 2\2
fb+xxdx—2 tdt—23—3t —3(b+x)
2

Finalmente:

- : 5 2. 5
f —dx = N (R

b+ x*

1.9. Integracion por fracciones parciales

Este método se aplica cuando la integral se hace respecto a una funcién racional:

ke

Donde P(*) ¥ Q(X) representan polinomios, de manera tal que () tiene grado menor

que Q(x)
En este método de integracion se presentan varios casos.

Caso 1. El denominador tiene Gnicamente factores de primer grado y no se repiten.
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Esto permite que a cada factor le corresponda una fraccién parcial como se indica:

A
ax+Db

factor de la forma:ax+ b  le corresponde

lo que implica que la constante 4 debe determinarse.

f dx

1.7 x*-11x+30

fxz_iimo:f(x—sc)b(cx—6):f<xils>d"+f(x:)d"

Para obtener las constantes Ay B, habra que determinar las

fracciones parciales, cuya suma, resulte en la fracciéon original:

1 A B A(x-6) +B(x-5)
(x-5)(x-6) (x-5)  (x-6) (x-5)(x-6)

para ello, los numeradores deben ser iguales

1=A(x-6)+B(x-5)

desarrollando y factorizando se tiene:

1=Ax-6A+Bx-5B=(A+ B)x-6A-5B

lo que genera el siguiente sistema de ecuaciones:
A+B=0
-6A-5B=1
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como ejercicio el lector debe comprobar que la soluciones:tA=—-1yB =1

A B dx dx
f(x—S)dx+f—(x—6)dx:_fx—5+fx—6:_ln(x_5)+ln(x_6)

dx
—~ . .= -In(x-5+In(x-6)+c
x"-11x + 30
de acuerdo con las leyes de los logartimos:
a
logab =loga +loghb loggzloga—logb
1
loga" =nloga logh/a =£loga
log1=0 log,a=1

elresultado de la integral puede ser expresado de la siguiente manera

dx xX-6
2—=ln(x—6)—ln(x—5)+C=1n( )+C
x“-11x+ 30 x=5

(4x-2)
2 fxg—xz—Zxdx
primeramente factorizar el denominador

4x -2 4x -2 4x -2

x3—x2—2x—x(x2—x—2)—x(x‘z)(x+1)

4x -2 A B C

=—+—+

x(x-2)((x+1) x x-2 x+1
A B c Ax-2)(x+ 1D+ BxX)(x+1) +C(x)(x-2)
xtx2txy1- x(x-2)(x+1)

igualando numeradores:
dx-2=Ax-2)(x+1)+Bx)(x+ 1)+ C(x)(x-2)

desarrolando y factorizando se tiene:
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4x -2 =A(x2—x—2) +B(x2+x) +C(x2—2x)

4x -2 = Ax* - Ax - 2A + Bx* + Bx + Cx* - 2Cx
4x-2=A+B+0)x*+(-A+B-2c)x-24

lo que genera el siguiente sistema de ecuaciones:
A+B+(C=0

-A+B-2c=4

-24A=-2

comprobar que la soluciones: A=1,B=1y(C=-2

f(4x—2)d fA B ¢\, f1 1 -2y
x3—x2—2xx— (x+x—2+x+1) x= (x+x—2+x+1)x

fdx fdx Zf dx
N x+ x-2 x+1

=lnx+In(x-2)-2In(x+1)

aplicando leyes de logaritmos:

x(x-2) x* - 2x

(x + 1)? n(x+ 1)2

=lnx(x-2)-In(x+1)?=1In

Finalmente:

2

(4x - 2) x"—-2x
3—2dx:ln—2+C
X —-x"-2x (x+1)

Caso Il. El denominador tiene unicamente factores de primer grado y algunos se
repiten.

En este caso si se tiene un factor de la forma:

(ax+ b)"
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Se lleva a cabo una suma desarrollada de la siguiente forma:

A B C K
+ + R
(ax+b)" (ax+b)"" ' (ax+b)""? ax+b

De manera que habra que determinar todas las constantes: 4 B, C,-.K

2
X
3, Jaydx

Observando el denominador, se concluye que hay tres veces el mismo denominador:

(x-1°=(@x-Dx-1Dx-1)
Entonces se debe desarrollar una suma como sigue:

x2 A B C
= + +
x-1° (x-1° (x-1p* x-1

A B C A+B(x-1)+C(x-1)°
-1 -1 1 (x-1)°

A+Bx-B+C(x*-2x+1) A+Bx-B+Cx*-2Cx+C
= (x_1)3 - (X—1)3

x* B cx*+(B-2C)x+A-B+C
(x-1y’ (x=1)°

igualando numeradores:

x*=Cx*+(B-20)x+A-B+C
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se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones:

A-B+(C=0
B-2C=0
c=1

solucién del sistema: A=1,B=2 y (C=1
_f x? . f( A .\ B .\ C)d
X = X
(x-1)° x-1° (x-1* x-1
f( 1 2 1 )d dx ) dx dx
= + + X = + +
x-1° (x-1* x-1 (x-1)° (x-1)* Y x-1

:f(x-1)‘3dx+2f(x—1)2dx+f%

x-D7% J[x-17
= > +2[ 1 +In(x-1)
1 1
:—z(x_1)2_2 -1 +In(x-1)

Se concluye que:

f < d ! - In(x-1)+C
X =- - +In(x-1)+
(x-1)3 2(x-1)% x-1

f4x2—8
— _ L,aXx
4. x3+2x2

. . 2 .
Al factorizar el denominador se observa que el factor X, es repetible:

x3+2x2=x2(x+2)=x-x-(x+2)

4x*-8 4x*-8 A B C
3 2= 2 St T
x4 2x" x*(x+2) x* X x+2
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C  A(x+2)+ Bx(x +2)+ Cx*
x+2 xz(x+2)

B
—+
X

A
=—+
x2

Ax+2A+Bx* +2Bx + Cx* (B+CO)x*+ (A+ 2B)x + 24
xz(x +2) xz(x + 2)

al igualar numeradores:
4x*-8=(B+C)x*+ (A+ 2B)x + 24
resulta el siguiente sistema de ecuaciones:
B+C=4

A+2B=0

24 =-

cuya solucibnes: A=-4 B=2y (C=2
4%° -8 4x* -8 A B C
ﬁdx= 2—dx= —2+—+ dx
X"+ 2x x“(x +2) x> X x+2
f—4 2 2 p 4fdx 2fdx ) dx
B x2+x+x+2 = x2+ PN

=—4fx_2dx+2f%+2f dx
X x4+ 2

-1
X 4 4
=—4(_—1)+21nx+21n(x+2)=;+ 21nx+21n(x+2)=;+ 2In x(x + 2)

Por lo tanto:

4x* -8 4
— Sdx=—+2Inx(x+2)+C
x” + 2x X
Caso lll. El denominador tiene factores de segundo grado y ninguno se repite.

. 2 .
En este caso se considera que para un factor de la forma: @X" +bx+¢ se |e asocie una

fraccion con la forma:

84



Ax+ B
ax’ + bx + ¢

Asi, en cada fraccion sera necesario determinar las constantes: 4Y B

dx
5. 3 +x

Al factorizar el denominador del integrando tenemos:

f dx f dx
x3+x_ x(x2+1)

. - 2
Lo que resulta en un factor lineal ¥y en un factor cuadréatico *” 1, el cual no se puede

factorizar nuevamente. Por lo tanto las fracciones parciales seran:

1 A Bx+C

+
C+x X P41

é+ Bx+C a(x* +1)+(Bx+C)x _ Ax*+ A+ Bx* +cx _ (A+B)x* +Cx+A
x x4+l x(x*+1) x(x*+1) x(x*+1)

igualando los numeradores:

I1=(A+B)x*+Cx+A

obteniendo el siguiente sistema de ecuaciones:
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cuya soluciénes: A=1 B=-1 C=0
fdx f dx f(A Bx+C)d f(l —x+0)d
=)|——=]|z+ x=| |-+ x
X+ x x(x*+1) X x4 X xr 41
dx X
= —- > dx
X x+1

enla segunda integral: v = x*+1 dv=2xdx

1 (dv 1 1 2
—lnx—2 v—lnx—zlnv—lnx—zln(x +1)

aplicando leyes de los logaritmos:

2Inx - In (xz + 1) 1 1 1 x*
_ _ = : 2 __ 2 2 _-
= > —2[21nx In (x +1)] 2[lnx In (x +1)] zlnx2+1
Finalmente:
dx 1 x°
==In +C

x3+x 2 x2+1

3x* + 2x -2
2 N, .ax
6. (F+x+4)(x+2)

Se puede observar que el término cuadrdtico no se puede factorizar, por lo cual, las

fracciones parciales correspondientes seran:

3x° +2x -2 Ax +B C
2 =2 t T2
(" +x+4)(x+2) x*+x+4 xt
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Ax + B ¢  (Ax+B)(x+2)+Cc(P+x+4)
+ =
X +x+4 Xt2 (xX*+x+4)(x+2)

Ax* + 2Ax + Bx+ 2B+ CxX* + Cx+ 4C (A+0O)x* + QA+ B + O)x + (2B + 4C)
(P +x+4)x+2) (*+x+4)(x+2)

procedemos a igualar los numeradores:
3x° 4+ 2x-2=(A+0Ox*+ QA+ B+ Ox + 2B + 4C)
generando el siguiente sistema de ecuaciones:

A+C=3

2A+B+C=2

2B +4C =-2

cuya soluciénes: A=2 B=-3 C=1

3x% + 2x - 2 Ax + B C 2x -3 1
5 dx = 5 + dx = 5 + dx
(*+x+4)(x+2) X +x+4 Xt2 +x+4 xt2

fo—Bd fld
= x + 12

x2+x+4

enlaprimeraintegral hacer: v= X +x+4 dv= (2x + 1)dx

Para tener la diferencial completa habra que sumar y restar 1:

f2x+1—3_1d f 1 4 f2x+1_4d f 1 4
= Xt ) xr2%=) 2 ) iy

x2+x+4 x“+x+4
f 2x+1 p 4f dx f 1 4
= | ———dx- + x
X +x+4 X +x+4 x+2
2 dx
=ln(x +x+4)—4 ———+In(x+2)
x“+x+4

para la integral faltante habra que completar el TCF

11 1 15 1\, (15
xz+x+4:x2+x+Z—Z+4=x2+x+Z+T=( )2+( )2

T
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Aplicar la férmula (19)
1
X+ >

NS
2

arctan

2 2

f dx dx 1
x2+x+4_( 1)2 (\/ﬁ)z_\/E
X+ ="+ T

2 2x+1
=——=arctan

Ji5 Ji5

Sustituyendo en el resultado parcial obtenido:

2x+1

=In (x2 +x+ 4) —4(\/%arctan( 715 )) +1n (x + 2)

In (< " 8 (2x+1) 1 ,
= - ——=arct
n(x"+x+ \/Earcan \/ﬁ +1n (x + 2)
Finalmente el resultado es:
f 3x° + 2x - 2 dx = In (2 9 8 (2x+1) n (4 2) 4 C
x=In{x"+x+ - ——=arctan + In (x + +
(X +x+4)(x+2) 715 715

Caso 1V. El denominador tiene solo factores de segundo grado y algunos se repiten.

Cuando se tiene un factor cuadratico de la forma.

(ax* + bx +¢)"

Las fracciones parciales se obtienen de una suma desarrollada de la forma:
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Ax+ B Cx+D Ex+ F Kx+L
+

+ + Ft—————
(ax*+bx+c)" (ax*+bx+c)" ' (ax®*+bx+c)"? ax’ +bx +c

Teniendo que determinar las constantes: 4B,C.D,E,F..Ky L

f8x3 +16x
———dx
7. (Jc2 + 4)2

8x3+16x_ Ax + B +Cx+D
(x2+4)2_(x2+4)2 XX+ 4

Ax+ B Cx+D Ax+B+(Cx+D)(x2+4)
= + =
(x2 + 4)2 x* + 4 (xz + 4)2

_ Ax+Bx’+4Cx+Dx’+4D Cx’+Dx’+Ax+4Cx+4D+B
(x> +4) (x> +4)

igualando los numeradores:

8x> + 16x = Cx*> + Dx* + (A + 4C)x + B + 4D

se tiene el siguiente sistema de ecuaciones:

8
0
4C=16
4D =0

w0
++ 1

-16x+0 8x+0
+
(x2+4)2 x* + 4

cuya soluciénes: A=-16 B=0 C=8 D=0
Ax+B Cx+D

f8x3 + 16xd f s . f
—_—dx = X =
(x2 + 4)2 (xz + 4)2 x* 44
16f xdx 8f xdx
= _— =
(x* + 4)* x*+ 4
dv

para ambas integrales v= x*+4 dv=2xdx xdx= >

dx
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16 8 (dv 8v‘1
2 2J v Cl-1

8
=——|vidv+=-| —= —)+4lnv=1—]+4lnv

8
2
=———+4In(x"+4)
x“+4

Finalmente el resultado queda asi:
f8x3 + 16x 8

X = +4In(x*+4)+cC
(x* + 4)* x* 44 ( )

f8x2 +5x+18

8 = (4x*+9) .

Se observa que el término cuadratico es repetible, por lo que empleando fracciones

parciales, se tiene:

8x’+5x+18  Ax+B ,Cx4D
(42 +9)%  (4x*+9)* 4% +9

Ax + B + (Cx + D)(4x* +9)
B (4x2 + 9)2

Ax + B+ 4Cx> + 9Cx + 4Dx* + 9D  4Cx> + 4Dx* + (A+9C)x + B+ 9D
(4x* +9)? (4x* + 9)?

igualando los numeradores:

8x% + 5x + 18 = 4Cx> + 4Dx* + (A+9C)x + B + 9D

obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones:

4C=0
4D =8
A+9C=5

90



B+9D =18
cuya soluciéon al sistemaes: A=5 B=0 C=0 D=2

5x+0 Ox + 2

= +
f((4x2 +9)% 4x*+9

dx

Ax+ B Cx+D)
+
(4x* +9)* 4x*+9

f8x2 + 5x + 18d f
X =
(4x* +9)?

c f xdx ) dx
=5)——+
(4x* + 9)? 4x* +9
parala primera integral v= 4x*+9 dv =8xdx

para la segunda integral aplicar (19) vV=4x* v=2x a*=9 a=3

1 (dv 1 dv
=5—=-)—+ 2= 5

8 vz 2 v2+a
5 -2, f dv
=3 v v+ v2+a2

1. 1
= 2(——)+—arctanK+C
8 v a a

5 1 (2)6)
=——————+—arctan| — |+c¢
8(4x+9)" 3 3

Finalmente el resultado es:

8x% + 5x + 18 5 1 2x
=———F—+4 —arctan (—) +C

dx =-
(4x* +9)? 8(4x*+9) 3 3
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1.10. Integracion por sustitucion trigonométrica

Este método consiste en llevar a cabo un cambio de variable mediante funciones

trigonométricas.

Existen integrales cuyo integrando contiene expresiones de la forma:

2 2 2 2 2 2
a -u-, u”+a’, u- —-a

Integrales con la expresion:

aZ - llz

Hacer el siguiente cambio de variable
u=asenz - du=acoszdz

Sustituyendo en la expresion

2 2 2 2. 2 2 2. 2.2
a? —u? = Ja’ - a*sen’z = Ja“ (1 - sen"z) = \Ja*cos*z = acos z

a2 — y2
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Este resultado simplificara el proceso de integracion.

Integrales con la expresion:
Ju© +a®
Hacer el siguiente cambio de variable:

2
u=atanz . du=asec°zdz

Sustituyendo en la expresion

) ) 2 ) 2 2 2 2 2
\/u“ +a = \/a“tan“z +a"=.ja (t(m z+ 1) =.a"sec z=asecz

a2 — y2

Este resultado simplificara el proceso de integracion.

Integrales con la expresion:

uz - (lZ

Hacer el siguiente cambio de variable:

u=asecz - du=asecztanzdz

93



Sustituyendo en la expresion

2 2 2.2 2 2,2, 2, 2
U —a- =.a‘sec’z-a" = . ja (bc’c A—l)z a‘tan“z = atan z

a2 —y2

Este resultado simplificara el proceso de integracion.

Veamos algunos ejemplos:

dx

1. f.\qf,\-' +36

2
El integrando contiene la expresién: VX~ + 36

YA ) 7
sea u"=x" & u=x y a =36 -~ a=6

aplicando u = atanz

2 2
x=06tanz— dx=06sec"zdz +jx“+ 36 =06secz

1
f dx f 6 sec’z dz fsecz [ 1fcosz{ 1f |
Yl + 36 ~J 6tan z(6secz) J 6tan z( ‘= 6J sen z( ‘= 6 sezaz
oS z
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1
—In (csc z - cot z)
6

Para regresar el cambio de variable nos apoyamos con el siguiente tridngulo:

Vx2+ 36

X
Y4
6
)
AfXT + 36 6
cSsCz=—"—"- cotz=—
X X

J

1 1 («/,\”2+36 9)

(ln (cscz—-cotz) = Elll P Y

Finalmente el resultado es:

2
El integrando contiene la expresion: 16 - x

2 2 2
sea wW=x" + u=x y a=16 -~ a=4
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aplicando u=asenz

)
=4senz — dx =4coszdz AJ16-x"=4cosz

16 sen‘z ,
\/7 (4cox z)dz =16 | sen“zdz
16

Aplicando identidad...

fl 1 { 16 | 16f {
=16 (2—2c052z)(1—2 (4—2 cos (2z)dz

hacer v=2z—- dv = 2dz

8

=8z - Ef cosvdv =8z-4senv =28z - 4sen (2z)

aplicando la identidad: 2 sen zcosz = sen 2z
=8z-4(2senzcosz) =8(z- sen zcos z)

Para regresar el cambio de variable nos apoyamos con el siguiente tridngulo:

V16 — x?
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X A/ 16 — X

senz =— COSz =
4 4

= 8(z - sen zcos z)

4

sl

arc sen —; —
4 4

2

X\ X416 —,\'2
=8 arcsen (Z) -

Finalmente el resultado es:

f x* (\) XA[16 — x*

)d,\' =8arcsen|— >

J16 - x*

+C

2

El integrando contiene la expresién: v~ =7
2 2 9
sea uw=x" " u=xy a =7 - a:\ﬁ

aplicando u = asecz

X = \ﬁsec z = dx = \ﬁsec stanzdz  AJx° -7 = \ﬁtan z
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_[ dx _[ J7 ez tan(z) e+ dz 1 dz
xzx/ x> =17

1
7 Secz(z) . ﬁtan(z) - 7 sec(2) = 78671(2) +c

Para regresar el cambio de variable nos apoyamos con el siguiente tridngulo:

V7

sen z =

1 1 (2 -7
—75(377[—7 X

Finalmente el resultado es:
f dx «/xz -7
,\'2 {,\’2 -7 7x

+C

11. El concepto de area

Tenemos una idea intuitiva del area. Es una medida que nos dice sobre el tamafio de una
region que es "La parte de un plano" encerrado por una curva cerrada. Desde la época de

los antiguos griegos, los matemdticos han intentado calcular dreas de regiones planas. La
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region mas basica es el plano ;Es el rectangulo cuya area es el producto: base por altura ?

A=bxh h

Los antiguos griegos utilizaron la geometria euclidiana para calcular las areas de
paralelogramos y triangulos. También sabian como calcular el area de cualquier poligono

dividiéndolo en Tridngulos a los planos. Sabemos que el area de un tridngulo viene dada

A=Lpn
por 2
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Aqui definimos el drea de una regién de un plano, donde la region esta limitada por una
curva. Para ello, debe entender que el area de un poligono puede definirse como la suma
de las areas de triangulos en la que se descompone, y se puede demostrar que el area asi

obtenida es independiente de como se descompone el poligono en triangulos.

Cuando consideramos una regién con un limite curvo, el problema de asignar el area es
mas dificil, fue Arquimedes (alrededor de 287-212 aC), quien proporcioné la clave para
L . , s N )
una solucién por ingenioso uso del "método de agotamiento". Con este método, he
encontrado el area de regiones complejas, mediante la inscripcién de poligonos mds
grandes y mds grandes de area conocida en tal region de modo que eventualmente seria

"agotado".

Los poligonos circunscritos. Es el historico que da origen a la definicién moderna de édrea

derivida de Archimedes. El método de agotamiento es un tributo a su genio.

Aqui, utilizaremos el problema del area calculada para motivar la definicion que
llamaremos integral definida de una funcién continua. Entonces, usaremos la integral
definida para calcular el drea de una region. Finalmente, el teorema fundamental del
calculo integral proporcionar un método simple de calcular muchas integrales definidas,

en términos de nimeros que pueden representar varias cantidades.

000
(2
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Consideremos ahora una regién en el plano como se muestra en seguida. Esta limitado
por el eje x, las lineas X=a y x=b, y la curva que tiene la ecuacion y=f(x), donde f es una

funcién continua en el intervalo cerrado [a, b].

v =)

Y =

flx)=x2

Y=
=

Podemos definir una regién poligonal contenida en R. Para este propdsito, inscribimos
rectangulos en la region R, como se muestra en figura de arriba. Entonces la suma de las
areas de los rectangulos es menor que el area de R. O la suma de las areas es mayor para

rectangulos como los sigueintes.
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fx) =2 fly=x

Una observacion crucial para hacer sobre este proceso es que a medida que las bases de
los rectangulos se hacen mas pequeios y mas pequenos, la suma de las areas de los

rectangulos parece acercarse al drea exacta de R. Esto sugiere que el area de R debe
definirse como el limite Ax que tienden a cero, de la suma de las 4reas de rectangulos

inscritos o circunscritos. Nuestra definiciéon de area se basard en esta idea. AX es la base
del rectangulo y las halturas h=f(x). Nuestra afirmacién hasta ahora sobre el area de R se

ha apoyado en las siguientes tres propiedades basicas que esperamos que el area posea:

(1) Las propiedades rectangulo: El drea de un rectdngulo es el producto de su base y altura
(esta propiedad se trata como la definicién de drea de un rectangulo).

(2) Las propiedades de la adicion: El drea de una region compuesta de varias regiones mds
pequeias que se superponen en un segmento de linea como maximo es la suma de las
areas de la menor regiones.

(3) La propiedad de comparacioén: El drea de una region que contiene una segunda regién
es al menos tan grande como el 4rea de la segunda region.

Es importante entender dénde se emple6 cada una de estas propiedades en la discusion

anterior. Ellas jugaran un papel importante en la definicién del 4rea a ser discutida.

Considere una funcion y=f(x) que es continua y positiva en un intervalo cerrado [a, b].
Pensamos en la funcién representada por una curva y consideramos el area de la region
que esta limitada por la curva, a los lados por las rectas x=a y x=b y por debajo por la

porcion del eje x entre los puntos a 'y b.
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I
\z

Y =

0 a b

Que haya un significado definido al hablar del drea de esta regién es una suposicion

. R . . F’
inspirada por la intuiciéon. Denotamos el area de esta regiéon por "« vy la Ilamamos la

integral definida de la funcién f(x) entre los limites a y b. Cuando en realidad buscamos
asignar un valor numérico a esta drea, encontramos que, en general, no podemos medir
areas de tales regiones con limites curvos. Sin embargo, hay una salida. Adoptamos un
método (basado en el método de agotamiento de Arquimedes), que como vemos se aplica
a regiones mas complejas. El método implica la suma de las areas de rectangulos
infinitesimales por debajo de cada punto de la curva, curva formada por puntos que
pertenecen a un lado de un poligono regular de n nimero de lados: circulo.

Definicién: Sea f constante y no negativo en [a, b], y sea R la regién limitada por la grafica
de f, por debajo del eje x de izquierda a derecha por las lineas x=a y x=b. Entonces,

llamamos a R la regién entre la grafica de f y el eje x en [a, b], y el drea de R se define por
b
[ fxydx

Si f estd limitada en [a, b] y si es continua alli en un ndmero finito de puntos, entonces f es

integrable en [a, b].

[ £rde= lim Y, £x)Ax,
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12. Teorema fundamental del calculo

Hasta ahora, los procesos limitantes de la derivada y de la integral definida han sido
considerados como conceptos distintos. Ahora reuniremos estas ideas fundamentales y
estableceremos la relaciéon que existe entre ellas. Como resultado, las integrales definidas

pueden ser evaluadas de manera mas eficiente.

Hemos definido la integral definida

[ fGxyax

como el limite de una suma y ha tenido aplicacién practica en la estimacién de la
integral. El calculo de integrales definidas de esta maner siempre es tedioso, generalmente
dificil, y aveces imposible.

Como la evaluacion de la integral definida

[ r(xyax

tiene una gran variedad de aplicaciones importantes, es altamente deseable tener una

manera facil de calcular a

[ feoyax

Para tal propésito de aqui se desarrollar un método general para evaluar de una manera
muy simple. A partir de la definicion de la funciéon de area A(x), declaramos sus dos

propiedades inmediatamente:

A(a)= [ f(x)dx

, Ya no hay area en a porque Ax=0
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Ab)= [ f(x)dx

, representa el drea de entre a 'y b.

El terorema fundamental del calculo nos dice

[ feoydx=1'(b)- f'(c)

- Uf(x)dx} = F(%)

a

Es decir la integral es la antiderivada.

Por ejemplo, dada

%ﬁﬁ dt}

Solucion:

x 4 4
i J.Z‘Sdl‘ :i t_ :i X__l :X3
dx| dx 4I de| 4 4
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Ejercicios resueltos de técnicas de
Integracion

1
dx
1.- J \/; +9
Solucion:

1 du —de
Para la funcién Jx+9 , sustituimos %= ‘/;, y 24x

para la integral #+9 | la dividamos:

ZZJ(I_ui9)du

Las integral la resolvemos como sumas de integrales:

= —18Ju19 du+2j1du
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1

Para la integral #+9 , substituimos s=u+9 y ds=du:

=—18J§ds+2j‘ldu

1

Integramos $ como log(s):

=—18log(s)+2[ 1du

La integral de la contante:
=2u—18log(s)+C

Sustituimos para s=u+9:
=2u—18log(u+9)+C

Substituimos para 4= Vx.
=2Jx—18logWx +9)+C

Por tanto la solucion es:

jﬁ dx=2(/x —9log(\x +9)+C

Solucion:

X

Para la integral Va© +4 , subtituimos u=x2+4, y du=2xdx.
1¢1
=—[—d
2L/Z !
1
Pala integral de Ju , es 2\/;;
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=Ju+cC

Sustituyendo # =x"+4, por tanto la solucién es:

j 2x - dx=x’+4+C
Vx© +

3. J.e‘/"? dx

Solucion:

R o
Para la funcién €™, subtituimos u=x+1 y du=dx:
= Jeﬁdu

1
ds=——

Para integrar e‘/;/ substituimos $ :\/;, y 2Ju
= 2Jessds

s deo = _ d
Para integrar €'s, se hara por partes, .[f §=1J8 Jg If
f =9, dg = esds,
df = ds’ g = eS

=2e's— 2J.es ds

, por tanto:

Integrando €’ :

=2e's—-2e'+C

Sustituyendo § = ‘/;:
=2¢"Vu -2 +C

Sustituyendo u=x+1:
=2e" x4 1-2e" 4 C

por tanto la solucién es:
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J-e‘/m dx=2em(\/x?—1)+C

4.J ! dx

Vx'+4
Sustituyendo
x=2tan(u) y dx=2sec’(u)du

Entonces

2sec’u secu du
J 2

—_—du—
Jatan®u+4

Multiplicando numerador y denominador de sec(u) por tan(u) +sec(u)

- '[sec udu

du sustituyendo s =tanu+secu y ds =sec’ u+(secu)(tanu)du

_[ sec” 1+ (secu)(tanu)
secu +tanu

Entonces
1
j—ds —log(s)+C
S

ahora sustituyendo s

log(tanu +secu)+C

tenemos sustituyendo u tenemos

log(tan(tan™ (g)) +sec(tan™ (g))) +C

1
5|————d
J‘(xz +4)2 )

Sustituyendo

x=2tanu y dx=2sec’ udu

entonces tenemos
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2
2j oS M = lJ.cos2 udu
16 8

escribiendo

cos’ u = 1 cos(2u) + 1
2 2

entonces

éj(% cos(2u)+%)du

integrando la suma termino a termino

%Jcos@u)du + % j ldu

sustituyendo en la primer integral

s=2u y ds=2du

entonces

L Jcos(s)ds + LJ. ldu %&(S) + 2L
32 16 32 16

sustituyendo (s) y (u)

2 —1,X
sin(2u)+l (x"+4)tan (E)+2x

C— 5 +C
32 16 16(x" +4)

2
X
6. dx
sz +4

Haciendo division larga

J(l—xzt4)dx—>de—4Ix21+4dx

Sacando el factor 4 desde el denominador

de—4j+dx%jdx—f _

X
A5 +1 41
() 4

dx

Para la segunda integral sustituir
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X 1
u=— y du=—
2 VTS

Entonces

1
jdx—zjuz o

Integrando

x—2tan"'u+C sustituyendo(u) — x—2tan”" (g) +C

2
x“+4
7.'[ = dx

Al separar la fraccién

4'|-%dx+'[dx

Integrando

x—i+C
X

J 3x—1 I

Y x(x*-4)

Usando fracciones parciales

17 .5
4x 8(x+2) 8(x—2)

)dx

Integrando la suma termino a término y sacando factores

a’x 5 dx
x+2 4 8 x=2

Para la primer integral sustituir

u=x+2 y du=dx

y para la tercera integral sustituir

s=x—2 y ds=dx
Tedu 1cde Scds

8 u 47 x 8 s
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ahora integrando

S5log(s) 7log(u) N log(x) +C
8 8 4
Sustituyendo (u) y (s)

510g(8x—2) B 710g(8x+2) N 10%4(x) ‘O

9J.x +4

Separando la fraccién y sacando los factores

Para la primer integral sustituir

u=x"+4 y du=2xdx

y sacando el factor 4 de la segunda integral

5
J Z+1

Entonces sustituir para la segunda integral

X 1
§=—= ds =—dx

2 7 PO
Obtenemos

Ljdn 5y b

st +1

Integrando
logz(u) 5 an” () + C

Sustituyendo (u) y (s)

1 2 _ -1 X
E[log(x +4)—5tan (2)}+
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dx

3
lO.J‘\/x+27
X

Sustituyendo
=Ix+27 y a’u—d—23
3(x+27)?
Entonces
3
u
3 du
j u =27

factorizando el denominador

3

3-[ th du
(u—-3)u +3u+9)

haciendo divisién larga

—-u—=6
3 + +1)du
-[ u +3u+9 u-3 M

integrando a la suma termino a termino

—-u—=6
3Ju2+3u+9du+3'[u

i3du +3jdu

reescribiendo

-u—6 _ 2u+3 9
u” +3u+9 2’ +3u+9) 2(u’ +3u+9)

Entonces

3J*( 2u+3 9

— S ydu+3|
2w +3u+9) 2(u” +3u+9) u

i?’du + 3Jdu

integrando a la suma termino a término y sacando factores

__J- 2u+3 27 1

— | ——du+3
u +3u+9 2 Y ut +3u+9 J.u

13du + 3jdu

para la primer integral sustituir

s=u’+3u+9 y ds=Qu+3)du
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entonces
1

TIPS BN
275 2 u +3u+9

1
u—3
Para la segunda integral completar el cuadrado

1

—M—ZJ‘;CM+3J du+3jdu
2 2 3., 27 u-3
W2y +="
2 4
Sustituir
p=u+% Yy dp=du
entonces
3log(s) 27 1 1
5 2_[ : 27dp+3ju_3du+3jdu
4
Sacando el factor 27/4 del denominador
3log(s) 27 4 1

p
27(= +1
7 D

Sacando los factores constantes

—31°g(s)—2j ! dp+3[ : du+3[ du
2 4p 1 u-3

27
Sustituyendo

2p 2
w=—— y dw=——=dp
33 33

Entonces

3log(s) 1 1
—T—3J§Imdw+3ju _3du +3J'd1/l

integrando

_ 3log(s) 1
33 tan"! (w)— +3 du+3|du
™) 2 ju—3 J
para la tercer integral sustituir

v=u-3 y dv=du
entonces
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1

u’ +3u+9

du+3J.

1
u-3

du +3Idu



—33 tan”" (w)— 3log(s) + SJldv + 3J. du
2 v

integrando lo restante+C

“33 tan (w) - % +3log(v)+3u+C

sustituyendo (u), (v), (w), (p)

2 3/
3Wx+27 +3log(3 - X+27)—%10g[(x+27)3 +3/x+27 +9}3ﬁtan‘(—2 x3+\/2§7 e

9
11.jde
X

Sustituir

1
u=logx y du=—dx
X
Entonces
jugdu
integrando

ulO
— +C
10

sustituyendo (u)

10
R

12. j (In3x)*dx

Integrando por partes donde

f =log’3x, dg=dx
df = 2log(3x)

X

Entonces

—2xlog(3x)—2 [ log(3x)dx
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Nuevamente integrando por partes donde

f =log 3x, dg=dx

dledx, g=x
X

Entonces

—2xlog(3x)+xlog”(3x)+ 2de ——2xlog(3x)+xlog’(3x)+2x+C

13 .jt sen”' (t)dt

Integrando por partes donde

f=sen't, dg=tdt

1 ¢’
df: ) g==
Vi-¢ 2
entonces
—t sen” t——j

Jﬁ

Para la integral sustituir
t=sen(u) y dt=cos(u)du
entonces

1 1
—tsen't—— Jsenzudu
2 2

1 1
———cos(2u)
Escribir S€7 *u como 2 entonces

1, -, 1¢1 1

—tsen t—— |[———cos(2u)]du
: S JI5 =5 cosu)]
Integrando la suma parte por parte
1, . 1 1

—t sen t+—|cosQu)du——|du
2 4J (2u) 4'[
integrando

2 -1

1 2
Et sen —sen( u) Y

4

t+ +C

sustituyendo (u) donde

-1
u=sen t
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sen(2sen't) 3 sen”'t N
8 4

2 -1

—tsen t+ C

xlog(x) ‘O

Inx
14. j (x_l)zdx —log(1-x)+

15.j(x+1)3(x—2)dx

Expandiendo la integral multiplicando tenemos

I(x“ +x° =3x" —=5x—2)dx

Integrando la suma termino a término y sacando factores constantes

jx4dx+jx3dx—3jx2dx—5jxdx—2jdx

Integrando
5 4 2
5
I N A S
5 4 2

16.j+dx
(x+1)y'(x-2)

Usando fracciones parciales tenemos

1 1 1 1
J- - - —+ )dx
27(x+1) 9(x+1)" 3(x+1)y 27(x+2)

Integrando la suma termino a termino

L dx—lj lzdx—lj 13dx+i L
279 (x+1) - 9 x4+ 3l (1) 277 (x+2)

Integrando usando cambio de variable

_log(x+1)+ | 12+log(x—2)+c
27 9(x+1) 6(x+1) 27

17.j1n(x2 +4)dx
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Integrando por partes donde

f= log(x2 +4), dg =dx

2x
df =———dx, =x
4 x> +4 &
Entonces

2
X
xlog(x* +4)-2 dx
s '[x2 +4
Haciendo division larga se tiene
4

x*+4
Sacando el factor 4 del denominador

1

2

(ﬁ +1)

xlog(x’ +4)-2 j (1- Ydx — xlog(x* +4)—2jdx+8j

1
—dx
x"+4

xlog(x® +4)— 2_[ dx + ZJ dx

Sustituir

entonces

1
xlog(x* +4)-2|dx+4 du
g +4) =2 [ dv+ 4] ——

integrando

4tan” u+xlog(x> +4)—2x+C
sustituyendo (u)

Atan” (g) +xlog(x® +4)—2x+C

18.j8ze2’2 dt

Sustituir

u=2t" y du=4atdt

Entonces

2Je“du —2¢"+C
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sustituyendo (u)

26" +C

1
9. dx
J’4x4 +10x* +25x°

Usando fracciones parciales tenemos:

1 2 1 2
J.( >+ + 5=
25x°  125(x+5) 25(x+5)" 125x

)dx

Sacando constantes integrando termino a termino

1 ¢dx 1 ¢dx 2 dx 1 dx

259 x% 1257 x 1257 (x+5) 259 (x+5)

Para las ultimas 2 integrales usar el cambio de variable donde

u=x+5 y du=dx
obteniendo

1dx1dx2§l@

R PR +_
259 %7 1259 x 1250w 257w
integrando

N 1 +210gu_logx
25u 125 125
sustituyendo (u)

125(———%—210gx+210g(x+5))+C

2O.J2;dx
x +8x+25

Completando el cuadrado

—
(x+4)"+9
Sustituir

u=x+4 y du=dx

entonces
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Sustituir 3 3

entonces

1
—_[ —— tan 's+C
s7+1
Sustituyendo (u) y (s) tenemos

l _1(x+4) c

X
21. dx
Jx3 +3x*=9x—27

Cancelando términos comunes en numerador y denominador
by
p——
(x—=3)(x+3)

Usando fracciones parciales tenemos:

{ 1 1 1 }
j— + >+ dx
12(x+3)  2(x+3)* 12(x=3)

Integrando la suma termino a termino y sacando factores constantes

1 1
- — —J dx+— —dx
12 x-+-3 29 (x+3)° 129 x-3
Para las primeras dos integrales usar el cambio de variable donde

u=x+3 y du=dx
y para la ultima integral utilizar el cambio de variable donde

s=x-3 y ds=dx

Entonces

1 ¢l 1¢1 1 ¢1
——|—dx+=|=5dx+—|—-dx
12Iu 2Iu2 1zjs
integrando

_logu +L+ logs
12 2u 12

+C
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Sustituyendo (s) y (u)
simplificando

1

6
— | ———+1log(3—x)—log(x+3) [+ C
12[ 3 0g(3—x)—log(x )}

22.Je3xsen(4x)dx

1
7 e (3sen(4x)—4cos(4x)+c

sen’t 5
23.f i = [ tan” rdt

Escribir

tan’¢ como sec’t—1
entonces

I(secz t=1dt - J.sec2 tdt — .[dt
Integrando

tant—t+C

3
24.[ " L

3
(cost)?
Usando la identidad

2 2
sen‘t=1—cos ¢t
entonces

3
(cost)?
sustituir

_ 2
Jsent(l cos” t) r

u=cost y du=-sent
entonces

1—u?
-[—La
Ju% “

Sustituir
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s=~lu y ds:Ldu

2Ju

entonces

o

sustituyendo (s) y (u)

b 3
! jds—>2jszds—2ji2dsﬁzi+z+C
s s 3 s

3

2 cos? ¢+ 2
3 \Jcost

+C

25 j tan'’ xsec* xdx
Usar la identidad trigonométrica

sec’ x=tan’ x+1
entonces

Jtanm x(tan® x+1)sec’ xdx
Sustituir

u=tanx y du=sec’x
entonces

13 11
u

'|.uw(u2 +1)du —> Julzdu +Ju1°du BN
13 11

Sustituyendo (u)

tan” x tan''x
+
13 11

+C

26.thanxdx
cosx

Tomar la integral

jx tan x sec xdx

luego integrar por partes

Donde
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f=x dg=tanxsecxdx
df =dx g=secx
entonces

xsecx—Jsecxdx

Multiplicar denominador y numerador de la integral por

tanx +secx

Entonces

sec’ x+secxtan x
xsecx—J dx

secx+tanx

Sustituir

u=tanx+secx y du=sec’ x+tanxsecxdx
Integrar

du

xsecx—j— — xsecx—logu
u

Sustituyendo (u)

xsec x —log(tan x +sec x)+ C
27.I ycos ydy

Integrar por partes donde

f=y dg=cosy
df =dy g=seny

Entonces

ysen y—J.sen ydy — ysen y+cosy+C

28._|.xzsen(x3 )dx
Sustituir

u=xy du=3x
entonces

cosu
+C

%Isen(u)a’u — -

Sustituyendo (u)
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cos(x’)
3

+C

29.](1 +sen’t)cos’ tdt

Usar la identidad trigonométrica

1—cos’ t = sen’t
Entonces
j(l +sen’t)(1—sen’t)costdt
Sustituir
u=sent y du=cost
Entonces
J-(l+u2)(l—u2)du - j(l—u“)du - _[du—_[u“du
Integrando
5
u
u——+C
sustituyendo (u)

n’t

+C

sent—

30Jsec3)cdx
Y tanx

Tomar la integral

Icsc xsec” xdx

usar la identidad trigonométrica

2 2
sec x=tan" x+1
Entonces

J.csc x(tan® x +1)dx — jtan xsec xdx + Jcsc xdbx

Reescribir la primera integral en términos de seno y coseno

J‘ senx

2

dx + Jcsc xdx
CcoS” x
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Sustituir
u=cosx y du=-senxdx
entonces
1 1
—f—zdu+‘[cscxdx - —+Icscxdx
u u
Para la segunda integral multiplicar denominador y numerador por

cotx+cscx
Entonces

dx

2
1 —cotxcscx—csc™ x
Lef-
u

cotx+cscx
sustituir

2
s=cotx+cscx y ds=(—csc” x—cotxcscx)dx
entonces

sustituyendo (u) y (s)

sec x —log(cot x+cscx)+C

m]wn+wfmv

u=e" y du=e“dw

Sustituir entonces

jw+n%m
Sustituir
s=u+l y ds=du

Entonces

6

J.ssds - % +C

sustituyendo (s) y (u)

w 6
(e"+1) Le
6

32j(x-4)e*dx

Expandiendo la integral tenemos

J—e_xdx + je_xxdx

para la primera integral
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Hacer por partes donde

f=—e" dg=dx

df =e“dx g=x

entonces

—e_xx—J.e_xxdx+ J. e xdx

Las dos integrales restantes son iguales pero de diferente signo por lo tanto se cancelan

Dando como resultado

— x+C
33.jcot3 4 dx

Sustituir

u=4x y du=4dx
entonces

1 3

—jcot udu

4

Usando la férmula de reduccion resulta

1 1
——cot’u ——Jcotudu
8 4
ahora reescribimos la cot en términos de sen y cos entonces

cosu

du

1 1
——cot’u— —J.

8 4+ senu
sustituir

s=senu y ds=cosudu

Entonces

—lco‘[2 u—ljlds %—lcotzu—bﬁ+C
8 47 s 8

Sustituyendo (s) y (u)

—% cot” 4x — —log(szn 4x) +C

34.J. (3—secx)’dx

Expandiendo la integral
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j[secz x—6secx+9]dx — Jsecz xdx—6jsecxdx+9jdx

Integrando

9x + tan x — 6 log(tan x + sec x) + C

35.| cos® x tan xdx

O |y

Cambiar todo a sen y cos

z
4
js en xcos xdx
0

Sustituir

u=cosx y du=-—senxdx
lo que nos produce un limite inferior

u=cos(0)=1

Y un nuevo limite superior
T 1

u=cos(—)=—

N

Entonces

udu

_t__,ﬁ“_

Multiplicamos el orden de los limites de integracién ya que el inferior es mayor que el superior, entonces
multiplicamos por -1,

Tenemos
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3

3
36._[ sen’x tan xdx
0

No aparece con pasos intermedios asi que la solucidn a la integral indefinida es

1
% cos(2x)— %) cos(4x)—log(cosx)+C
y el resultado a la integral definida es:

log(2)— 2_431

37J senx dr
Y 1+senx

Sustituir

X 1 X
u = tan(= du == dxsec* (=
(2) y > (2)

luego transformamos la integral usando las sustituciones

senx = 2u cosx—l_u2 dx = Zdu
u® +1 Y u® +1 Y u® +1
Entonces
4u2 du
W2 +1P (2 +1)
u - +1
Simplificando

4y
J. 4 3 2 u
u +2u” +2u” +2u+l1
Cancelando términos comunes

4!* du
(u+1)>u’ +1)

usando fracciones parciales

4][ L 2}du% 2 du -2f du_
2w +1) 2(u+1) u +1 (u+1)

Integrando

L+2tan_lu+C
u+l

sustituyendo (u)
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2 ot {tan(f)} +C
x 2
tan(E) +1

38_[ cos X
1+senx

Aplicando fracciones parciales

1 1 1 1 11 1et 1
j — —dx— dx+—| —dx
0 x+2 2(x+3) 2(x+1) 290 x+3 0x+2 290 x+1

Realizar el cambio de variable simple para cada integral y evaluar los nuevos limites donde

u=x+3;s=x+2;p=x+1
entonces

du j ds+ dp

Integrando

2

logu ! 3 log p

O 2] Coe)-toe) #1282 = Do)
2

3

9.J ! dx
O(x+1D)(x+2)(x+3)

Aplicando fracciones parciales

J.Ol{ ! ! de— 1 a’x+l lde

x+2  2(x+3) 2(x+l) _0x+3 ox+2  2doxt1

Realizar el cambio de variable simple para cada integral y evaluar los nuevos limites donde

u=x+3s=x+2;p=x+1
entonces

— du ds+ d
2% 2s 29 p
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Integrando

2

logu ) , logp . A los(2
e e | B
2

3 1

In2

40. j Je' +1dx

In3

Sustituir

u=e y du=e‘dx

Entonces

In2 \/MT
J

In3

Sustituir
1
s=+u+l y ds= du
2Vu+1
entonces

2>
In3
Haciendo division larga

In2 1 1 In2 In2 In2
J[—z(s+1)+2(s_1)+1}ds—>j N

In3 1n3 1n3 In3

S —_

Hacer cambio de variable simple para integrar entonces

In2

(—log(s +1)+log(s—1)+2s)| |

Regresando a términos de x

In2

(—log(e' +1+1)+log(ve* +1—1)+2+/e" +1D)|

Evaluando los limites da = —0.75424

41.[¢* cos(3x)dx

Hacer por partes donde

f =cos(3x) dg=e"dx
df =-3sin(3x)dx g=¢
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Entonces

j e* cos(3x)dx = e* cos(3x)+3 j e* sin(3x)dx

Nuevamente integramos por partes donde

f =sin(3x) dg =e"dx
df =3cos(3x)dx g=e
entonces

je* cos(3x)dx = 3¢ sin(3x) +e* cos(3x) —9jex cos(3x)dx
la integral restante es idéntica a la original entonces las pasamos al mismo lado

IOI €' cos(3x)dx =3e" sin(3x)+e" cos(3x)

finalmente despejando

j e cos(3x)dx = % [3ex sin(3x) +e* cos(3x)] +C

42, x(x=5)dx
Sustituir

u=x-5y du=dx
Entonces

j(u+5)u9du - J(u10+5u9)du - J‘ulodu+5j‘u9du
integrando:

11 10
u u

—+—+C
11 2

sustituyendo (u)

(x_s)ll +(x_5)10 +C

11 2
43 J cos(logt)dt
Sustituir

u=logt. .t=e" ydu =;dt sedu=dt

Entonces

_[e“ cosudu
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para resolver esta integral usar la formula

ou .
e o cos( pu)+ Dsin u
[ cos(uydu — E(eOSB+Bsin( )
o+
En este caso los coeficientes de u son 1 entonces sustituyendo (u)

% t(sin(log?)+cos(logt))+ C

44.j sec’ x log(tan x)dx

Sustituir

2
u=tanx y du=sec” xdx
entonces

[log(u)du

Integrar por partes donde
f=logu dg=du
1
df =—du g=u
u
entonces
ulogu —Jdu

Integrando:

ulogu—u+C — tanxlog(tanx)—tanx+C

45 J cos x/;dx

Sustituyendo

1
u=+x..x=u' y du=—=dx..dx=2udu
24x

Entonces
2ju cosudu
Integrando por partes donde:

f=u dg = cosudu
df =du g =sinu
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Entonces

2usinu—2jsinudu — 2usinu—2cosu+C

sustituyendo (u)

2\/;sin«/)7c—2cos\/;+C

46, j cos/x dx
X

-

Sustituyendo

u=+x..x=u" y du:de.'.dx=2udu

2Jx

entonces s

2Jcosudu — 2sinu+C
ustituyendo (u)

2sin\/§+C

47.j coS x sin 2xdx

Usando la identidad trigonométrica donde

sin2xcosx = % [sin(x)+sin(3x)]

entonces
ljsin(3x)arx+l j sin x
2 2
sustituir

u=3x y du=3du
entonces

l¢. I¢.
gj-sm(u)du +5J.smx

133



integrando:

cosu COSx

6 2

sustituyendo (u)

+C

cos3x cosx

6 2

+C

48.j (cos® x —sin” x)dx
Escribir

1 1
cos’ x = —cos(2x) +—
2 2

y

. 1 1
sin® x = — — —cos(2x)
2 2

Entonces

J.({% cos(2x)+ %} - {% - % cos(2x)})dx - J.cos 2xdx
Sustituir

u=2x y du=2du
entonces

sinu
+C

1

— jcos udu —
2
sustituyendo (u)

sin 2x L C

2
49._|.\/)c2 +2x+5dx

Completando el cuadrado

j (x+1)* +4dx

sustituir

u=x+1 y du=du
Entonces
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J\/uz + 4dx

hacer el cambio trigonométrico

u=2tans y du=2sec’sds
entonces

2_[2 sec’ sds — 4j sec’ sds

usando la férmula de reduccién para la secante obtenemos
2tanssecs + 2I secsds
integrando la ultima integral

2tanssecs+2log(tans+secs)+C
Sustituyendo (s) y (u)

l«/(x+1)2 +4(x+1)+210g|:%(x+«/(x+1)2 +4 +1)}+C

50.
J.(8 2x— x)/
Completar el cuadrado
1
——dx
J(9—(x+1)2)%
sustituir

u=x+1 y du=dx
Entonces

1
———
3
9-u?)"
realizar el cambio trigonométrico

u=3sins y du=23cossds y s=sin1(%)

entonces

3J-sezc Yds = Isec sds

Integrando:

tan s
+C

sustituyendo (s)
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tan {sin1 (H)}
3
9

+C

51 J tan’ xsec’ xdx

Usar la identidad trigonométrica
2 2
tan” x =sec” x—1
entonces

Itan xsec’ x(sec” x—1)>dx
sustituir

u=secx y du=tanxsecxdx
entonces

Juz(uz—l)zdu - j(u6—2u4+u2)du - juédu—2ju4du+ju2du
integrando:

7 5 3
w_Ww W o
7 5 3

sustituyendo (u)

secx’  2secx’ secx’
— + +C

7 5 3

SZ.J‘cos4 Ea’x
2

Sustituir

X 1
u=— du=—dx
2 7 2

entonces

2_[ cos” udx

usando la férmula de reduccion para el coseno:
1 . 3 2
Esmu cos’ u +5_[cos udu

para la integral restante escribir
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cos’ x = 1 cos(2x) + 1
2 2

entonces

lsinucos3u+§j lcos(2u)+l du
2 2912 2
expandiendo la integral

1.

—sinucos’ u +§Icos 2udu +§J.du
2 4 4
haciendo un cambio de variable
Donde

s=2u y ds=2du

entonces

1.

—sinucos’ u +§jcossds+éj.du
2 8 4

Integrando:

1. ;3. 3u
—sinucos’ u+—sins+—+C
2 8 4
sustituyendo (u) y (s)

I . x 3x 3. 3x
—sin—cos’ —+—sinx+—+C
2 2 8 8

Sustituir

u=t" y du=2dt

entonces

1+u
haciendo divisién larga

Ju+——1 U — Judu+ —a’u—l du
u+l u+l 2

integrar y para la integral fraccionaria sustituir

s=u+l y ds=du
entonces

1 1¢l, 1 u’ 1 u
—|udu+—|—ds——|du - —+—=log(s)—=+C
2J. 2J.s 2j 4 2 &(s) 2
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Sustituyendo (u) y (s)

ﬁ+llo (t2+1)—ﬁ+C
4 2 8 2

1 .
54.J. dx —sin”' x+C
1—x?
no muestra pasos intermedios

3 2
SS-JSX +x +6x+ldx
(x> +1)°

Aplicando fracciones parciales

j 2x 2+5)2H_1 dx — SJ 2x dx+j 21 dx+J. 2x - dx
(x*+1)" x"+1 x +1 x +1 (x*+1)

Para la primer integral hacer el cambio

u=x"+1y du=2xdx

entonces

501 !
]z +1°flx+j(x211)2 a

para la segunda integral nos da igual a

tan”' x
entonces
_ Slogu X
tan~! x+228 +J. ——dx
2 (x*+1)

ahora hacemos el cambio de variable

s=x"+1 y ds=2xdx
entonces

Slogu
2

integrando

tan~' x +

+%J.Si2ds

L tan 208 o
2s

ustituyendo(u) y (s)
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2
—m+tan_1x+w+c
X+

dx

2
56.J-—Vx2+9

X
Sustituir

x=3tanu y dx=23sec’ udu .. u=tan"'

X
3
Entonces

1
3J.§ csc’ usecudu — Icscz usecudu

usar la identidad trigonométrica

2 2
csc u=cot u+l
Entonces

J(cotz u+1)secudu — jsec udu + Icot ucscudu

Multiplicar la primera integral por tan u +sec u (humerador y denominador)

sec’ u+secutanu
j du + Jcot ucscudu

secu+tanu
Sustituir

s=tanu+secu y ds=sec’ u+tanusecudu
Entonces

1

J.—ds+J.cotucscudu - logs+Jcotucscudu
s

integrando

logs—cscu+C
sustituyendo (u) y (s)

log {tan(tan1 %) +sec(tan”' g)} —csc(tan™ g) +C
57.Jx sin® xdx

Usar la identidad trigonometrica

. 1
sin’ x = 5 (1-cos2x)
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Entonces

1 1 1
x(=(—cos2x))dx — — | xcos(2x)dx+— | xdx
[ Nedx — [ xcos@u)dv+— |
para la primer integral integrar por partes donde
f=x dg=cos(2x)
df =dx g= %sin(2x)

entonces

—lxsin 2x+lJ‘sin 2xdx+lJ.xdx
4 4 2
sustituir

u=2x y du=2dx

entonces

—lxsin 2x+ l_[sinua’u +ljxdx
4 8 2
integrando

2

x———xsin2x—lcosu+C
4 4 8

sustituyendo (u)

2
x———xsin2x—lc0s2x+C
4 4 8

58.[(t+1)e"dr

Expandiendo la integral

je3 Pt + 2_[ e'tdt + jeB’

hacer por partes donde

f=t dg =e"dt

3t
df = dt g= %
entonces

%e3’t2 +§jeBttdt+Je3’

integrando por partes donde
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f=t dg = e’ dt

3t

df = dt g=<
3
entonces
leSttz +i63tt+§j63tdt
3 9 9
integrando
3t

163712 +ﬂe3’t+5i+C

27
59.'|. e sen2xdx

Reescribir la integral como

j2esmx sin xcos xdx — 2_[ ™" sin x cos xdx

Sustituir

u=sinx y du=cosxdx
entonces

ZIe"udu

Integrando por partes donde:
f=u dg =e"du

df =du g=¢é"
entonces

2e'u— 2Je”du

Integrando

2¢"'u—-2e" +C
sustituyendo (u)

2" sin x —2e™™ +C — 2™ (sin x—1)

60.j e tan” " dx
Sustituir

u=e' y du=e'dx
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entonces

Jtanz udu

usando la identidad trigonometrica

tan’ u =sec’ u—1

tenemos

j(secz u—1)du — _[secz udu —jdu
Integrando

tanu—u+C
sustituyendo (u)

tane* —e* +C

6Lﬂ%—ifii—dx

V1+sinx

Sustituir

u=sinx+1 y du=cosxdx
entonces

e 1
jo Edu

Integrando
2Ju
sustituyendo (u)

T

2J$nx+1E

entonces el resultado es

J6-2

£ 1
62.|?—dx
0 sinx+cosx

Sustituir

X 1 X
= tan(= du =—dxsec’ (=
u (2) Yy du 2 X (2)

luego transformar la integral usando las
sustituciones
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sinx =
Entonces

T

= 2

2 dx

0 2u 1—u?
u +1 +o
( )(u2+1 u2+1)

simplificando

V4

> 1
O —u"+2u+1
completando el cuadrado

F;zdu
0 2—(u—1)
sustituir

s=u—1y ds=du

Entonces

T
221
0 2—g?
sacando el factor fuera del denominador

.[072[ ! ds

ds

S2
1-2
2

sustituir

=5 ! ds

dp=—o
p\/zyp\/z

entonces

\/EJZ ! dp

0 1_p2
integrando

V2 tanh™ p+C

regresando a términos de (x)

3
tan(i) -1

—

0

J2 tanh™

u - +1 u- +1 Y u’ +1
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obteniendo como resultado

J2 tanh™ (iz)

N

63.jsinh-‘ 1dt

Integrando por Partes donde:

f =sinh™'¢ dg =dt

1
V2 +1

Entonces

dt =

dt g=t

t

V2 +1

tsinh™ t—j dt

Sustituir

u=t"+1y du=2dt
entonces
I¢1
tsinh™ t—— | —=du
2j Ju
Integrando

tsinh™ t=u +C

sustituyendo (u)

tsinh 't =+t +1+C

64.Ixcot x’dx

solucién no disponible en wdlfram
2

—%—xcotx+log(sinx)+C

6s. L

3 xdx+1

Sustituir

dx

u=x+1y du=dx
entonces
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8 1
—
'L (u—1Du !

sustituir

s=u y ds=Ldu

2Ju

Entonces

1
371
sacando el factor -1 del denominador

g 1
—ZL T ds

Integrando

2 ds

—2tanh™'s
regresando a términos de x

8
(-2 tanh‘l(\/x+1)]
3
lo que da como resultado
3
log(—=
g(z)

66jidt
V241

Rescribir la integral como:

dt

J 2t+2 N —J 2t+2

262 +2t+1) £ +2t+1 2t+1
Sustituir para la primera integral

u=t"+2t+1 y du=Q2t+2)dt

entonces

_J_d” Ir 1241

para la segunda integral completar el cuadrado

_j_d j(t+1)

sustituir

s=t+1 y ds=dt
entonces
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1l d.
EJ.;du +2J.S—f

integrando
logu —2+C
2 s

sustituyendo (u) y (s)

log(s* +2t+1) 2
2 t+1

+C

4
sec” 3u
67.]Tdu
cot “ 3u
Tomar la integral

_[tanlz 3usec’ Sudu

sustituir

s=3u y ds=3ds
Entonces

1
3 J. tan'? ssec’ sds

usar la identidad trigonométrica

sec’ s =tan’ s +1
Entonces

1
3 _[ tan'> ssec’(tan” s +1)sds

sustituir
p=tans y dp=sec’ sds
Entonces

1 12 2
gfp (p” +1)dp

Expandiendo

1 14 1 12
gjp dp+§fp dp
integrando

15 13
S S

—_— +_
45 39

regresando a términos originales
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@15 N (3u)]3 ie

45 39
68._[02 XA x +4dx
Sustituir

x=2tanu y dx=2sec’ udu
entonces

2_[02 64tan’ usec’ udu — 128 J.Oz tan” u sec’ udu

usar la identidad trigonométrica
tan’ u =sec’ u—1
Entonces

2 3 2
128 jo tanusec” u(sec” u—1)du
sustituir

s=secu y ds=tanusecu
entonces

128 Jozsz(sz “1)%ds —>128 Iozséds ~256 j02s4ds+128 Jozszds

Integrando

1285’ 3 2565 N 1285’
7 5 3

regresando a términos originales

2

128sec’(tan”' (1)) 256sec’(tan (1)) 128sec’ (tan (1))
2" 2" 2
7 5 3

entonces esto da como resultado

=28.175

dx

3+sinx
69'J' cos® x

Tomar la integral

j(3 sec” x +tan xsec x)dx — jtanxsec xdbx +3J‘sec2 xdx

Pasar a sen y cos la primer integral

2

J- sin x
cos” x

dx + 3I sec’ xdx
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Sustituir
u=cosx y du=-sinx
entonces
1 >
J——zdu + 3jsec xdx
u

Integrando

1
—+3tanx+C
u
sustituyendo (u)
secx+3tanx+C

70.J %dx
54+cos” x

Tomando en cuenta la identidad

sin(26) =2sin B cos 6

Sustituir

2 .
u=cos" x+5 y du=-2sinxcosxdx
entonces

1
—j —du

u
Integrando

—logu+C
sustituyendo (u)

—log(cos’ x+5)+C

71.[x(1+logx)’dx

Expandiendo la integral tenemos

f(x+x10g2x+2xlogx)dx — J.xlogzxdx+2_[xlogx+dex

La primer integral la hacemos por partes donde

f=log’x dg = xdx
2
dd:legxdx g:x_
X 2
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Entonces

%xz log’ x—%J.2xlog xdx+2jxlog xdx+jxdx —>%x2 log’ x+jxlog xdx +jxdx

Haciendo la segunda integral por partes donde

f=logx dg = xdx
1 x°
dd =—dx =—
X & 2
Entonces

I ,. 1, 1
—x"log” x+—x"logx+— | xdx
2 8 2 8 2J.
finalmente

2
1o log2x+lx2 logx+2+C
2 2 4

72.J.xcos2 xex

Usando la identidad trigonométrica

cos’ x = % (cos2x+1)

Entonces

_[% x(cos2x +1)xdx

Expandiendo la integral tenemos

1 1

—chos 2xdx+—dex

2 2
integrando por partes donde

f=x dg = cos 2xdx

df =dx g:%sian

entonces

lxsin 2x—l_[sin 2xdx + lJ‘xabc
4 4 2
sustituir

u=2x y du=22dx

entonces
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lxsin 2x—ljsinudu +1J.xdx
4 8 2

integrando

2

cosu x
+—+C

4

|
—xsin2x+
4
sustituyendo (u)

cos2x x°

+C

lxsin2x+
4

73.'[exe"xdx
Tomar la integral
J.ex+exdx

sustituir

u=e y du=e'dx
entonces

Je”du
Integrando
e'+C
sustituyendo

e +C

74.dex

Racionalizando la integral

1 “Jx—1+x
%

arl=Jx —Jx=l+x

Entonces

_ x4 r

J&x+vx+Ddr - [x+lder [V

sustituir

u=x+1y du=dx
Entonces

jﬁdm j Jxdx

integrando
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3 3
2u?  2x?

+C

sustituyendo (u)

3 3

2 2
2(x+1) N 2x
3 3

+C
75.J. cos x cos 2xdx
Usando la identidad trigonométrica

cosacosb = %(cos(a —b)+cos(a+b))

Entonces

jl (cosx+cos3x)dx — 1 Icos 3xdx+ 1 j cos xdx
2 2 2

Sustituir

u=3x y du=3dx
entonces

1 1
—Icosudu +—Jc0sxdx

6 2
Integrando

sin sin

YL e
6 2

sustituyendo (u)

sin3x sinx
6

+C

2t
76'Il+e’2 dt

Sustituir

u==t"y du=2dt
entonces
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J ! du
1+¢€"
sustituir

s=¢e" y du=eée"du

Entonces

J ! ds
s(s+1)

usando fracciones parciales
1 1

Jl=——|as
s s+1

Expandiendo la integral

— —ds+ ds
s+1

sustituir
p=s+1 y dp=ds

entonces

—fl dp+ fl ds
p N
Integrando

logs—logp+C

regresando a términos de (t)

log(e" )—log(e” +1)+C
simplificando

tZ

e
log(—
e +

)+C
1

e
NIt (5x+ 2)2
Sustituir

u=5x+2 y du=>5dx

entonces

1 1
- d
5J-\/l—uz !
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integrando

1. 5

—sin” u+C
5

Sustituyendo (u)

% sin”'(5x+2)+C

dx
78'-'. e +2e"
Ltan" i] +c
7\
79._[c0sxlog|sin xldx

Sustituir

u=sinx y du=cosx
entonces

jlog udu

integrando por partes

f =logu dg =du
1

df =—du g=u
u

entonces

ulogu—.[du —ulogu—u+C

sustituyendo (u)

sin xlog(sin x) —sin x +C

SO.Jlog(x—jLi }Jx
x—

Integrar por partes donde

leog(x——i_i] dg =dx
df =— 22 dx g=x
x =1
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entonces

x+1 X
xlo +2 dx
g(x—l) J.xz—l

Sustituyendo

u=x"-1y du=2xdx
entonces
x+1 1
xlog| — [+ |—du
8 x—1 ju
Integrando
x+1

xlog| — Hlogu+C
x—1

sustituyendo (u)

xlog| =—— [log(x*=1)+C
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