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Prefacio <

Estimado estudiante:

Las palabras que sombrean estas paginas, no son simple ciencia dentro del dialogo como depésitos de datos
e informacién, ni son cuestién de vocabulario o listado de definiciones, son la experiencia generosa de la
comunidad CONALEP Michoacan, esa realidad oculta pero necesaria que respaldé las tareas de
investigacion y composicién literaria del discurso que integra este libro. Nos referimos a los profesores,
administrativos y sindicatos que hoy convergen en el umbral de la existencia para apoyar a un grupo de
profesores escritores que han creado en el sereno libre, arquitecturas de conocimientos como un viaje de
aprendizaje que exigira del estudiante, lo mejor de si mismo ante la presencia luminosa del texto, ese que

pretende ensefarle a caminar con la frente en alto.

Las ideas asociadas en este texto, equivalen a la imaginacién lograda en el acto de escribir desde otros textos,
al decodificarlas el estudiante, se le exige mds vocabulario para enriquecer su habla y hacer ver a sus ojos
mas alld de la estrechez de la informacién que inunda a la sociedad moderna. El libro no presenta la
superficie de la existencia como cruda observacion, procura que su dificultad incite a perforar la realidad
hasta reflexiones que renueven los modos inciertos de dar significado al mundo. La ciencia, la literatura y la
tecnologia no las percibimos como mundos incomunicables, los valores son explicitos caminos que las
vinculan en torno al curriculo del técnico bachiller. Tienen estos textos organizacién de premisas, técnicas,
justificaciones, normas, criterios y como Usted se dard cuenta, también mostrara nuestros limites para seguir
haciendo puentes entre las incesantes creaciones de nuevas fronteras de la investigacion cientifica y técnica.
Se pretende que estos libros sean contenido y no un libro de practicas escolares, sean la herramienta de

complementacién para enriquecer los discursos de la ensefianza-aprendizaje.

Los profesores de CONALEP enfrentan a diario las carencias visibles de medios tecnolégicos, materiales y
documentales, seria facil usar las palabras para sefalar hasta el cansancio nuestras apremias, pero se ha
decidido mejor producir libros como testimonios vivos y luminosos que renueven el rol social de la
academia colegiada sensible a la condicién social, susceptible de ir perfeccionandose con la acumulacién de
esta experiencia literaria, para servir de mejor manera al enriquecimiento de las competencias necesarias

para realizar el suefio de éxito de tantos jovenes Michoacanos.

Lic. José Arturo Villasefior Gémez
Director General del CONALEP Michoacan
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Mensaje a la comunidad académica
>

conalep

Michoacan

Con la colaboracién docente, administrativa y sindical se realiz6 el esfuerzo de producir literatura de
contenido en apoyo a la formacién curricular en CONALEP Michoacén. El libro, esa experiencia de
conocimiento se ha democratizado, ya no es un secreto o privilegio de unos cuantos, el texto virtual en la
Web resolvié lo que la imprenta de Gutenberg no logré hacer, la auto publicacién, la biblioteca virtual
mévil, el libro electrénico y el texto digital; esto nos replantea migrar a una pedagogia interactiva con la
experiencia del conocimiento. Desde luego que el libro clasico como dice Humberto Eco, nadie puede
acabar con su poder en esta sociedad. Promover crear y leer literatura es enriquecer el vocabulario, el
desarrollo intelectual, la agudeza de la creatividad y pintar la realidad con lo que nacemos libres: la
imaginacion.

El docente escritor, dirige el aprendizaje en funcién de la experiencia de reconstruir el conocimiento
contemplado en el curriculo. Se realiza el acto de pensar al escribir e investigar los modelos de
conocimiento, ensayo, libro, tesis, resefia, sintesis, semblanza, resumen, andlisis de texto, definicién,
argumento, razonamiento, hipétesis, patente, marco tedrico, revisién, poema, novela, cuento, ... entre otros,
resuelven la necesidad de conocer, ser y aprender. El docente escritor escribe y publica su propuesta en el
formato de libro, con ello, se abre a la critica social y expone su calidad como marco ético de revaloracién
moral frente a su comunidad.

La escritura es mas que gramatica y semantica, es el acto de estructurar el pensamiento en un modelo de
conocimiento, es volver a dar voz al profesor como produccién de la libertad de catedra, acto creativo
original en el que encarna la soberania de la sociedad como expresion cultural particular que habla desde su
propio tiempo. Leer para crear es el acto sustantivo del novel. Escribir es una cierta reorganizacién del
conocimiento previo en un acto de creacién, donde la teoria literaria, los marcos normativos de estilo, la
psicolingliistica, la epistemologia y la comunicacién son los pilares de plataforma del aprendizaje centrado
en el acto creativo.

Este libro fue escrito para compartir la felicidad de crear la presencia del docente en el texto. CONALEP
desarrolla un programa académico para impulsar su capacidad y compromiso social para generar las ideas
curriculares para enriquecer la sensibilidad y la imaginacién cientifica, técnica y humanista de su
comunidad.

Lic. José Azahir Gutiérrez Hernandez
Director Académico
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La palabra no solo nos otorga realidad, también tengo la sensacion de que

tiene vida propia separada de nosotros, y que cuando hablamos o

escribimos, especialmente en momentos de intensa emocion, no hacemos

mas que dejarnos llevar por una silaba amable o una frase complaciente.

Eric Ormsby. Fine incisions

Leer es una tarea de la memoria por medio de la cual las ficciones nos

permiten disfrutar de experiencias ajenas y lejanas en el tiempo como si

fueran nuestras.

Alberto Manguel. La ciudad de las palabras

En toda obra literaria se afirma una realidad
independiente de la lengua y del estilo: la escritura
considerada como la relacion que establece el escritor
con la sociedad, el lenguaje literario transformado por
su destino social. Esta tercera dimension de la forma
tiene una historia que sigue paso a paso el
desgarramiento de la conciencia: de la escritura
transparente de los clasicos a la cada vez mas
perturbadora del siglo XIX, para llegar a la escritura

neutra de nuestros dias.

Roland Barthes, El grado cero de la escritura
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Palabra escrita bajo luz

En un mundo cada dia con méas canales de comunicacion, la palabra escrita camina por los
muros que denuncian el drama catastréfico sobre el medio ambiente y sobre el control de la
vida humana; el combustible de esta desesperanza produce apatia profunda por tener
contacto con el mundo de la literatura, esta distorsion moral parece reflejarse entre los que
no quieren sentir responsabilidad ni pensar, dejando a otros su indiferencia al ser prisioneros

de ligeras razones vy tirria justificada en la empresa de sobrevivir.

Especular en un mundo sin libros es exponer al mundo a la ausencia de pensamiento,
creatividad y esperanza. Los libros, dedicados a ser arrebatados por el lector, estdn expuestos
a ser poseidos por las bibliotecas vacias y que con el tiempo opacan sus paginas y empolvan
la cubierta de lo que alguna vez fue un objeto de inspiracién. Resulta dificil transcribir este
instante de un peligroso espacio donde ya muy pocas palabras sobreviven dentro de la
reflexion y las pocas sobrevivientes han abandonado la unién del sentido de vivir y el
sentido del pensar cientifico. Escribir pasa de ser un placer repentino a ser una necesidad
inminente, es el puente entre lo conocido y lo inexplorado. Es un reto de hoy en dia
inmiscuirse en lo que una vez fue lo cercano y dejar de lado la novedad tecnolégica para
poder, a través de las barreras que nos ciegan, abrir fronteras literarias. Es un proyecto que
conspira a favor de la libertad creativa, de la felicidad ldcida cargada de libros embajadores

de nuevas realidades.

Entre un mar de razones dentro del libro escolar en crisis, se percibe la ausencia de esa
narrativa del cuerpo del texto, misma que alimenta al lector de una experiencia de
conocimiento, su ausencia, es mds un mal glosario, de un mal armado viaje literario
cientifico o de ficcién. En esos viajes de libros en crisis, nos cansamos de mirar espacios
vacios de talento, emociones y sensibilidad para responder a un entorno adverso; son
muchas veces un triunfalismo de autoevaluacién y una falsa puerta de una real competencia
para actuar en la realidad. Uno no solo vive, escucha la voz interior de un libro, uno es
fundado en el manejo del lenguaje que explica, crea, aplica o expande los limites del

horizonte de nuestro imaginario actuante en lo real. No vivimos leyendo texto, sino leyendo

viii )
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el paisaje de una realidad, el libro toma la voz del progreso en una siempre reconstruccién
lingliistica del sujeto que explica, transforma y comunica desde los desafios de su

generacion.

La informacién cruda que tanto rellena los libros grises, oscuros y papel pintado; requiere ser
dotada de conceptos que permitan alimentar al sujeto que toma decisiones, que explora con
paso lento, que mira por dentro del lenguaje y aplica la informacién que cobra sentido en la

siempre expansion de las ideas.

Escribir un libro es siempre reconstruir un discurso, sus lectores en este discurso son el
puente a un texto profundo que demanda esfuerzo en la reconstruccién de los procesos de
razonamiento y el entretejido del discurso que involucra informacién de fondo, esas fuentes
que justifican su andlisis y poseen significado privilegiado para la comprensiéon de una

realidad.

El lector puede hacer uso del libro con su propia experiencia y con su autoayuda, al precisar
términos y conceptos para prolongar su horizonte de interpretacion, el libro se hace cargo de
la memoria de un plan de estudios, es un discurso de diferentes capas de argumentos, tras
este texto se anuncia un orden de experiencia propuesto para su aprendizaje. El libro esta
conformado para jévenes con memoria sin dolor para nuevas palabras, aborda el olvido
como una deficiencia de interactividad entre el discurso argumentativo y los referentes
conceptuales. Esto es el reto en la produccién de los libros CONALEP. La propuesta es una
reconstruccion de una semdntica mds profunda, como el principal reto del estudiante

técnico bachiller del siglo XXI.

Libro,...
todos te miran,

nosotros te vemos bajo la piel.

ix )
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Este texto de apoyo es una introduccién al manejo de espacios y cantidades que
sirven de base para todas las asignaturas de matemadticas vy fisica. Incluye teoria de
conjuntos, operaciones en el campo de los nimeros reales, operaciones algebraicas,
ecuaciones de primer y segundo grado, asi como la identificacién de relaciones y

funciones.

Caracteristicas del libro de apoyo para el estudiante:

Cada capitulo cuenta con una introduccién, que incluye contexto histérico y
aplicaciones, definiciones, ejemplos de ejercicios resueltos, datos curiosos, preguntas
reto, problemario, autoevaluacién, soluciones y conclusiones, que sin ser finales,
mas bien son una invitacion al andlisis de otras posibilidades y aplicaciones de este

tema.

En su version digital, las referencias son accesibles siguiendo la liga en la red.

X z
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Capitulo 1. Manejo de campos numéricos y relaciones entre

cantidades
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1. Introduccion

El concepto de conjunto fue introducido a finales del siglo XIX, se dice que en las
diferentes épocas los matematicos analizaron la teoria de conjuntos con diferentes
grados de conciencia; la teoria de conjuntos se inicia con Georg Cantor (1845-1918)
sus tareas con esta teoria empezaron alrededor de 1870, en concordancia con sus

investigaciones sobre series trigonométricas'.

Por lo tanto, es importante tener plena comprensiéon y conocimiento de teoria de
conjuntos ya que se emplea en diferentes areas de las matematicas y desempefa un

papel esencial en nuestros dias, incluso en algunos de sus aspectos elementales.

1.1. Teoria de conjuntos

Un conjunto es una coleccién de objetos bien definidos de cierto tipo, que se llaman

elementos del conjunto®. Por ejemplo:

1. El conjunto de los nidmeros naturales mayores que 3 y menores que 10.
El conjunto de todos los municipios de Michoacan.

El conjunto de todos los meses del afio.

NN

El conjunto de letras del alfabeto griego.
Cada uno de los anteriores conjuntos se dice que esta definido.

Los conjuntos se denotan con letras mayusculas, reservando las minusculas para los
elementos, los cuales van incluidos entre llaves, por ejemplo: A={4,5,6,7,8,9},

B={a,e,i,o,u}, C={azul, negro, gris}

Sin embargo en ocasiones tanto conjuntos como elementos se representan con el

mismo tipo de caracteres.

Veamos un ejemplo:

1
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Indicar los elementos del conjunto A formado por los ndmeros impares mayores o

iguales a 3 y menores o iguales a 21.
A={3,5,7,9,11,13,15,17,19,21}.

Es conveniente senalar que no importa el orden en que se encuentran sus elementos,
ya que representan al mismo conjunto, lo que si es importante mencionar, es que los

elementos no se deben repetir asi A={x,y, z}={y, z, x}={z, x, y}.

Conjunto vacio (¢)

El conjunto que carece totalmente de elementos es Ilamado conjunto vacio’, se
representa con el simbolo {} o ¢*. También se le denomina conjunto nulo’. Donde el
conjunto vacio es subconjunto propio® de todo conjunto (excepto de si mismo). Asi
por ejemplo A={personas que han viajado a Venus} = A=¢ o A={}. El conjunto A es
vacio, ya que ningin ser humano ha viajado a Venus aln. Observar que no se
denota A={¢}, lo apropiado debe ser A={} o A=0¢. Otro ejemplo puede ser los

nimeros enteros entre 3 y 4, vemos que es el conjunto B={} = B=0

Por ejemplo los elementos que forman al conjunto A, el conjunto de los nlimeros

impares mayores que 3 y menores que 5 de la misma manera: A=

Conjunto universal (U)

Al trabajar con conjuntos’, es indispensable especificar un conjunto de elementos al
cual nos limitamos, para encontrar elementos de otros conjuntos que intervengan en
la solucién de un problema. A este conjunto se le llama conjunto universal o el

universo de referencia que se representa con los simbolos U o Q.

2
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El conjunto universal® no siempre es el mismo, ya que dependera de cada situacion

definida.

Supongamos que tenemos el siguiente conjunto de elementos: {Mercurio, Venus,
Tierra, Marte}, entonces, podemos decir que su conjunto universal es

U = {Planetas del sistema solar}.

Como puede observarse, los elementos de un conjunto pueden estar incluidos a la
vez en otros conjuntos universales. En el ejemplo anterior este mismo conjunto

universal también puede ser U = {los cuatro planetas mas cercanos al Sol}.

Supongamos que también tenemos el siguiente conjunto de elementos: {suma, resta,
multiplicacién, divisién}, también podemos decir que su conjunto universal es

U={operaciones aritméticas elementales}.

Es necesario dejar claro cudl es el conjunto universal, ya que eso definird nuestro
problema. Resumiendo, si U#¢ es cierto conjunto, cuyos subconjuntos estan en
consideracion, se dice que el conjunto dado es un conjunto universal; es decir, el

conjunto universal, es el conjunto de todas las cosas sobre las que estemos tratando.

Otros ejemplos de conjuntos de caracter universal: N = El conjunto de los nimeros
naturales’.

Z = El conjunto de los nimeros enteros

Q = El conjunto de los nimeros racionales’

R = El conjunto de los ndmeros reales’

C = El conjunto de los nimeros complejos’”

I = El conjunto de los nimeros imaginarios"

3
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Manejo de la teoria de conjuntos

La Teoria de conjuntos es un medio para poder dominar un lenguaje que es muy (til
en las diferentes ramas de las matemdticas y en muchos otros campos tedricos o
aplicados; por lo que es favorable utilizar su simbologia y su terminologia. Esta teoria
fue desarrollada por Boole y el matemadtico alemdn Georg Cantor (1845-1918) a
finales del siglo XIX, la cual ha tenido un gran peso en el auge de las matematicas

del siglo XX'.

En nuestra vida diaria asociamos continuamente entes de igual naturaleza. Por
ejemplo dias de la semana, partes de una oraciéon, operaciones aritméticas, partes
del cuerpo, colores del arcoiris. En cada uno de los ejemplos tenemos una coleccion
de objetos que se ve como un total. En matemdticas, una coleccion es un conjunto y

los entes u objetos son los elementos®.

Diagrama de Venn-Euler

Son representaciones graficas de los conjuntos, los conjuntos no vacios se
representan por curvas, dentro de un conjunto universal U.

Ejemplos:

4
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Pertenencia (e,¢)

La relacién de pertenencia es considerada como un concepto primitivo o
indefinible, la cual puede describirse intuitivamente como una relacién que se
establece entre un elemento y el conjunto al que corresponde’®. Se expresa de

manera abreviada con el simbolo e (introducido por Peano en 1889)".

Por ejemplo, si representamos M como el conjunto de los meses del afio, con f el
mes febrero, entonces fe M se lee: febrero pertenece al conjunto de los meses del

ano o febrero es un elemento del conjunto de los meses del ano.
Para indicar que un elemento no pertenece a un conjunto se utiliza ¢ .

Por ejemplo j¢ M y se lee: jueves no pertenece al conjunto de los meses del ano o

jueves no es un elemento del conjunto de los meses del afo.

Asi, si A es el conjunto formado por las vocales del abecedario, por lo tanto, ee A 'y
se lee: e pertenece al conjunto A o e es elemento del conjunto A.
Otro ejemplo es A el conjunto formado por las vocales del abecedario, por lo tanto,

qe Ay se lee: q no pertenece al conjunto A o que no es elemento del conjunto A.

A continuacién veremos las formas en que podemos describir un conjunto, por
extension o numeracién; como su nombre lo indica debemos indicar quiénes son sus

elementos, veamos los siguientes ejemplos:

Expresar por extension el conjunto formado por los ndmeros enteros mayores o

iguales que uno y menores o iguales que cuatro.

Enumerando todos y cada uno de sus elementos: A={1,2,3,4}.

Obsérvese que se anotan los elementos que lo contienen.

5
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Expresar por extension el conjunto de los nimeros pares mayores a 0 (cero) e iguales

0 mayores que 2.

Enumerando todos y cada uno de sus elementos:
A={2,4,6,...,2n}

Recordemos que los ndimeros pares son multiplos de dos.

También se hace uso de una notacion mas genérica denominada notacion por
comprension o propiedad, donde si todos los elementos de un conjunto cumplen
con una determinada propiedad que pueda ser expresada por una proposicién p(x),
entonces se puede definir que un conjunto A = {x € U | p(x)}. Y que se lee: A es el

conjunto de elementos x, que cumplen la propiedad p(x). Veamos algunos ejemplos:

Expresar por comprensién el conjunto formado por los niimeros enteros mayores o
iguales que uno y menores o iguales que cuatro.

Diciendo cual es la propiedad que los caracteriza: A={n € N|1<n <4}y se lee: El
elemento n que pertenece al conjunto de los nimeros naturales tal que n sea mayor

o igual a 1 pero menor o igual a 4.

Expresar por comprension el conjunto de los nimeros pares mayores o iguales que 2.
Diciendo cual es la propiedad que los caracteriza:

A={xEN|x=2N, V x> 2}y se lee: El elemento x que pertenece al conjunto de los
nimeros naturales, tal que x sea igual al producto 2N para toda x que sea mayor o

igual a dos.

Inclusion (¢, o, @)
La relacién de inclusién es necesaria para entender la relaciéon de orden, pero

ademas para comprender el concepto de ndmero.
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Cuando se establece una relacion entre las partes y el todo es inferir que las

caracteristicas o propiedades de un conjunto, o de un todo comprenden a los

subconjuntos que lo forman'®.

En consecuencia la relacion de inclusion entre dos conjuntos existe cuando todos los
elementos de un conjunto estan contenidos en el otro y se representa con el simbolo
c. De esta relacion resulta el término subconjunto, que se define como; todos los

elementos de un conjunto que forman parte de otro.

La relacion de inclusion también se puede representar con diagramas de Venn-

Euler®™.

Por lo tanto, si los elementos de un conjunto A pertenecen a los elementos de un
conjunto B, se sefiala que AcB y se lee: A es un subconjunto propio de B, o A esta
incluida en B, lo que también se puede escribir como B>A y que se lee

respectivamente B es superconjunto propio de A o B contiene a A.

Por comprension, diciendo cual es la propiedad que los caracteriza: n € {A | n €B}.

Diagrama de
Venn-Euler
que muestra
ACB o BDA

Propiedades de la inclusion:

1. o¢ocA

2. AcA, ya que todo conjunto A es subconjunto propio de si mismo
3.  AcB; solo si todo elemento de A es elemento de B
4

AcB y BcD=AcD
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Por ejemplo los conjuntos A = {a,e,i,o,u} y B=1{ab,c,...,x,y,z}, los cuales se indican

como AcB (A es un subconjunto propio de B, o bien; A estd incluida en B).

También es comdn denotarlo de la siguiente forma BoA (B es superconjunto propio

de A, o bien; B contiene a A).

abecedario

Diagrama de
Venn-Euler
que muestra
ACB o BDA

Por ejemplo los conjuntos U={Vehiculos}, A={Vehiculos terrestres} y

B={carreta, automovil, ferrocarril}, los cuales se indican como BcA (B es un
subconjunto propio de A, o bien; B esta incluida en A).

También es comdn denotarlo de la siguiente forma ASB (A es superconjunto propio

de B, o bien; A contiene a B).

U Vehiculos
e hiculos Diagrama de
terrestres Venn-Euler
carre ta_ ’ que muestra
automovil, BcA o ASB

ferrocarril

Veamos otro ejemplo; si tenemos los siguientes conjuntos: C={cuadrilateros} y

R={rombo, rectdngulo}.

Puesto que cada elemento del conjunto R es también un elemento del conjunto C,

entonces RcC se lee: R es subconjunto propio de C o R esta incluido en C.

8
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U VFiguras geométricas

Diagrama
Cuadrilateros de Venn-
Euler que
qubo muestra
Rectangulo
RcC

Si un conjunto no es subconjunto de otro, se utiliza el simbolo .
Veamos un ejemplo mas;

Sean los siguientes conjuntos:

I = {instrumentos musicales}

V = {instrumentos musicales de viento}

C = {instrumentos musicales de cuerda}

M = {flauta, trompeta, tuba}

T = {guitarra, violin}

Podemos expresar que Vcl 'y Ccl, también podemos decir que

McV'y Mcl; pero Mz Cy que TcCy Tcl, pero Tz V.

I Instrumentos musicales

I.M. de Viento I.M. de Cuerda

Flauta,
Trompeta y

Guitarra y
Tl Violin

El conjunto integrado por todos los subconjuntos de uno dado A, se llama partes de

A, y se indica p(A). Por tanto, la correlaciéon BcA es similar a decir Be p(A).

9
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Veamos el siguiente ejemplo:
1).- Si A={a,b} entonces p(A)={0,{a},{b} A}.
2).- Si ae A entonces {a}e p{A}.

Igualdad entre conjuntos

Dos conjuntos A y B se dicen iguales, y se denota A = B, si paralelamente AcB y
BcA; esto semeja a decir que tienen idénticos elementos (o bien la misma cualidad
caracteristica). Esto es, si y solo si todo elemento de A estd también incluido en By

todo elemento de B estd incluido en A. En simbolos: Vx, xe A< xe B.

Diagrama de

Venn-Euler

que muestra
A=B

También se pueden representar como A=B* y cabe sefialar que no es relevante el

orden en que se encuentran los elementos de cada conjunto.

Otro ejemplo de esto es:
SiM=1{10,11,12,13,14,15}

N ={14,11,15,12,10,13}

Entonces M = N

Cabe sefalar que no todos los conjuntos equivalentes son iguales, pero todos los

conjuntos iguales son equivalentes.
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Numero de subconjuntos de un conjunto

Un conjunto P {a,b} tiene los subconjuntos ¢, {a},{b} y él mismo {a,b}, pero para
estimar el nimero de subconjuntos de un conjunto dado, recordaremos que el
conjunto vacio es subconjunto propio de todo conjunto (excepto de si mismo), esto
es 0cA y ademas los conjuntos de un conjunto A que sean diferentes a A se [laman

subconjuntos impropios.

Teniendo presente el anterior sefialamiento, la expresién para deducir el nimero de
subconjuntos impropios de un conjunto es:

Numero de subconjuntos impropios de un conjunto = 2"— 1

Donde n es el nimero de elementos del conjunto.

Determinaremos el niimero de conjuntos impropios que se pueden formar a partir

del conjunto dado A={amarillo, blanco, café}.

El nimero de subconjuntos impropios de un conjunto = 2"-1
Donde n = 3 (amarillo,blanco,café)

. Nimero de subconjuntos impropios de un conjunto = 2°~1 =7
Esto es: ¢, {amarillo}, {blanco}, {café}, {amarillo, blanco},

{amarillo, café}, {blanco, café}

Prestar atenciéon que AcA (A es subconjunto propio de si mismo). Los subconjuntos

excepto {amarillo, blanco, café} se denominan subconjuntos impropios.
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Operaciones con conjuntos

Unién (V)
Se llama unién de dos conjuntos dados A y B, al nuevo conjunto formado por los
elementos que pertenecen a A o B. Si lo anterior se expresa por comprension, queda

de la siguiente manera: AUB={x | x€ A v x € B}.

U A B
Diagrama de
Venn-Euler que
flustra AUB
Propiedades de la union?’ Si el
a) ldentidad AUb = A
b) Idempotencia AUA = A
c) Conmutatividad AUB = BUA
d) Asociatividad (AuB)UC = AU(BUC)
e) Distributividad (AUB)NC = (ANC)u(BNC)
f) Absorcion AUANB) = A
g) Complementariedad AUA® = U

Sean los conjuntos A = {1,3,5,7,9} y B = {7,9,10,11,12}, definir por comprensién y
extension la unién de ambos conjuntos y representa dicha operacién en un diagrama

de Venn-Euler.

Por comprension: AuB={x | xe A v xe B} y se lee: el conjunto de los elementos x tal

que x pertenece al conjunto A o que pertenece a B.

Por extension: AuB ={1,3,5,7,9,10, 11, 12}.
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U A B

AUB
Sean los conjuntos C = {personas altas} y
D = {personas rubias}, definir por comprensién y extensiéon la unién de ambos

conjuntos y representa dicha operacién en un diagrama de Venn- Euler.
Por comprension: CuD={personas personas € personas altas v personas € personas
rubias} y se lee el conjunto de personas tal que personas pertenecen al conjunto de

Personas altas o que Personas pertenecen al conjunto de personas rubias.

Por extensién: CUD ={personas altas o rubias}.

Personas
altas o rubias

Interseccion (M)

Se llama intersecciéon al conjunto formado por los elementos que pertenecen al
conjunto A y al conjunto B de forma simultanea. Si lo anterior lo definimos por

comprension, queda de la siguiente manera: AnB={x | x€e A Ax e B}

U A B

Diagrama de
Venn-Euler que
ilustra AN B
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Si dos conjuntos no tienen elementos similares, se llaman disjuntos y su interseccion

es el conjunto vacio.

Propiedades de la interseccion?

a) Identidad AnU = A

b) Idempotencia ANA =A

c) Commutatividad ANB = BNA

d) Asociatividad (ANB)NC = AN(BNC)

e) Distributividad (ANB)UC = (AuD)N(BUC)
f).Absorcion ANAUB) = A

g) Complementaridad ANAC = ¢

Todo conjunto en el que se hayan definido dos operaciones que tengan las

propiedades de la unién e interseccion, se le denomina Algebra de Boole.

Sean A={a, b,c,d e f h ity B={b,d h, m}, definir por comprensién y extension
la interseccion de ambos conjuntos y representa dicha operacion en un diagrama de
Venn-Euler.

Los elementos b, d, h son comunes a ambos conjuntos.

Por comprensiéon AnB={x|xe A A xe B} y se lee: el conjunto de los elementos x tal

que x pertenece al conjunto A y que pertenece a B.

Por extension se representan asi: AnB={b, d, h}.

)

B

ANB
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Sean los conjuntos A={personas altas} y B={personas rubias}. Definir por

comprension y extension la interseccion de ambos conjuntos y representa dicha

operacién en un diagrama de Venn-Euler.

Las propiedades altas y rubias deben ser comunes a ambos conjuntos en la
interseccion.

Por comprensiéon A N B = {personas | Personas € personas altas A personas €
personas rubias} y se lee el conjunto de personas tal que personas pertenecen al
conjunto de personas altas y que personas pertenecen al conjunto de personas

rubias.

Por extension se representan asi: A N B = {personas altas y que sean rubias}.

Personas Personas

altas

Personas
rubias

altas y
rubias

ANB
Sean Q = {vehiculos terrestres} y P = {automévil, barco, avion}. Definir por
comprension y extension la interseccion de ambos conjuntos y representa dicha

operacién en un diagrama de Venn-Euler.

La propiedad vehiculo del conjunto Q debe ser comuin a alguno de los elementos del

conjunto P en la interseccion.

Por comprensién: QnP={vehiculo | vehiculo € Q A vehiculo € P} y se lee: El

conjunto de vehiculos tal que Vehiculos pertenecen al conjunto Q y vehiculos
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Por extension: Q N P = {automovil}.

U 0 b

vehiculos

terrestres

QNP

Diferencia (o \)

Se llama diferencia al conjunto formado por los elementos de un conjunto que no se
encuentran en otro conjunto referido. Es decir, los elementos de un conjunto A que

no se encuentran en un conjunto By se representa por A-B o A \ B.
Si definimos por comprensién lo anterior, queda de la siguiente manera:
A-B={x|xe AA x¢ Btobienxe (A-B) & (xe A)A(xe B).

Una propiedad interesante de la diferencia es que AnB = A — (A-B), esto debido a lo

siguiente: xe ANB) & (xe A)Aaxe B)exe A)nlxe (A-B)] & xe A-(A-B)

U A4 B U A B

Diagrama de Venn-Euler Diagrama de Venn-Euler
que muestra 4 — B que muestra B— 4

Propiedades de la diferencia
a) Identidad: A-¢=A
b) 6-A=0

16
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c) Conmutativa: la diferencia de conjuntos no es conmutativa.

d) Asociativa: la diferencia de conjuntos no es asociativa.
e) Distributiva: la diferencia de conjuntos es distributiva respecto a la
unién y la interseccion y presenta dos casos particulares:
i) (AUB)-C=A-CuB-C
i) (AUB)-C=(A-C)n (B -0

f) Asimetria: A-B=(A-BUB-A y B-A=(B-A) UI(A-B)
(Para este Ultimo, cuando se omiten aquellos
elementos que se encuentran en el drea de

interseccion)

Por ejemplo, sea A = {2,4,6,8} y B = {6,4}. Definir por comprension y extension la
diferencia A-B y representar dicha operacién en un diagrama de Venn-Euler.

Los elementos 2 y 8 no estan en el conjunto B.

Por comprension A — B = {x /x € A Ax & B}y se lee: el conjunto de elementos x tal

que x pertenecen a Ay x no pertenecen a B.

Por extension: A-B = {2,8}.

U A B

A-B
SeaA=1{a b,c, dlyB=1{a b, c e f g Definir por comprensiéon y extension la
diferencia A-B y B-A. Representar dichas operaciones en un diagrama de Venn-Euler

respectivamente.

Para la diferencia A-B, el elemento de A que no estd en B es d.
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Por comprension: A-B={ x| x €A Ax ¢B} y se lee: el conjunto de elementos x, tal

que x pertenece a A y x no pertenecen a B.

Por extension: A-B={d}.

Para la diferencia B-A, los elementos de B que no estan en Asone, fy g.

Por comprensién: B-A={x | x e B A x ¢ A} y se lee: el conjunto de elementos x, tal
que x pertenece a By x no pertenece a A.

Por extension: B-A={e,f,g}.

Complemento (A9
Los elementos de un conjunto dado que no pertenezcan a un conjunto universo, se

les denomina conjunto complemento del mismo y se representan por A®. Lo anterior

se define como A“=U-A={x|x¢ Aaxe U}

Diagrama de Venn-Euler
que muestra un conjunto A
contenido en otro conjunto

V1o U ysucomplemento 4 ¢

Una propiedad interesante del complemento es que si AcU y BcU entonces:
x€ (A-B) & xe (An B de maneraque A—B=AnN B°

Pero también:
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xe ANBY © xe Arxe B @oxeB°Axe Acoxe BSAaxe A xe (B -
A°)
De tal forma que A — B = (B“ — A9).

Sea U={1,2,3,4,5,6,7,8,9} y A={2,4,6,8}. Definir por comprensiéon y extension el
complemento del conjunto A y representar dicha operaciéon en un diagrama de

Venn-Euler.

Los elementos del conjunto universo 1,3,5,7 y 9 no estan presentes en el conjunto A.
Por comprension : A={x | x A Ax e U} y se lee: el conjunto de elementos x, tal
que x no pertenece a A y x pertenecen a U.

Por extensién: A“={1,3,5,7,9}.

AC={11315I7/9}

Producto cartesiano (x)

Un par ordenado esta conformado por dos elementos en un orden establecido (x, y).
Donde x se define como primer elemento, y y el segundo elemento, se denotan

dentro de un paréntesis separados por punto tal y como se exhibe.

El producto cartesiano de dos conjuntos A y B, que se denota por A X B, es el
conjunto de todos los pares ordenados formados por los elementos de A que se
asocian con los elementos de B. Esto es:

AxB={(x,y)|xe Arye Bl={xy)-(x,y) =xe€ Arye B}

Donde el orden de los componentes si importa, ya que el producto cartesiano no es

conmutativo, es decir, AxB# Bx A.
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Si A={1,2} y B={x, y, z}, obtén el producto cartesiano de A y B definiéndolo por

comprension y extension.

El producto cartesiano de estos dos conjuntos definido por comprension sera:
AxB={(x, y)|x e A Ay €B}.
Por extension, se define lo anterior como
AxB={(1, x),(1, y),(1,2),
(2, x),(2, y),(2,2)}.

Notese que AxB#BxA (porque no es conmutativo el producto cartesiano), pues al

ser pares ordenados, el par (1,z) es distinto del par (z,1).

Partiendo de los conjuntos E={rosas, claveles, alcatraces} y
C={rojo, amarillo, blanco}. Determinar el producto cartesiano de E y C definiéndolo

por comprension y extensién. Mediante un cuadro representar tal operacion.

El producto cartesiano de estos dos conjuntos definido por comprensiéon sera: ExC
={(x,y)|x eEAyeC}

Por extension, se define lo anterior como

ExC={(rosas, rojo),(rosas, amarillo),(rosas, blanco),

(claveles, rojo),(claveles, amarillo),(claveles, blanco),

(alcatraces, rojo),(alcatraces, amarillo), (alcatraces, blanco)}.

Y
V3 blanco (rosas, blanco) (claveles, blanco) (alcatraces, blanco)
Vo amarillo (rosas, amarillo) (claveles, amarillo) (alcatraces, amarillo)
Vi rojo (rosas, rojo) (claveles, rojo) (alcatraces; rojos)
c rosas claveles alcatraces
E X1 X2 X3 X
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En el cuadro se representan pares ordenados, donde el primer elemento componente

corresponde a la especie de flor y el segundo elemento componente al color de flor.

Estructuras Numéricas

Una estructura numérica” se forma por un conjunto y una o varias operaciones
especificas y que ademds estan relacionadas con otro(s) conjunto(s). Las

fundamentales son: grupos, anillos y campo.

Grupo
Es un conjunto con una operacién binomia® o aditiva definida, que cumple con las
siguientes propiedades:
a) Ley de la cerradura o de composicién interna, donde aplicando la operacion
binomia el resultado pertenece al conjunto dado.
b) Es asociativa.
c) Existe el elemento neutro y es Gnico™
d) Existe elemento inverso con respecto a la operacion, por lo que se dice que
forma grupo.
e) Si ademas la operacién cumple con la propiedad conmutativa es un grupo
conmutativo o abeliano.
Por ejemplo:
a) 4+2=6; 6€Z
b) 3+7+6+4=20 = (3+7)+6+4=20
c) 16+0=16
d 7;-7
e) 2+7+4=13 = 4+247=13
Nota: los N no forman ninguna estructura.

Anillo
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Es un conjunto con dos operaciones definidas, la aditiva y la multiplicativa, que

cumplen con las siguientes propiedades:
Para la aditiva que debe formar grupo abeliano.
a) Ley de la cerradura o de composicién interna.
b) Es asociativa.
c) Existe el elemento neutro y es Unico.
d) Existe elemento inverso con respecto a la operacion aditiva.
e) Es conmutativa.
Asi por ejemplo:
a) 18+(-8)=10 donde 18,-8 y 10 € Z
b) 9+(-2)+4=11 = [9+(-2)]+4=11
c) -8+0=-8
d 14;-14
e) 7+(-4)+13=16 = 13+7+(-4)=16

Para la multiplicativa:
a) Ley de la cerradura o de composicién interna.
b) Es asociativa

c) Distributiva respecto a la suma por la derecha y por la izquierda.

Si ademas la operacion multiplicativa es conmutativa se llama anillo conmutativo.
Por ejemplo:
a) 4x(-5)=-20 donde 4,-5y -20€ Z
b) 4x2x5=40 = (4x2) x5=40
C) 3(2+5)=3x243x5 1= (2+5)3=2x3+5x%3
(por la derecha) (por la izquierda)

Las operaciones de adicién y de multiplicacion con Z tienen estructura de anillo.

Campo
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Es el conjunto de los nimeros racionales, que puntualizando las operaciones aditivas

y multiplicativas en él, debe cumplir las siguientes propiedades:
Para la aditiva debe formar grupo abeliano.

a) Ley de la cerradura o de composicion interna.

b) Es asociativa.

c) Existe el elemento neutro y es Gnico

d) Existe elemento inverso respecto de la suma.

e) Es conmutativa.

Veamos algunos ejemplos:

3 7 15+28 43 43
a) —+-= = o4 Q
4 5 20 20" 20
1 4 5 8+48+30 86 1 4 5 86
b) —t- == -+ -)+-=—
3 2 24 24 3 2 4 24

4 5

4 5 1 86
t-=-+-4=—
2 2 4 3

24
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Para la multiplicativa
a) Ley de la cerradura o de composicion interna.
b) Es asociativa.
c) Existe el elemento neutro y es Gnico®
d) Existe elemento inverso con respecto a la propiedad multiplicativa.
e) Es conmutativa.
f) Ademads, la operacion multiplicativa debe ser distributiva por la derecha y por

la izquierda, respecto a la aditiva.

Ejemplos:
3 6 18 18
Xl—=))=—-= —-=
a) 7 ( 5) 35/ 35€Q
4 1 5 20 4 1 5 20 10
b) -X-x-=— = (—x—)x—:—:—
3 7 6 126 3 7 6 126 63
2 2
c) =X1==
7 7
4.5
d) 5 4
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4 1 20
3777 126

9 21 15 2835 T 2835 45

2) 28 7 14  8820+945-2646 _ 7119 113

Queda al lector probar por la izquierda.
Otra manera comin de resolver el anterior problema, también por la

izquierda, es la siguiente:

7 (4 1 2) 7 (140+15—42) 7113 791 _ 113
3\3 7 5/ 3 105 T 3105 315 45

Del analisis de las estructuras numéricas, se puede concluir que

N no forman ninguna estructura numérica.

Z forma grupo abeliano ya que con la multiplicacién no forma estructura de
grupo pero combinando la suma y la multiplicacién tiene estructura de
anillo.

Q estos niimeros con la suma y la multiplicaciéon forman grupo abeliano ya
que con estas operaciones tienen estructura de campo.

R tienen estructura de campo.

[ no cumplen ninguna, solo complementan a los racionales.
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1.2. Aplicacion del campo de los nimeros reales (R)

Un ntimero es un simbolo que representa una cantidad, con ellos podemos contar,
medir, hacer operaciones, pero es muy dificil hacer una definicion de manera
formal.

Sin embargo®, se puede decir que un nimero real es un ndmero positivo o negativo
que puede o no tener cifras de decimales finito o infinito y puede representarse
mediante un punto en la recta de ndmeros reales. En este sentido, el teorema
fundamental de la geometria analitica, establece que a cada numero real le

corresponde un punto en la recta de los niimeros reales y viceversa.

Naturales
Cero
Enteros L Enteros Z
negativos Y Nimeros N
racionales Q Racionales Q
Niraeros
Irracionales —
> Reales R
J
J

Ndmeros naturales (N)

Como su nombre lo dice, son los que nos sirven para contar de manera natural y
estan formados por los nimeros enteros positivos®” .

Los nimeros naturales forman una serie que no tiene fin porque siempre puede
anadirse uno mas. Es una serie infinita, la letra N maydscula se usa para
representarlos:

N=({1,2,3,4,5,...}

Cotidianamente los usamos:
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e Sitenemos $10 y nos pagan $50, tendremos $60.

e Si estamos pasando mucho calor porque estamos a 32° y aumenta un grado
estaremos a 33°.

¢ Si nos encontramos en la segunda planta de un hotel o en el sexto piso.

e Si nos referimos a la altura del volcan Paricutin, con 3,170 metros sobre el
nivel del mar®.

Si observamos lo anterior, claramente se puede diferenciar de otros nimeros
llamados numeros negativos, que se definen como los ndmeros opuestos de los
naturales, en el entendido de que opuesto es el nimero que al sumarlo con él da
cero, que es el elemento neutro de la adicion.

Por ejemplo el opuesto de 100 (tener 100) es -100 (deber 100), ya que 100+(-100)=0
(si tengo 100 y debo 100 no tengo nada).

De la misma manera, podemos expresar otras situaciones como se muestra a
continuacion:

-tengo $10 (+$10) o debo $10 (-$10).

-hace mucho calor (40° o mucho frio (-40°).

Desde un punto de vista matematico, nos encontramos con que

1. La suma de dos nimeros naturales es otro nidmero natural (2+3=5), esta es la
propiedad de cerradura de la suma de nimeros naturales™.

2. La multiplicacion de dos nidmeros naturales es un ndmero natural
(2x3=2+2+2=3+3=6), podriamos llamarla suma abreviada, ya que se trata de
una suma de sumandos iguales, y por tanto, también podemos decir que el
producto es una operacion en el conjunto de los nimeros naturales, también
llamada propiedad de cerradura para la multiplicacién.

Sin embargo, ;qué resultado nos queda de la operacién 20-30?, observe que si el
minuendo es mayor que el sustraendo el resultado es un niimero natural. Pero si el
minuendo es menor que el sustraendo el resultado no cae en los naturales, para ello
introducimos otro conjunto de ndmeros, Ilamados nimeros negativos, que son los

que nos dan la respuesta a la operacion 20-30= -10.
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Numeros enteros (7)

Al conjunto formado por los enteros positivos, los enteros negativos y el cero, se les
llama conjunto de los ndmeros enteros y se representan con la letra mayuscula Z.

/={...-5-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5,...}

Operaciones con nimeros enteros

Las cuatro operaciones bdsicas que se pueden realizar con los nimeros enteros son:
suma, resta, multiplicacién y divisién, es conveniente que se analicen las
propiedades’ que gozan estas operaciones. La aplicacién correcta de las mismas
ayuda a un manejo fluido de las operaciones con ndmeros reales. Ademas trataremos
de aplicar el lenguaje simbdlico de la matematica que se estudié en la unidad

anterior.

Suma

La suma de dos nimeros naturales es otro ndmero natural: a+b=c, donde a y b se

llaman sumandos y c la suma.

a) Para sumar dos enteros del mismo signo’”. Se suman sus valores absolutos™ y
se pone el mismo signo que tienen los sumandos.

b) Para sumar dos enteros de distinto signo’. Se restan sus valores absolutos (el
menor del mayor) y se pone el signo que tiene el sumando de mayor valor
absoluto.

Resolvamos algunos ejercicios para aclararlo
(+4)+(+2)= +6= |+4| + |+2| =4 + 2 = +6
(-3)+(-6) =-9= |-3| +|-6| =3+ 6=-9
(+7)+(-2) =45 = [+7| > |-2| . 7-2 =45
(-8)+(+3)=-5=|-8| > [+3] . 8-3=-5
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La suma cumple con las siguientes propiedades:

e Leyinterna
El resultado de sumar dos nimeros reales es otro nimero real: a + b € R.
Asi por ejemplo: 2 +3 =5€ R
Ley de cierre
Para cada par de nimeros reales a y b existe un Gnico niimero real llamado suma
denotado pora+b:Va AVb €R,3c € R|a+b=c.Porejemplo:1+2=3
€ R

e Propiedad asociativa
En una adicién de tres sumandos es igual sumar los dos primeros y a esto el
tercero, que sumar al primero la suma del segundo y del tercero: ¥V a, b, c €R, (a
+b)+c=a+(b+o).
En otras palabras, el modo de agrupar los sumandos no varia el resultado o suma.
Por ejemplo:(1 +2)+3 =1+ (2 + 3).
Propiedad conmutativa
El orden de los sumandos no alteralasuma: vVa,b €R,a+b=b +a.
En otras palabras, el orden de los sumandos no varia la suma. Por ejemplo:1 + 2
=2+1

e Existencia del elemento neutro
Existe un nimero real Ilamado cero, tal que sumado a cualquier nimero a da
como resultado el mismo nimeroa:vVa €R,30 € R|a+0=0+a=a.
En otras palabras, el O (cero) es el elemento neutro de la suma porque todo
nimero sumado con él da el mismo nimero. Por ejemplo: 1+0=1€ Ry2+0
=2e R

e Existencia del inverso
Para cualquier nimero real a existe un nimero real —a Ilamado inverso aditivo u
opuesto, tal que sumado con a da como resultado el elemento neutro.

Va€ R,3-a€ R|a+(-a)=(-a)+a=0
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También conocido como elemento opuesto, en otras palabras, se entiende que

dos nimeros son opuestos si al sumarlos obtenemos como resultado el cero. Por
ejemplo: 1-1=0
Nota: El opuesto del opuesto de un ndmero es igual al mismo ndimero, esto es:

—(—a)=a.

Resta

Para restar dos nimeros enteros hay que sumar al primero el opuesto del
segundo. Y esta conformada por las siguientes partes: Diferencia (D)= Minuendo
(M) — Sustraendo (S).

Por ejemplo:(-9)-(+7)=(-9)+opuesto de (+7) = (-9)+(-7)=-16

Sumas y restas con paréntesis
a) Paréntesis antepuestos del signo (+). Se elimina el signo y el paréntesis, y se
dejan los sumandos del interior con su signo.
b) Paréntesis antepuestos del signo (-). Se elimina el signo y el paréntesis, y
todos los signos de los sumandos del interior se convierten en su opuesto.
Veamos unos ejemplos:
+(-4+7-5)=-4+7-5 = -2
114(-4+7-5)=11-4+7-5=9
—(-4+7-5)= +4-7+5 =2
11-(-4+7-5) = 11+4-7+5 = 13

Multiplicacién
Para multiplicar dos ndmeros enteros:
a) Se multiplican sus valores absolutos.
b) Al resultado le ponemos el signo (+) si ambos ndmeros son de igual signo y el

signo (-) si son de signos diferentes.
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(+) (+) = (+)

(-) (-) = (+) | Reglade los signos para
(+) (-) = (-) la multiplicacion.
(-) (+) = (-)

Ejemplos: (-4)x(+2)=-8, (+4)x(-2)=-8, (-4)x(-2)=+8, (+4)x(+2)=+8
El producto de nimeros reales cumple con las siguientes propiedades:
e Lleyinterna
e Propiedad asociativa
e Propiedad conmutativa
e Propiedad distributiva de la multiplicacion con respecto a la suma
e Existencia del elemento neutro
e Existencia del inverso

e Sacar factor comun

Ley interna

El resultado de multiplicar dos ndmeros reales es otro nimero real: a x b € R.

Un ejemplo de lo anterior: 4 x 2 =8 € Ry 2 x3 =6 R

Propiedad asociativa
El modo de agrupar los factores no afecta el resultado. Si a, b y ¢ son niimeros reales

cualesquiera, se cumple que (axb)xc = ax(bxc) , ejemplo: (1x2)x3 = 1x(2x3)

Propiedad conmutativa

El orden de los factores no varia el producto: a x b=b x a. Ejemplo: 5x8=8 x5
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Propiedad distributiva de la multiplicacién con respecto a la suma*

Para multiplicar una suma algebraica por un entero, se multiplica cada uno de los
términos por el entero, aplicando la regla de los signos y luego se suman los
resultados:

Vab ceR (@a+b)xc=axc+bxc
En otras palabras, el producto de un nimero por una suma es igual a la suma de los

productos de dicho niimero por cada uno de los sumandos: a X(b + c) = a xb + a X

|3) = -12 + 6 -

T = (6 + 9)- (1

' - 15 - 15
S

¢¢§

Existencia del elemento neutro:
El 1 es el elemento neutro de la multiplicacién, porque todo nimero multiplicado

por él da el mismo ndimero: a x1 = a. Ejemplo: 7 x1 =7

Existencia del inverso

Un ndmero es inverso del otro si al multiplicarlos obtenemos como resultado el

elemento unidad:ax% = 1. Ejemplo: 7x% =1

Sacar factor comdn®

Es el proceso inverso a la propiedad distributiva (vista en el tépico 2.4.3.4.). Si varios
sumandos tienen un factor comin, podemos transformar la suma en producto
extrayendo dicho factor.

axb+axc=ax(b+c)

por ejemplo: 2x3 + 5x3 = 3x(2+5)
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Division

La divisién de dos ndmeros reales se define como el producto del dividendo por el
inverso del divisor®®.
Para calcular el cociente exacto de dos nimeros enteros:

a) Se dividen sus valores absolutos.

b) Al resultado le ponemos el signo (+) si ambos ndmeros son de igual signo y el

signo (-) si son de signos diferentes.

(+) / (+) = (+)

(-) / (-) = (+) | Reglade los signos para
(£) /7 () = () la division.

(-) / (+) = (-)

Ejemplo:l—iz—Z,i—éLO 2, _—::+2:—:_+2

La divisién goza de las mismas propiedades que la multiplicacién.

Jerarquia de las operaciones
Las operaciones combinadas de ndmeros enteros hay que efectuarlas siguiendo un
orden:

a) Se resuelve lo que esté dentro de simbolos de agrupacién (corchetes y
paréntesis).

b) Se resuelve las expresiones con exponentes®” y después, se realizan las
multiplicaciones y divisiones en el orden en que aparecen, de izquierda a
derecha.

c) Por Gltimo, se resuelven las sumas y las restas en el orden en que aparecen,
de izquierda a derecha.

Ejemplo:
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4112 (9-7)+4]-(5+8) 4[12 (2) +4]-(13) __4[24+4]-13
4

3% 4 27 81 + 8 89

4[28]-13 112-13 99

89 89 89

Mdiltiplos y divisores

Si un nimero entero b se multiplica por otro entero, el producto es un mdltiplo de
los dos, entonces los mdltiplos se obtienen multiplicando por la serie de los ndmeros
naturales.

Ejemplo : sea a=21, entonces b=7 es multiplo de a, ya que a=3b.

Ejemplo:
Numero Muiltiplos
2 2,4,6,8,10,...
3 3,6,9,12,15,...
4 4,8,12,16,20,...
10 10,20,30,40,...

Notese que los mdltiplos de un nimero forman una serie infinita.

Propiedades de los multiplos

Sabemos que para hallar los multiplos de un ndmero entero b, debemos multiplicar
dicho nimero b por 1,2, 3,..., n. Esto nos arroja un miltiplo a y el nimero n por el
que se ha multiplicado es un divisor exacto de a.

Las siguientes propiedades nos permiten averiguar si un nimero es multiplo de otro

de una forma sencilla, sin necesidad de realizar una divisién por tanteo.

Criterios de divisibilidad
Sabemos que para hallar los divisores de un ndmero n, debemos dividir dicho
nimero por 1,2, 3,...,n. Si la divisién es exacta el nimero por el que se ha dividido

es un divisor de n. Si el nimero n es grande, hacer una divisién puede llevarnos
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mucho tiempo. Ademas, no nos interesa la divisién en si, sino solo saber si es exacta

o no™.
Los siguientes criterios nos permiten averiguar si un nimero es divisible por otro de

una forma sencilla, sin necesidad de realizar una division.

I No. I Criterio Ejemplo
2 |El nimero termina en cifra par. 546: porque "6" es par.
' . 474: e 4+ T+ 4 = es multipl
3 |La suma de sus cifras es un maltiplo de 3. de 3 porque 15 &1 axieplo
e 3.
4 |El nimero formado por las dos altimas cifras es 00 o multiplo de 4. 7324: porque 24 es multiplo de 4.
5 |La altima cifra es 0 0 5. 125: porque acaba en 5.
6 |El nimero es divisible por 2 v por 3. 36: Ver criterios para 2 y 3.

Para nameros de 3 cifras: al nimero formado por las dos primeras cifras
p P 266: porque 26 — 6x2=14, que es

se le resta la Gltima multiplicada por 2. Si el resultado es multiplo de 7, L
multiplo de 7.

el nimero original también lo es.

! Para nameros de mas de 3 cifras: dividir de izquierda a derecha en i:):(i:i(l)f)l),i(rg::;)xf:‘ 19,746 =
HE-6x2)~(41-9=2)+(Td-6x2) =
HE-12)~H41-18)+(74-12) =
H—4)H23)H62)= —4-23+62=35

grupos de 3 cifras y aplicar el criterio de arriba a cada grupo. Sumar y
restar alternativamente el resultado obtenido en cada grupo y comprobar
si el resultado final es un multiplo de 7.

8 |El nimero formado por las tres Gltimas cifras es 000 o maltiplo de 8. 98760: porque 760 es multiplo de 8.
11106: porque 1+1+1+0+6=9 y 9 es
multiplo de si mismo.

10 |La altima cifra es 0. 550: La ultima cifra es 0.

9 |La suma de sus cifras es mualtiplo de 9.

13574: 1+5+4=10 y 3+7=10 ..

Sumando las cifras en posicion impar por un lado y las de posicion par 10-10=0

por otro, siempre de derecha a izquierda. Luego se resta el resultado de

11 . . L 85404: 8+4+4=16 y 5+0=5 ..
ambas sumas obtenidas. Si el resultado es cero o un mualtiplo de 11, el >y L .
. o 16-5=11 => 11 es mualtiplo de si
namero es divisible por este. .
mismo.
12 |El nimero es divisible por 3 y 4. 168: ver criterios para 3 y 4.

Ndmeros primos y compuestos
En los enteros hay nimeros que pueden expresarse como el producto de otros de
varias maneras.
Ejemplos:
1. 50=2%25=5%x10=50x1
2. 132=2X66=4X33=12X11=6X22=3X44=1%x132
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Existen otros nimeros cuyo Unicos factores son él mismo y la unidad, a estos se les

llama primos.

Concluimos que:
a) Un naimero primo es el que solo tiene dos divisores que son el 1y él mismo.
b) Un ndmero que no es primo se llama compuesto, es el que tiene mas de dos
divisores o que se expresa como el producto de dos o mds factores primos.
Ejemplo:

3=3x1, 11=11x1, 17=17%x1, 31=31x1, 257=257X1, 65537=65537X1.

Al respecto hay un resultado interesante, todo entero mayor que uno puede
descomponerse en productos de ndmeros primos en una expresion tnica®
Ejemplos:

Factorizar ~ 252=2°X3*x7

Factorizar ~ 825=3Xx5x11

Factorizar ~ 46137=3%x7x13’

Mdiltiplo comun

Si tienes dos o mds nimeros y observas entre sus multiplos, encontrards el mismo
valor en sus listas de multiplos, esos son los multiplos comunes a dichos nimeros.
Por ejemplo:

Si escribes los mdltiplos de dos nimeros diferentes como el 2 y 3, los multiplos
comunes son los que estan en las dos listas.

Muiltiplos de 2: 2,4,6,8,10,12,14,16,18,20,22,24,26,28,30, ...

Muiltiplos de 3: 3,6,9,12,15,18,21,24,27,30,33,36,39,42, ...

;Observas que 6,12,18,24 y 30 aparecen en las dos listas? Entonces, los multiplos

comunes de 2 y 3 son: 6,12,18,24 y30.
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Minimo comidn miltiplo (mcm)

Es el mds pequefio de los multiplos comunes. En el ejemplo anterior, el menor de los
multiplos comunes es 6, asi que el minimo comin multiplode 2 y 3 es 6.
Por lo que puedes ver, para calcular el minimo comin miltiplo, solo escribe los

multiplos de los nimeros hasta que encuentres uno que coincida.

Por ejemplo: un automévil, una motocicleta y una bicicleta dan vuelta a una pista
eliptica, partiendo de la meta al mismo tiempo. El automévil recorre la pista en 12
minutos, la motocicleta en 24 y la bicicleta en 36. ;Cudnto tiempo debe pasar para

que coincidan nuevamente en la meta los tres conductores y cuantas vueltas dard

cada uno?
Solucion:
Tiempo empleado|Fact.
12 24 36 2
6 12 18 2 2X2x2x3%x3
3 6 9 2 - mem=2°x3"=72
3 3 9 3 2% 3%
1 1 3 3
1

Los tres vehiculos coinciden en la meta después de transcurridos 72 minutos.

Vueltas del automovilista: % =6

Maximo comun divisor (mcd)
El maximo comdn divisor es el nimero mas grande que divide dos o mds nimeros
de forma exacta. La forma de calcular el maximo comun divisor de un grupo de
numeros, es a través de los siguientes métodos:

1. Producto de factores primos.

2. Algoritmo de Euclides.
Primer método (Producto de factores primos)

Este método consiste en los siguientes pasos:
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1. Descomponer los ndimeros en sus factores primos.

2. Formar un producto con los factores primos comunes, que estén afectados del

menor exponente.

Ejemplo: encontrar el maximo comun divisor para los nimeros 25 y 30.

Num. |Fact.
25 5
5 5
1

5x5
52

Nim. |Fact.

30 2 2x3x5

15 3 30=2"x3"x5"
5 2'x3'x5"

El factor primo comdn de los nlimeros y que tiene menor exponente es 5'.

- mcd = 5'= 5, es decir, que 5 es el maximo divisor que divide de forma exacta a 25

y 30.

Segundo método (Algoritmo de Euclides)*

El método anterior se complica a medida de que se desea optimizar recursos, asi que

un segundo método es a través del uso del algoritmo de Euclides que enuncia lo

siguiente: Dados dos nimeros, si al dividir el mayor entre el menor, la divisién no es

exacta, el mcd de ambos es el mismo que el del menor vy el resto de la division.

Esto es, dado dos nimeros M y N, donde M>N; dividimos el mayor M entre el menor

N. Obtendremos por consiguiente g, y resto R,. Si dividimos también N entre R;,

obtendremos otro cociente g, y resto R,. Si continuamos dividiendo hasta que el

resto sea cero, el dltimo divisor empleado es el mcd.

Ejemplo: encontrar el maximo comdn divisor de 328 y 1804 mediante el algoritmo

de Euclides.
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Solucion:
5 2
328[ 1804  (64f328

164 0

Por lo tanto, mcd = 164.

Ndmeros racionales (Q)

Pensemos si siempre es posible efectuar la division en Z. Observa el siguiente
ejemplo: 5+4= ?,debemos visualizar un nimero entero tal que al multiplicarlo por 4
de por resultado 5. ;Cual seria el nimero entero que satisfaga esta condicion? .

Para poder resolver esta situacion vamos a introducir otro conjunto numérico: los

nimeros racionales, conocidos también como quebrados o ndmeros fraccionarios ,

que designaremos con la letra Q. Un nimero racional presenta la forma S, es decir,

el cociente de dos niimeros enteros p y g, donde g # 0 pues la division por cero no

esta definida. Su notacion es:

_p Numerador _ Dividendo

Q=

q Denominador Divisor

En este conjunto, la suma, la resta, la multiplicacién y la divisién son cerradas.

Expresando por comprensién el conjunto de los nimeros reales queda de la forma:
(@:{qg| p, g€ Z con g+ 0}

Ejemplo:

3 .
1. S s racional porque 3 y 4 son enteros
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0 .
2. Zes racional porque 0 y 6 son enteros

[41

., . . . 1
3. 0.33333 es la expresion decimal® del ndmero racional -

Notese que los enteros pertenecen a los racionales, es decir, son un subconjunto de

ellos (ZcQ).

Los nUmeros racionales pueden indicarse como una expresion decimal exacta,

periédica y periédica mixta , tal y como se sefiala a continuacion:

1. == 0.5 decimal exacto.

2. == 0.66666... decimal periédico (se dice que tiene periodo uno ya que

winNn N

aparece una vez el nimero y se repite infinitamente).

3. ==0.93333... = 0.93 periédico mixto.

Todo nimero racional cuya expresion decimal no es exacta, limitada o periddica

constituye un ndmero irracional®.

La forma de expresar un decimal como una razén de dos nimeros enteros, es la

siguiente:

1. Decimal exacto: se multiplica y divide por una potencia de 10 con tantos
ceros, como se requiera para convertir el decimal a entero.
Ejemplo:

_(05)x10 _ 5 _ 1

10 10 2

0.5

2. Decimal periédico: en el numerador se escribe el primer periodo como un
nimero entero, con un denominador formado por tantos nueves como tenga

el periodo.
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Ejemplo : expresar como la razén de dos enteros la expresién decimal 0.135135...

0.135135... tiene periodo 3 y sea f=fraccion buscada.

~f=0.135135... (i)

Se multiplica (i) por 10°= 1000xf=135.135... (ii)

Restando (i) de (ii) =1000f=135.135...
-f=-0.135135...

999f = 135

. 135 . o 135 45 5
Se despeja f, f==—y sesimplifica® f=—==—===
999 999 333 37

Ejemplo: expresar como la razén de dos enteros la expresion decimal 2.135135...

Si observa el ejemplo anterior la parte periddica 0.135...:% , lo Gnico diferente es

que tiene una parte entera y la debemos sumar quedando:

- 5 79
17 27

3. Decimal periédica mixta: a la parte entera, se le suma la parte decima una

vez

Ejemplo: expresar como la razén de dos enteros la cifra decimal 0.8161616...
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Se multiplica el nimero por una potencia de 10 que recorra el punto decimal hasta
donde termina el primer periodo, en este caso 1000,y se resta de lo que quede de
multiplicar el nimero por una potencia de 10 que recorra el punto decimal hasta
donde termine la parte no periddica, en este caso por 10 y tenemos
816.161616...-8.161616...=1000f-10f

808=990f

f= 808 _ 404
990 495

Ejemplo: expresar como la razén de dos enteros la cifra decimal 3.8161616...

Se procede como en el ejemplo anterior con la parte decimal y al final se suma con

la parte entera

N 404 1889
495 495

Numeros irracionales (1)

También hay nimeros que se expresan en forma decimal pero que no se forma
ningln periodo en su cociente, por ejemplo V3, un ndmero muy conocido 7, entre
otros, estos nimeros se Ilaman irracionales y se les representa con la letra mayuscula
l.

El conjunto que resulta de unir los ndmeros racionales (Q) con los irracionales se
llama reales y se les representa con la letra maydscula R.

Noétese que | y Q no tienen elementos en comdn, asi QUI=R y que QNI=¢.

Numeros

racionales o
irracionales

R=Qul
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Nota: todos los nimeros racionales se pueden expresar en forma decimal infinita y

periédica, sin embargo, los irracionales se expresan en forma decimal infinita pero

no periédica

Fracciones y decimales

Al referirnos a la divisiébn exacta de ndmeros enteros, se define que la condicién
necesaria para tal situacion, es que el dividendo sea multiplo del divisor. En el caso
de que se presenten divisiones que no sean exactas como 5+8, los matemdticos en
un intento de solucionarlas crearon una nueva clase de ndmeros [lamados

fraccionarios, que ya habiamos llamado racionales.

Fraccion

Una fraccion o quebrado es la forma de representar una cantidad dividida por otra

(=).

Q3

Pueden ser representadas de forma decimal o gréfica.

a) Representacion decimal: gz 0.625

b) Representacion gréfica:

7

Muchas fracciones pueden tener el mismo valor a las que [lamaremos fracciones
equivalentes, y el conjunto de todas las fracciones equivalentes es un subconjunto
del conjunto del nimero racional (Fracciones equivalentesc@).

Relacion de equivalencia (= o =)*
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Dos fracciones son equivalentes, si se cumple que el producto del numerador de la

primera por el denominador de la segunda, es igual al producto del denominador de
la primera por el numerador de la segunda (producto cruzado).
Ejemplo: 2=-2=5 4x20 = 16x5 = 80 = 80
Entonces, podemos decir que entre fracciones existe una relaciéon de equivalencia.
Del mismo modo podemos sefalar que cumplen las siguientes propiedades:

a) Reflexiva

b) Simétrica o reciproca

c) Transitiva
Por ejemplo:

. 3.3
a) Reflexiva: ===
8 8

b) Simétrica o reciproca:

.. 3.6 12 3
c) Transitiva: ==-A—&=
4 8 16 4 16
NuUmero decimal

Es la expresion lineal de una fraccion ordinaria o decimal que se obtiene al dividir el

numerador entre el denominador.

Ejemplos:
1. % = 0.5 porque resulta de dividir 1+2
2. § = 0.333... porque resulta de dividir 1+3
3. i = 0.25 porque resulta de dividir 1+4
4. % = 0.2 porque resulta de dividir 1+5

Propiedad fundamental de las fracciones
a) Amplificaciéon de fracciones: si se multiplican o dividen los dos términos de

una fraccién por un mismo ndmero, la fraccién no varia.

15 3.15

, 3.5
Ejemplo: ===x - = —=-=—
4" s
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Siempre es posible representar una fraccion con denominador positivo, pues si llega

a ser negativo, es suficiente multiplicar por (-1) ambos términos de la fraccion.

3 & _3

. 3
Ejemplo: = == =

b) Simplificacion de fracciones: si en una fraccion, los dos términos de la misma
tienen un divisor comun, al dividir por él, la fraccién final es equivalente a la

inicial.
Eiemplo: — = —+2> = 3-3,2.3
jemplo: — ST IsT g

Una fraccién es irreducible cuando al dividir cada término de la misma por su
maximo comun divisor, la fraccion resultante tenga ndmeros primos en cada término

de la misma.

Ejemplo: % = g (fraccién irreducible)

Método de simplificacién de fracciones
Se dividen el numerador y el denominador de la fraccién por el maximo comin

divisor (mcd).
Ejemplo: simplificar la fraccion: ;—i

Se calcula el maximo comdun divisor.

Numerador fa(l:t . Denominador fa(_:t :
prim. prim.
25 5 } ) 30 2
5 5 9x9=5=25 15 3 2%x3x5 = 30
1 5 5
1

El factor primo comdn de los nlimeros y que tiene menor exponente es 5'.
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~.mcd = 5"'=5, es decir, que 5 es el maximo divisor que divide de forma exacta a 25

y 30.

25
30

Reduccién de fracciones a comin denominador
Para encontrar fracciones equivalentes a otras, donde sus denominadores sean
iguales; se calcula el minimo comdn denominador® para lo cual se efectdan los
siguientes pasos:

1. Se multiplican los dos términos de cada fraccion por los denominadores de

las demas.

2

: : o : : .52 4
Ejemplo: convertirlas siguientes fracciones a denominador comdnZ, 2y -

5 5x3x6 _ 90
2 2x3x6 36
2 2x2x6 _ 24
3 3x2x6 36
4 4x2x3 24
6 6x2x3 _ 36

2. Para reducir al minimo comin denominador se calcula el minimo comun
multiplo (mcm) de los denominadores obtenidos en el paso anterior y se

dividen los dos términos de la fraccién por el minimo comin mdltiplo (mcm).

. . . . . . . . 90 24
Ejemplo: convertir las siguientes fracciones a un minimo comin denominador —, ==
E

36

. 52 4
Del paso anterior: -~y =

45
CONALEP MICHOACAN



Y\W¢W [MANE]JO DE CAMPOS NUMERICOS]

i }ZXB j|> mcm= 2x3=6

Denominadores |Fact.
2 3 6
1 3 3
1 1
90
9 90 6 5 15
L
36 36 6 32 6
6
24
24 24 6 o 4
36 36 6 32 6
6
24
24 24 6 o 4
36 36 6 _3?6 "6

Reduccion de fracciones a comin numerador

Para encontrar fracciones equivalentes a otras, donde sus numeradores sean iguales;

se calcula el maximo comdn multiplo (mcm) de los numeradores el cual sera el

numerador comin y se divide por cada uno de los numeradores; el cociente

resultante se multiplica por cada término de la fraccion correspondiente.

. . . . . . . 4 6
Ejemplo: convertir las siguientes fracciones a un minimo numerador comin =, —

12
5/ 11717

Numeradores Fact.
6 12 2 2x2x%x3
) 3 6 2 mem=2"x3=12
1 3 3 3 2°x3
1 1
4 12 4 3 12
—=—=3 =>-xX=-=—
5 4 53 15
612, 6 2_12
11 6 117 2 22
121z, 12 112
17 12" 17717 17

46
CONALEP MICHOACAN



Y\W¢W [MANE]JO DE CAMPOS NUMERICOS]

Operaciones fundamentales con fracciones

Las cuatro operaciones basicas que se pueden realizar con los nimeros racionales
son: suma, resta, multiplicacion y division, y las propiedades de que gozan estas
operaciones son las mismas que se analizaron en las operaciones con nimeros

enteros.

Suma
Para la suma de fracciones se presentan los siguientes casos:
a) Denominador comun: se suman los numeradores de las fracciones y se coloca

el mismo denominador.

. 7 4 7+4 11
Ejemplo: =+ - =—=—
3 3 3 3

b) Denominador no comin: se deben convertir las fracciones a comun

denominador y luego se efectta la suma al igual que el caso anterior.

=>—+ =-=—"= Y otra forma de resolverlo seria:
2 _ (2x5)+(3x4) _ 10+12 _ 22
3 }§ - 3x5 T 15 T 15

c) Suma mixta (enteros y fracciones): la parte entera de la cifra debe convertirse

a una fracciéon con comin denominador igual al de la parte fraccionaria de

la cifra y luego se efectia la suma de acuerdo al primer caso revisado.

4 15 4
+-=—+-= =—
5 5 5 5

3%x5
5

. 4
Ejemplo: 3 +_ =

El mecanismo para sumar quebrados de mds de dos términos es el siguiente:
a) Se obtiene un denominador comin (mcm) multiplicando los denominadores

de cada término.
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b) Se divide el denominador comdn (mcm) entre el denominador del primer
término y el resultado se multiplica por el numerador del mismo término. El
nuevo resultado es el primer término del numerador comun.

c) Repetir el paso b tantos términos tenga el quebrado y por Gltimo efectuar
operaciones en el numerador comin de poderse realizar, si no, dejar

Gnicamente indicado. El objetivo es reducir el resultado a su minima

expresion.
Ejemplo:
30 30 30
7+4+1_ (;)X7+(?)><4+(7)><1 _ (10x7)+(6x4)+(15X1) _ 70+24+15 _ 109
352 3x5%2=30 - 30 T30 30
Resta

Se presentan los mismos casos que para la suma y su solucién es la misma,

Gnicamente se prevé el cambio del signo mas (+) por el de menos (-).

Multiplicacién
Para la multiplicacion de fracciones solo se necesita realizar el producto de
numeradores y el producto de denominadores y colocarlos en sus respectivos

apartados.

. 3 2
Ejemplo: 4 x 2 x ==

4x3x2 24 12 _ 6
1x4X5 20 10

X

[l
S w

2
X - =
5
Notas:
1. Siempre que sea posible, conviene simplificar antes de multiplicar.

2. Si hay fracciones negativas, aplicar la regla de los signos para la

multiplicacion.

Division
Para dividir dos fracciones, es suficiente multiplicar la primera por el inverso de la

segunda.

Ejemplo: (— z)_% - (_ Z) y g _ _g
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1.3. Problemario

1. Sean los conjuntos A = {a,cegity B = {gijkl}, definir por comprension y
extension la unién de ambos conjuntos y representa dicha operacién en un diagrama

de Venn-Euler.

2. Sean los conjuntos C = {rosas rojas} y D = {rosas blancas}, definir por comprension
y extensién la unién de ambos conjuntos y representa dicha operacién en un

diagrama de Venn-Euler.

3. Sean Q = {autos verdes} y P = {camionetas}, definir por comprension y extension
la unién de ambos conjuntos y representa dicha operacion en un diagrama de Venn-

Euler.

4.SiA=1{246}, B=1{46,8,10}y C ={10,14,16,26}. Definir por comprension y
extension la unién de los tres conjuntos y representa dicha operacion en un

diagrama de Venn-Euler.

5. Si U = estudiantes universitarios y los conjuntos A = {estudiantes de arquitectura
que cursan matematicas I} , B = {estudiantes de medicina que cursan matematicas I}
y C = {Estudiantes de farmacobiologia que cursan matematicas I}. Definir por
comprension y extension la union de los tres conjuntos y representa dicha operacion

en un diagrama de Venn-Euler.

6. Sean U = N (conjunto de los ndmeros naturales) y los conjuntos A = {2,3,5}, B =

{1,2,6,7,15}. Encontrar AU(ANB) que es la propiedad de absorcién de la union.
7. Sean U = (conjunto de los nimeros impares mayores o igual a 3 y menores o igual

a 25) y los conjuntos A = {3,5,7,9,11}, B = {7,9,11,13,15}. Encontrar(AuB)Cy

representa dicha operacién en un diagrama de Venn-Euler.
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8. Sean los conjuntos A = {b,c,d,e} , B={d,efg}yC={gh,b,c}. Determinar:
8.1. Los elementos que conforman la unién de los tres conjuntos.
8.2. Expresar por comprension el resultado.

8.3. Representar dicha operacién en un diagrama de Venn-Euler.

9. Determina las flores en comin que existe entre dos jardines, donde el primero
tiene las siguientes especies: rosas, claveles, margaritas, azucenas, malvas, violetas,
nardos, geranios y alcatraces. Y el segundo: malvas, violetas, nardos, geranios,
alcatraces, narcisos y dalias. Define por extensién y comprension el resultado, y

representa dicha operacién en un diagrama de Venn-Euler.

10. Sea el conjunto universo U = {a,b,c,d}, y sean A = {a,b,c} y B = {a,b}. Diga si es

verdadera o falsa la expresion {b,c}e (BNA) y ;por qué?

11. Sean U = (abecedario) y los conjuntos A = {b,c,e}, B = {a,b,f,g,n}, encontrar:
11.1. AnB
11.2.(ANB)©

Elaborar el respectivo diagrama de Venn-Euler que contenga ambos casos.

12. Si A =1{2,46}, B=1{46,810} y C = {10,14,16,26}. Determinar (ANB)UC"y

representa dicha operacién en un diagrama de Venn-Euler.

13. Sean Q={autos, aviones, trenes, barcos} y P={autobuses, submarinos, trenes,
aviones}, definir por comprension y extension la interseccion de ambos conjuntos y

representa dicha operacién en un diagrama de Venn-Euler.
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14.SiA=1{2,4,6,10,14} , B =1{4,6,8,10,14} y C = {2,8,10,14,16,26}. Determinar los

elementos que conforman las siguientes operaciones y representarlas propiamente en
un diagrama de Venn-Euler.

14.1. AnB

14.2. AnC

14.3. BNC

14.4. AnBNC

15. Si U = estudiantes universitarios y los conjuntos A = {estudiante de arquitectura
que cursan matematicas I}, B = {estudiante de medicina que cursan matematicas I} y
C = {estudiantes de farmacobiologia que cursan matematicas I}. Definir por
comprensioén y extension la interseccion de los tres conjuntos y representa dicha

operacion en un diagrama de Venn-Euler.

16. Sean los siguientes conjuntos A = {2,4,6} , B = {4,6,8,10} y C = {10,14,16,26}.
Efectuar las operaciones Booleanas que se te indican.

16.1. AU(ANB)

16.2. (AnB)NC

16.3. (AnB)UC

16.4. AN(AUB)

17. Existen 2 jardines donde el primero tiene las siguientes especies: rosas, claveles,
margaritas, azucenas, malvas, violetas, nardos, geranios y alcatraces. Y el segundo:
malvas, violetas, nardos, geranios, alcatraces, narcisos y dalias. ;Cual sera la
diferencia de especies entre el primero y segundo jardin y viceversa? Define por
extension y comprension el resultado, y representa dicha operacion en un diagrama

de Venn-Euler.
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18. Sea el conjunto universo U = {a,b,c,d}, y sean A = {a,b,c} y B = {a,b}. Diga si son

verdaderas o falsas y jpor qué? las siguientes expresiones

18.1. {b,c}e (B-A)

18.2. {a,b,c,d}e (B-A)

Elaborar el respectivo diagrama de Venn-Euler.

19. Sean U = (abecedario) y los conjuntos A = {b,c,e}, B = {a,b,f,g,n}, encontrar:
19.1. A-B

19.2. B-A

19.3. (A-B)u(B-A)

19.4. [(A-B)U(B-A)|“

19.5. (ANB)

19.6. [(A-B)U(B-A)]“~(ANB)

Elaborar el respectivo diagrama de Venn-Euler.

20 Si A = {2,4,6,8,10,2426} , B = 1{68,10,12,14,16,18} y C =
{10,16,18,20,22,24,26}.

Determinar: (ANBNC)" - [(AUB)“ U(AUC)“ LUBULO) ] .

21. En una feria, Felipe participa en las ruletas tipicas de la misma y que a

continuacion se muestran:

Los premios de mayor jerarquia se ubican en el 3 rojo y 1 verde. Si compra un boleto
y le proporcionan un dardo para cada ruleta. ;De cudntas formas puede Felipe

atinarle a uno de los dos premios importantes? Determinar el producto cartesiano de
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R1xR2 definiéndolo por comprensién y extensiéon. Mediante un cuadro representar

tal operacion.

22. Jesls experimenta lanzando un par de dados: D1 y D2, con el proposito de
verificar cudntas eran las formas de obtener una suma de 5 puntos con ambos dados.
Determinar el producto cartesiano de D71xD2 definiéndolo por comprension y
extension. Mediante un cuadro representar tal operacién para que con él mismo,

Jesus pueda encontrar la respuesta.

23. Adan y Uriel juegan con un dado: primero lanza Adan y obtiene un cuatro.
;Crees que al tirar Uriel obtenga un mayor puntaje que Adan? Justificar respuesta
mediante la operacion del producto cartesiano definido por comprension vy

extension. Con un cuadro representar tal operacion.

24. Rafael participa en un juego de azar con dos dados. El premio es de $1000.00 si
la suma de las caras superiores es de 6 o 7. ;Cuantas formas crees que tenga Rafael
para ganar el premio? Justificar respuesta mediante la operaciéon del producto
cartesiano definido por comprension y extensién. Con un cuadro representar tal

operacion.

25. Gema lanza un dado a la vez que Lupita lo hace con una moneda. ;Cuantas
formas existen de que se obtenga un seis y un aguila? Justificar respuesta mediante la
operaciéon del producto cartesiano definido por comprension y extensiéon. Con un

cuadro representar tal operacion.

26. Una urna contiene 63 esferas numeradas del 1 al 21 y seriadas en tres colores
diferentes (verde, blanco y rojo). Elda apuesta a Norma que la primera esfera sale
con un nimero par y en color blanco. ;Cuantas formas tiene Elda de ganar? Justificar
respuesta mediante la operacion del producto cartesiano definido por comprensién y

extension. Con un cuadro representar tal operacion.
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27. Christian experimenta lanzando 5 veces un par de dados. En 2 ocasiones obtuvo

6 puntos. Basandose en estos resultados ;Cuantas formas tiene Christian de volver a
obtener 6 puntos en este experimento? Justificar respuesta mediante la operacion del
producto cartesiano definido por comprensiéon y extension. Con un cuadro

representar tal operacion.

28. En una rifa se otorgan los siguientes premios:
a) 5 pases para un partido deportivo de final de temporada.
b) 8 teléfonos celulares.
c) 2 computadoras.

d) 4 becas para estudiar computacion.

Cada uno de los premios se sefiala en una boleta y se colocan dentro de una urna.

Alex, que es uno de los 8 participantes, extrae la primera y segunda boleta.

28.1. ;Cuantas son las formas de que Alex obtenga una computadora y una beca

para estudiar computacion?

28.2. ;Cudl sera la forma final de la dltima boleta después de que los ocho

participantes hayan sacado su par de boletas?

Justificar respuesta mediante la operacién del producto cartesiano definido por

comprension y extension. Con un cuadro representar tal operacion.

29.Con el dinero que tengo y $325.00 mas, podria pagar una deuda de $630.00 y

me sobrarian $22.00 ;Cuanto dinero tengo?

30. ;Cuantos afos son 5,110 dias? Considerando que un afio tiene 365 dias.
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31. En una alberca caben 49,920 litros de agua ;En cudntos dias se llenard mediante

una linea que suministra un flujo de agua a razén de 20 litros por minuto?

32. En una central de autobuses arriba cada 15 minutos una unidad ;Cuantas

unidades arriban a la central al dia?

33. En una zona residencial viven 2,400 personas y hay un arbol por cada 40

personas ;Cuantos arboles hay en la zona residencial? ;Cuantos arboles habra que

plantar para tener un arbol por cada 10 personas?

34. Resuelve el cuadro magico de acuerdo a las siguientes instrucciones: los

nimeros del cuadro izquierdo deben distribuirse en el cuadro de la derecha, de tal

forma, que, sumandolos en cualquier columna, renglén o diagonal, el resultado sea

siempre 60.
60 | 60 [ 60 | 60 | 60 | 60
12|14 | 16|18 60 60
12|14 | 16|18 60 60
12|14 | 16|18 60 60
12|14 |16 |18 60 60
60 | 60 [ 60 | 60 | 60 | 60

35. En los siguientes ejercicios localiza el divisor exacto aplicando los criterios de

divisibilidad.

a) ___ divide a 127378 porque
b) __ divide a 283939 porque
c) ____ divide a 65610 porque

36. Encontrar el mcm de los siguientes grupos de nimeros:

a) 180y 24
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b) 72y 50
c)4,5y6
d) 6,12y 45
e) 24, 36 y 40

37. Tres patinadores parten de un mismo punto al mismo tiempo, pero cada uno
dura 10,12 y 15 minutos respectivamente, en dar una vuelta completa. ;En qué otro

momento volveran a coincidir en el punto de partida?

38. Una persona tiene 200 paletas de caramelo, 56 bombones y 40 chicles, desea
saber ;Cuantos aguinaldos maximo puede hacer si cada uno de ellos debe contener
la misma cantidad de dulces, asi como qué cantidad de dulces le corresponde a cada

uno?, ;le sobraran dulces?

39. Expresa como el producto de sus factores a:
a) 162

b) 1029

c) 340
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1.4. Autoevaluacion

1. Escribe por extensién los siguientes conjuntos dados por comprension.
a) A={x|xE€RA x* =0}

b) B ={x| x es una letra de la palabra gato}

2. Expresar los siguientes conjuntos por comprension:

a) C=1{1,4,916,...}

3. Diga si son verdaderas o falsas las siguientes proposiciones y jpor qué?:
3.1.0cA
32.0€e ¢

33.0€ 0
34.6co

4. Sea el conjunto universo U = {1,2,3,4}, y sean A = {1,2,3} y B ={1,2}. Diga si son
verdaderas o falsas las siguientes expresiones y ;por qué?

4.1. BcA

4.2.2e(BNA)

4.3. AcB

5. Si A={2,4,6}, B={4,6,8,10} y C={10,14,16,26}.Relaciona las 2 columnas siguientes
colocando la literal que corresponda a la respuesta correcta e ilustra la misma con

un diagrama de Venn-Euler para cada caso:
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c) ANB _3){2,4,6,10,14,16,26}
d) ANC __4)1{2,4,6,8,10}

6. Si U={A,B,C} donde A = {2,4,6}, B=1{4,6,8,10} y C={10,14,16,26}. Relaciona las 2
columnas siguientes colocando la literal que corresponda a la respuesta correcta e

ilustra la misma con un diagrama de Venn-Euler para cada caso:

a) B-A _ 1){2,4,6,8)

b) A-B _2){2,14,16,26}
c) C° _3){8,10}

d) B¢ __ 4 {2}

7.Sean U ={e,d,u,c,a,tiv,0,s}, A=1{dato}, B={v,itaelyC={div,a,s}.

7.1. Distribuya los elementos en un diagrama de Venn-Euler.

7.2. Obtenga por extension:(A“~B¢)—C.

7.3. De acuerdo al diagrama de Venn-Euler obtenido en el inciso a, exprese el

conjunto {s,u,c,0} operando A, B y/o C.

8. Sean U = N (conjunto de los niimeros naturales) y los conjuntos A = {2,3,5},
B =1{1,2,6,7,15}, encontrar:

8.1. AnB

8.2. B

8.3. AUB

8.4. (AUB)“

8.5. A-B

8.6. (ANB)“

8.7. A-B€

8.8. A“-B©

9.Dibujar un diagrama de Venn-Euler para cada ejercicio siguiente:
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9.1. (AnB)UC*
9.2. (A-OnN(B-C)

10. Sean A, B, C tres conjuntos, U conjunto universal, dados en el siguiente

diagrama:

10.1 Sombrear (BNA)-C
10.2.Sombrear (A“NB)YU(ANC)

11. Eduardo experimenta lanzando un par de dados: D1 y D2 con el propésito de
verificar cuantas veces era posible obtener una suma de 2 o mds puntos con ambos
dados. Determinar el producto cartesiano de D1xD2 definiéndolo por comprension
y extension. Mediante un cuadro representar tal operacién para que con el mismo,

Eduardo pueda encontrar la respuesta.
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1.5. Soluciones del problemario

1. Por comprension: AUB={x | x€A v xe B} y se lee: el conjunto de los elementos x

tal que x pertenece al conjunto A o B.

Por extension: AUB = {a,b,e,g,i,jk1I}.

U A

AuUB
2. Por comprension: CuD ={flores | flores € rosas rojas v rosas € rosas blancas} 'y

se lee: el conjunto de flores tal que flores pertenece al conjunto de rosas rojas o rosas

blancas.

Por extension: CuD = {rosas rojas o blancas}.

U C D

Rosas
rojas o blancas

3. Por comprension: QUP ={vehiculo | vehiculo € autos verdes v vehiculo €
camionetas} y se lee: el conjunto de vehiculos tal que vehiculos pertenece al
conjunto de autos verdes o camionetas.

Por extension: QUP = {autos verdes o camionetas}

U

Autos verdes o
Camionetas
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4. Por comprension: AUBUC={x | xe A v xe B v xeB} y se lee: el conjunto de los

elementos x, tal que x pertenece al conjunto Ao B o C.

Por extension: AuBUC={2,4,6,8,10,14,16,26}.

AUBUC

5. Por comprension: AuBuC={estudiante universitario | estudiante universitario €
estudiante de arquitectura de matemadticas | v estudiante universitario € estudiante
de medicina de matematicas | v estudiante universitario € estudiante de
farmacobiologia de matemdticas I} y se lee: el conjunto de los estudiantes

universitarios de arquitectura o de medicina o de famacobiologia que cursan

matematicas .

Por extension: AUBUC = {estudiantes que cursan matemdticas |, de arquitectura o

medicina o farmacobiologia}

auBuC

6. AU(ANB)={2,3,5}.
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(ANB)={2}

AUANB)={2,3,5}U{2}=(2,3,5}

8.1.
8.2.

8.3.

17 19 21 23 25
AC

(auB) ¢ = {17,19,21,23,25}

AUBUC = {b/C/d/e/f;g/h/g}-
AUBUC = {x | xe A v xeB v xe C}.

AuBUC

9. Por extension:

AnB={malvas, violetas, nardos, geranios, alcatraces}

Por comprensién: AnB={flores | flores € J1 A flores € J2}

Jl (ler. Jardin)

J2 (2° Jardin)

rosas

malvas

claveles narcisos

violetas
nardos
geranios

alcatraces

margaritas

azucenas dalias
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10. Falsa, porque {b,c}e (BnA)= {a,b}.

11.1. AnB={b}

11.2. AnB)“={a,c,d,ef,gh,ljk|,m,n,ho0p,qrstuv,wxz}

(AnB)uc={2,4,6,8}
13. Los elementos aviones y trenes son comunes a ambos conjuntos.

Por comprension QNP={x | xe Q A xe P} y se lee: el conjunto de los elementos x tal

que x pertenece al conjunto Q y que pertenece a P.

Por extension: QNP={aviones, trenes}

63
CONALEP MICHOACAN



Y\W¢W [MANE]JO DE CAMPOS NUMERICOS]

)

autos, aviones, autobuses,
barcos trenes submarinos

oNP

14.1. AnB ={4,6,10,14}
14.2. AnC ={2,10,14}
14.3. BNC ={8,10,14}
14.4. ANBNC ={10,14}

15. La caracteristica comin a los tres conjuntos son los alumnos que cursan

matematicas .

Por comprension: AnBNC={estudiante universitario | estudiante universitario €
estudiante de arquitectura de matemadticas | A estudiante universitario € estudiante
de medicina de matematicas | A estudiante universitario € estudiante de
farmacobiologia de matemadticas I} y se lee: el conjunto de los estudiantes
universitarios de arquitectura y de medicina y de famacobiologia que cursan
matematicas .

Por extension: ANBNC= {Estudiantes que cursan matematicas | de arquitectura y de

medicina y de farmacobiologia}.
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16.1. AU(ANB) = {2,4,6}

16.2. (ANB)NC = ¢

16.3. (AmB)uUC = {4,6,10,14,16,26}
16.4. AN(AUB) = {4,6}

17. Las flores: rosas, claveles, margaritas y azucenas no estan en el 2° jardin.

Por comprension /1 —J2 = {flor | flor € J1 A flor ¢ J2} y se lee: el conjunto de flores

que pertenecen al /1 pero no al /2.

Por extension: /71-/2 = {rosas, claveles ,margaritas, azucenas}.

)

J1l (ler. Jardin)

malvas,
violetas,
nardos,
geranios,
alcatrace

rosas,
claveles,
margaritas,
azucenas

J2 (2° Jardin)

narcisos,
dalias

Jl-J2

Las flores: narcisos y dalias no estan en el 1er jardin.

Por comprension J2 — 1 = {flor | flor € J2 A flor ¢ J1} y se lee: el conjunto de flores

que pertenecen al /2, pero no al /1.

Por extension: /2—/1 = {narcisos, dalias}.

U

J1l (ler. Jardin)

malvas,

rosas, .
violetas, .
claveles, narcisos,
\ nardos,
margaritas, . dalias
geranios,
azucenas

alcatrace

J2 (2° Jardin)

Jl-J2

18.1. Falsa. B—A=¢
18.2. Falsa. (B-A)={a, b, c,d}
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19.1. A-B={c,e}

19.2. B-A={a,f,gn}

19.3. (A-B)u(B-A)={a,ce,f,g,n}

19.4. [(A-B)U(B-A)I“={b,d,h,i,j,k,I,Il,m,n,0,p,q,r,s,tu,v,w,x,y,z}
19.5. (AnB) ={b}

19.6. [(A-B)U(B-A)I“~(AMB) ={d,h,i,j,k,I,Il,m,n,0,p,q,r,s,tu,v,w,x,y,z}

U
dhi3jkl11lmn o

A B

>
c, £,
€ g,

fi

[(A-B)U(B-A)|°-(ANB)

§ < &8 0 Q'

N
<
%

20. (ANBNC) = [(AUB)“ UAUC)“ U(BUO) ] = {6,8,16,18,24,26}
21. {nimeros 1y 3 de la ruleta 1} y {colores rojo y verde
de la ruleta 2}
- R1={1, 3} y R2={rojo, verde}
Por comprension:
R1xR2={(x,y)|xe RT A ye R2}.
Por extension:
R1xR2={(1,rojo),(1;verde),
(3;rojo),(3;verde)}.

(1,verde)y (3,rojo) son las 2 formas de ganar uno de los premios principales,
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Y
yva | Azul | (1; )| (2; A) | (3; A) | (4; B) | (5; A)
ys |Negro| (1; N) [ (27 N) | (3; N) | (47 N) | (5; N)
v2|Rojo| (1; R | (27 R) (4; ®) | (5; R
vi|Café] (1; C) | (2; C) | (37 C) | (4; C) | (5; C)
R2
» 1 2 3 4 5
X
X1 X2 X2 X2 X5

22. {puntos de D1}+{puntos de D2} =5

- D1={1,2,3,4} y D2={1,2,3,4}

Por comprension:

D1xD2={(x,y)|xe D1 A ye D2}.

Por extension

D1xD2={(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),
2,1),2,2),2,3),2,4),
(3,1),3,2),3,3),(3,4),
(4,1),4,2),(4,3),(4,4)}.

Donde (1,4),(2,3),(3,2),(4,1) son las 4 formas en que los dos dados sumen 5 puntos.

Y
® @1; 6)2; 6)(3; 6)4; 6)|(5; 6)|(6; 6)
Vi |@ @
o O 7 8 9 10 11 12
® @(1; 5)|(2; 5)|(3; 5)4; 5)|(5; 5)(6; 5)
vs| @ + + +
® O - 7 8 10 11
® o Bl2; a)|3; a4 afis: a6 4)
Ya + + + +
o O 6 7 8 9 10
®(1; 3) (3; 3)[(4; 3)(5: 3)|(6; 3)
vi| @ + + + +
® 4 6 7 8 9
[ (1; 2)|(2; 2) (4; 2)|(5; 2)[(6; 2)
Y2 + + + + +
o 3 4 6 7 8
(1; 1)(2; 1)(3; 1§ (5; 1)|(6; 1)
vi| ® + + + +
2 3 4 6 7
D2 o o0 o0 o0 o
[ [ o o o
o1 oo (o oo oo o

X7 X2 X3 X4 X5 X5

Eduardo tiene 4 posibilidades de que le
sumen 5, en un total de 16 lanzamientos de
ambos dados.

23. {lanzamiento 2} y {puntos del dado>4}
- L{2} y D{5,6}
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Por comprension:

LxD={(x;y)|xe L A ye D}.
Por extension:
[xD={(2;5),(2;6)}.

Uriel tiene dos formas de obtener mayor puntaje que Adan.

Y
: . (3,6 | o 6
"o e G5 Yo) | Gk Yo)
e o 3,5 | o 5
e e (x50 Y5) | (%a, Yo)
® o G4 | oo
"o e (x50 Yo) | (%a, Ya)
.‘ W | @ | Gy | ;3
" le Gy ) | G Y9 | (xas Ya) | G )
. w2 | @2 | G | ;o
vz o i v | e v | G v | e Y0
o | M @y ey | my
Y Gy Y | (ke Y0 | Gy Y2 | (s ¥2)

D

z L. m.1 | L. m.2 | Lanzam.3 | L. m
A U A UvA

24. {puntos de D1}+{puntos de D2} =6 0 7

- D1{1,2,3,4,5,6} y D2{1,2,3,4,5,6}

Por comprension:

D1xD2={(x,y)|xe D1 A ye D2}.

Por extension:

D1xD2={(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(1,5),(1,6),
2,1),2,2),2,3),2,4),2,5),2,6),
3,1),3,2),3,3),(3,4),(3,5),(3,6),
(4,1),(4,2),(4,3),(4,4),(4,5),(4,6),
(5,1),(5,2),(5,3),(5,4),(5,5),(5,6),
(6,1),(6,2),(6,3),(6,4),(6,5),(6,6)}.

Donde:

(1,5),(1,6),2,4),(2,5),3,3),(3,4),(4,2),(4,3),(5,1),(5,2),

(6,1), son las 11 formas de que la cara superior de ambos dados sume 6 o 7 puntos.
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’ (4, 6)[(5, 6)|(6, 6)
ve + + +
7 10 11 12
RO (3, 5)|(4, 5)((5, 5)[(6, 5)
¥s + + + +
[ 9 10 11
. (5, 4)[(6, 4)|
vi + + | +
5 9 10
(1, 3)| 3)((6,
vi| @ +
e 4
] 1, 2)[(2, 2)
vz + + +
e - 4 5 6
(1, (2, 1|3, 1)(4,
y L4 + + +
2 3 4
D2 ] L]
L L
o ole

x1 X2 X3

25. {6 puntos en el dado} y {aguila en la moneda}

- D={6} y M={aguila}

Por comprension:

DxM={(x,y)|xe D A ye M}.

Por extensién

DxM={(6;aguila)}.

Por lo tanto existe una sola forma.

Y
V2 dguila| (1, aguila) | (2, aguila) | (3, aguila) | (4, aguila) | (5, aguila) [F{FFCLFEREY)
Vi sol (1, sol) (2, sol) (3, sol) (4, sol) (5, sol) (6, sol)
" o o [ o [ o [ o
o1 ® ® ® o O
o o { I ] e o { N ] X
X1 X2 X3 X4 X5 X6

26. {esferas con nimero par entreel 1y 21}y

{color blanco de esfera}

~. NE={2,4,6,8,10,12,14,16,18,20} y CE={blanco}

Por comprension:

NExCE={(x,y)|xe (2<2n<20) A ye CE}.

Por extensién

NExCE={(2,B),(4,B),(6,B),(8,b),(10,B),(12,B),(14,B),(16,B),

(18,B),(20

B}

Tiene 10 formas diferentes de ganar.
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y3 | rojo (15,R

y2 | blanco (16, B‘. 18, B.(20 B)

y1 | verde [(1, V)2, V)|(3,V[(4, V)5, V)|(6,V)|(7,V)|(8, V)[(9, V)10, V)11, V|12, V)13, V|14, V)15, V)16, V|17, V)18, V]i19, V|20, V)21,V
Esfera | 1 | 2 |3 | 4|56 | 789 |10]11]12|13|14]|15(16|17|18[19]|20]|21

X1 X2 X3 X4 X5 X¢ X7 Xg X9 X10 X11 X12 X13 X14 X15 X16 X17 X18 X19 X20 Xo1

2

N

. {puntos de D1}+{puntos de D2} = 6

~ D1={1,2,3,4,5} y D2={1,2,3,4,5}
Por comprension:
D1xD2={(x,y)|xe D1 A ye D2}.
Por extension:
D1xD2={(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(1,5),
2,1),2,2),2,3),(2,4),2,5),
3,1),3,2),3,3),3,4),3,5),
(4,1),(4,2),(4,3),(4,4),(4,5),
(5,1),5,2),(5,3),(5,4),(5,5)}.
Donde (1,5),(2,4),(3,3),(4,2),(5,1) son las 5 formas por lanzamiento de que la cara

superior de ambos dados sumen 6 puntos.

(1, 6)f(2, 6)(3, 6)(4, 6)(5, 6)|(6, 6)
+
0o | 11| 12

(&8 l(2, 5)((3, S)|(4, S5)|(5, 5)|(6, 5)
+
9

o+
o+

+
+

<+

1 11
4)|(4, 4)|(5, 4)[(6, 4)

15}

(1, 4)feseil(3,

R

<
o4
S
©+

+

10
3)|(5, 3)|(6, 3)|
+
9

(1, 3)(2; 3)[EEi(4,

+
8
+
H

<

.
s
o+
o+
® 4"

(1, 2)(2, 2)((3, 2)[ETAN(5, 2)[(6, 2)

<
w4
-4
o4

(1, 12, 13, 1)

w+

o v+

Como Christian ya lanzé dos veces los dados y obtuvo 6, le restan 3 lanzamientos,
de los cuales por cada lanzamiento tiene 5 formas diferentes de obtener seis como

suma de los puntos de las caras superiores de ambos dados.
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Por lo tanto: formas de que la suma sea seis = (3 lanzamientos pendientes)(5 formas
por lanzamiento de que la suma sea seis) = 15 posibilidades de que vuelva a obtener

6.
28.1. {computadora 1y 2}y
{becas para estudiar computacién 1, 2, 3 y 4}

- C{C1,C2} y B{B1,B2,B3,B4}
Por comprension:
CxB={(x,y)|xe C A ye B}.
Por extension:
CxB={(C1,B1),(C1,B2),(C1,B3),(C1,B4),
(C2,B1),(C2,B2),(C2,B3),(C2,B4)}.

Tiene 8 formas diferentes de ganar.

(P1, T4)|(P2, T4)|(P3, T4)[(P4, T4)|(P5, T4)|(T1, T4)[{(T2, T4)|(T3, T4)|

(P1, T3){(P2, T3)|(P3, T3)|(P4, T3)f(RS, T3)|(T1, T3)|(T2, T3)f(T3, T3)|(T4, T3)|(T5, T3)|(T6, T3)|(T7, T3)|(T8, T3)|(C1l, T3)|(C2, T3)|(BL, T3)|(B2, T3)|(B3, T3)|(Bl, T3)|

(P1; T2)|(P2, T2)(P3, T2)|(P4, T2)|(PS, T2)I(T1, T2)|(T2, T2)[(T3, T2)|(T4, T2)|(T5, T2)[(T6, T2)|(T7, T2)[(T8, T2)[(Cl, T2)|(C2, T2)|(Bl, T2)|(B2, T2)|(B3, T2)[(B4, T2)|

Y

Y19 Beca 4 |(p1, B4)|(P2, B4)|(P3, B4)|(P4, B4)|(P5, B4)|(T1, B4)|(T2, B4)|(T3, B4)|(T4, B4)|(T5, B4)|(T6, B4)|(T7, B4)|(T8, B4) B4 :ION(B1, B4)|(B2, B4)|(B3, B4)|(B4, B4)|
v1s | Beca 3 [(p1, B3)|(P2, B3)[(P3, B3)|(P4, B3)[(PS, B3)|(T1, B3)|(T2, B3)|(T3, B3)|(T4, B3)[(T5, B3)|(T6, B3)[(T7, B3)|(I8, B3) :} )} (B1, B3)|(B2, B3)| (B3, B3)[(B4, B3)
V17 Beca 2 |(p1, B2)|(P2, B2)[(P3, B2)|(P4, B2)|(P5, B2)|(T1, B2)[(T2, B2)|(T3, B2)[(T4, B2)|(T5, B2)[(T6, B2)|(T7, B2)[(T1, B2) B 1) (B1, B2)|(82, B2)|(B3, B2)|(B4, B2)
Yie Beca 1 [(p1, BL)|(P2, B1)[(P3, B1)|(P4, B1)|(P5, BL)|(T1, B1)[(T2, BL)|(T3, BL)|(T4, BL)|(T5, B1)[(T6, B1)|(T7, BL)[(T8, Bl) B :30) (B1, B1)|(B2, B1)|(B3, B1)|(B4, Bl)|
YVis Comp. 2 |(B1, €2)f(P2, C2)|(P3, C2)((P4, C2)|(RS, C2)[(T1, C2)|(T2, C2)|(T3, C2)|(T4, C2)|(T5, C2)|(T6, C2)[(T7, C2)|(T8, C2)|(CL, C2)|(C2, C2)[(B1, C2)|(B2, C2)|(B3, C2)|(B4, C2)
Y4 Comp.l (P1, CL){(P2, C1)|(P3, C1)|(P4, CL){(PS, CL)|(T1, C1)|(T2, CI)|(T3, CL)|(T4, C1)|(T5, C1)|(T6, CL)(T7, CL)|(T8, C1)|(C1, Cl)|(C2, C1)|(Bl, C1)|(B2, C1)|(B3, C1)|(B4, C1)|
Vi3 Tel.8 |(e1, T8)|(P2, T8)[(P3, T8)|(P4, T8)|(PS, T8)|(T1, T8)|(T2, T8)|(T3, T8)|(T4, T8)|(T5, T8)|(T6, T8)|
Vi Tel.7 |(e1, T7)|(P2, TD|(P3, T7)|(P4, TT)(BS, TT|(T1, T7)|(T2, TT|(T3, T7)|(T4, TD|(T5, T7)|(T6, T7)|
yn Tel.6 |(21, T6)|(P2, T6)|(P3, T6)|(P4, T6)|(PS, T6)|(TL, T6)|(T2, T6)|(T3, T6)|(T4, T6)|(T5, T6)|(T6, T6)|(T7, T6)|(T8, T6)|(C1, T6)|(C2, T6)|(BL, T6)|(B2; T6)|(B3, T6)|(Bl, T6)
yip| Tel.5 [(e1, T5)|(P2, T5)[(P3, T5)|(P4, TS5)[(PS, T5)|(T1, T5)|(T2, T5)|(T3, T5)|

4

3

2

1

(P1, T1)|(P2, T1)|(P3; T1){(P4, TL)|(BS, T1)[(T1, T1)(T2, T1)|(T3, TL)(T4, TL)|(T5; T1){(T6, TL)|(T7, T1)|(T8, TL)|(C1, T1)|(C2, TL)|(BL, T1)[(B2, T1)|(B3, T1)[(B4, T1)

ys | Pased |(BL, BS)[(P2, P5)|(B3, PS)|(P4, BS)|(P5, PS)[(T1, PS)|(T2, PS)[(T3, P5)|(T4, PS)|(T5, PS)|(T6, PS)|(T7, PS)|(T8, PS)[(C1, PS5)|(C2, PS)|(B, PS)[(B2, P5)|(B3, PS)[(B4, PS)

ys | Pased |(BL, B4)|(B2, B4)[(R3, P4)|(P4, P4)|(PS, P4)[(T1, P4)|(T2, P4)[(T3, P4)f(T4, P4)|(TS, P4)[(T6, P4)[(T7, P4)|(T8, P4)|(C1, P4)|(C2, P4)|(BL, P4)[(B2, P4)[(B3, P4)|(B4, P4)

V3 Pase3 (B, B3)|(P2, P3)|(P3, P3)[(P4, P3)|(P5, P3)[(T1, P3)[(T2, P3)[(T3, P3)f(T4, P3)|(T5, P3)|(T6, P3)|(T7, P3)|(T8, P3)|(C1, P3)|(C2, P3)[(BL, P3)[(B2, P3)|(B3, P3)[(B4, P3)

y2 Pase2 |((B1, B2)|(P2, P2)|(P3, P2)[(P4, P2)|(P5, P2)[(T1, P2)[(T2, P2)[(T3, P2)[(T4, P2)|(T5, P2)|(T6, P2)|(T7, P2)|(T8, P2)[(C1, P2)|(C2, P2)[(BL, P2)[(B2, P2)|(B3, P2)[(B4, P2)|

V1 Pasel [(p1, P1)|(P2, P1)[(P3, P1)|(P4; P1)[(P5, PL)|(TL, P1)|(T2, P1)|(T3, PL)[(T4, PL)|(T5, P1)|(T6, P1)|(T7, PL)[(T8, P1)|(C1, P1)|(C2, P1)|(BL, P1)[(B2, P1)|(B3, P1)[(B4, P1)|
Premios| PI P2 P3 P4 pP5 T1 T2 T3 T4 T5 T6 T7 T8 CI Cc2 Bl B2 B3 B4

28.2. P{5 pases, 8 teléfonos, 2 computadoras, 4 beca}.
- P{P1, P2, P3, P4, P5, T1, T2 ,T3, T4, T5, Te, T7, T8, C1,C2,B1
B2, B3, B4}.
Por comprension:
Boletas por extraer = PxP = {(x,y)|x=y A x€ P}.

Por extension:
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PxP={(P1,P1),(P2,P2),(P3,P3),(P4,P4),(P5,P5),
(T1,7T1),(T2,72),(T3,T3),(T4,T4),(T5,T5),(T6,T6),(T7,T7),
(T8,T8),(C1,C1),(C2;C2),(B1,B1),(B2,B2),(B3,B3),(B4,B4)}.

Existen 19 formas de boletas residuales.

Vs Beca 4 |(p1, B4)|(P2, B4)|(P3, BL)|(P4, B4)|(P5, B4)|(T1, B4)|(T2, BA)|(T3, B4)|(T4, B4)|(T5, B4)|(T6, B4)|(T7,

w
=
=1
=3

B4)|(C1, B4)[(C2, B4)[(BI, B4)|(B2, B4)[(B3, B4

Vs Beca 3 |(p1, B3)[(P2, B3)|(P3, B3)|(P4, B3)|(25, B3)|(T1, B3)|(T2, B3)|(T3, B3)|(T4, B3)|(T5, B3)|(T6, B3)|(T7, B3)|(18, B3)|(C1, B3)|(C2, B3)|(BL, B3)|(B2, B3)[i:XIM:E)] (B4, B3)

17| Beca 2 |1, Ba)|e2, B2)|(e3, s2)|(ee, B2)f(es, B2)|(T1, B)|(2, B2)|(3, B2)n4, B2)|(m5, B2)|(76, B2(77, B(71, B2)(c1, B2)|(c2, B2)|(B1, 32)[EEMEHA (83, B2)|B¢, B2

Vis Beca 1 |1, BL)|(P2, BL)|(P3, B1)|(P4, BL)|(P5, BL)|(T1, BL)|(T2, BL)|(T3, B1)|(T4, BL)|(T5, BL)|(T6, BL)|(T7, B1)|(T8, BL)|(C1, BL)|(C2, B) (B2, B1)[(B3, B1)|(B4, BL)

Vis Comp.z (P1, C2)|(P2, C2)[(P3, C2)|(P4, C2)|(P5, C2)[(TL, C2)|(T2, C2)[(T3, C2)|(T4, C2)|(T5, C2)|(T6, C2)|(T7, C2)[(T8, C2)|(CL, C2) (B, C2)[(B2, C2)|(B3, C2)[(B4, C2)

Vi Comp.l (P1, CL)|(P2, C1)[(P3, C1)|(P4, CL)|(P5, CL)[(T1, CI)|(T2, CIL)[(T3, C1)|(T4, CI)|(T5, CL)|(T6, CI)[(T7, C1)[(T8, CI) (C2, C1)|(BL, C1)((B2, C1)[(B3, C1)|(B4, C1)

Vi3 Tel.8 |1, 18){(P2, T8)[(P3, T8)|(24, T8)|(P5, T8)|(T1, T8)[(T2, T8)|(T3, T8)|(T4, T8)|(T5, T8)[(T6, T8)|(T7, T8)(LIMRE) (CL, T8)[(C2, T8)[(BL, T8)|(B2, T8)|(B3, T8)|(B4, T8)

Y2 Tel.7 |(eL, T7)((P2, T7)[(R3, T7)|(®4, TT)|(P5, TT(TL, TT)|(T2, T7)|(T3, TT)\(T4, T7)|(T5, T7)|(T6, T7) (T8, T7)((CT, TT)|(C2, TT)|(BL, T7)|(B2, TT)[(B3, T7)[(B4, T7)

Vi Tel.6 |(pL, T6){(P2, T6)[(P3, T6)|(24, T6)|(P5, T6)|(T1, T6)[(T2, T6)|(T3, T6)|(T4, T6)|(T5, T6)[GLIM|(T7, T6)|(T8, T6)|(CL, T6)[(C2, T6)|(BL, T6)|(B2; T6)|(B3, T6)|(BL, Té)

V1o Tel.5 |(pL, T5)[(P2, T5)[(P3, T5)|(24, T5)|(P5, TS)|(TL, T9)|(T2, T5)|(T3, T3)|(T4, T5) (T6, T5)[(T77, T5)|(T8, T5)|(C1, TH)|(C2, T5)|(BL, T5)|(BZ, T5)|(B3, T5)((B4, T5)
Vo Tel.4 |(pL, T4){(P2, T4)[(P3, T4)|(24, T4)|(P5, T4)|(T1, T4)[(T2, T4)|(T3, T4)(GLBEIN (5, T4)[(T6, T4)|(T7, T4)|(T8, T4)|(CL, T4)|(C2, T4)[(BL, T4)|(B2, T4)|(B3, T4)|(B4, T4)
Ve Tel.3 |(p1, T3)[(P2, T3)[(P3, T3)|(P4, T3)|(P5, T3)|(TL, T3)|(T2, T3) (T4, T3)[(T5, T3)|(T6, T3)|(T7, T3)|(T8, T3)f(CL, T3)|(C2, T3)|(BL, T3)|(B2, T3)((B3, T3)[(BL, T3)
V7 Tel.2 |(pL; T2){(P2, T2)[(P3, T2)|(%4, T2)|(P5, T2)|(TL, T2) (13, T2)((T4, T2)|(T5, T2)|(T6, T2)|(T7, T2)[{(T8, T2)|(CL, T2)|(C2, T2)|(BL, T2)|(B2, T2)[(B3, T2)|(B4, T2)
Vs Tel.l (1, T0)|(P2, T1)|(R3; T1)|(P4, TL)[(5, T1) (T2, TL)[(T3, T1)|(T4, TL)|(T5; TL)|(T6, TL)(T7, TL)|(T8, TI)|(CL, T1)[(C2, T1)|(BL, T1)[(B2, T1)|(B3, T1)[(B4, TI)

Vs Paseb |(p1, P5)|(P2, £5)|(P3, P3)|(P4, 25)(0EYME](T1, P5)|(T2, P3)|(T3, P5)|(T4, P5)[(T5, P5)|(T6, P3)|(T7, P3)|(T8, P5)[(C1, P5)[(C2, P5)|(BL, P3)|(B2, 5)|(B3, P5)[(B4, P5)

V4 Pased |((p1, p4)|(P2, B4)|(P3, 4){RLIN](P5, P4)[(T1, P4)|(T2, P4)|(T3, P4)|(T4, PA)[(T5, P4)|(T6, P4)|(T7, BL)|(T8, P4)[(C1, P4)[(C2, P4)|(BL, P4)|(B2, P4)|(B3, P4)[(B4, P4)

V3 Pase3 (1, 23)((e2, 3)NXIEY] (P4, P3)|(25, B3)[(TL, P3)|(T2, B3)|(T3, P3)|(74, P3)|(T5, 3)|(T6, B3)[(T7, 3)|(T8, B3)[(CL, B3)|(C2, P3)|(BL, 3)[(B2, P3)|(B3, B3)[(B4, B3)

V2 Pasel |((p1, B2)[R2I(P3, P2)|(24, 2)[(P5, P2)[(TL, P2)|(T2, P2)|(T3, P2)|(T4, P2)[(T5, P2)|(T6, P2)|(T7, B2)|(T8, P2)|(C1, P2)[(C2, P2)|(BL, P2)|(B2, P2)|(B3, P2)[(B4, P2)

y1 | Pasel [GaWabl(e2, P1)|(e3, 2v|(e4; P1)l(es, 2L)(71, PL)|(r2, PL)(T3, PL)\(T4, 2L)(75, PL)|(T6, PL)|(TT, PL)((T8, L)(CL, P1)|(C2, PL)(BL, P1)|(B2, L)(83, P1)[(B4, PL)
Premios| Pl | P2 | P3 | P4 | PS5 | TI | T2 | T3 | T4 | TS5 | T6 | T7 | T8 | CI | C2 | Bl | B2 | B3 | B4

X1 X2 X3 Xy X5 Xg X7 X8 X9 X190 Xu X1 X130 X X5 X1 X1 X1 Xp9

29. $283.00
30. 14 anos
31. 26 dias
32.96

33. Hay 60 arboles y se necesita plantar 180 arboles mas.

34
15|15]15|15]15 60]60|60[60|60{60
15|/ 8] 1] 6|15 60]18|12[12]|18|60
15| 3|1 5] 7|15 60]14|16[16|14|60
1549 2]15 60]16|14(14|16|60
15|15]15|15|15 60]12|18|18|12]|60
60]60]|60{60]|60{60
35.

a) 2 divide a 127378 porque el nimero termina en cifra par.

72

CONALEP MICHOACAN




Y\W¢W [MANE]JO DE CAMPOS NUMERICOS]

b) 1y 283939 divide a 283939 porque es nimero primo.

c) 2 y 5 divide a 65610 porque la Gltima cifra es par o cero.
36.

a) mcm=360

b) mcm=1800

¢) mcm=60

d) mcm=180

e) mcm=360

37. 120 minutos = 2 horas

38. Si los ciclistas resisten, en 11 horas y 24 minutos.
39.

a) 3*x2

b) 3x343

) 2°X5x17
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1.6. Soluciones de la autoevaluacion

Ta: A ={0},

1b: Puede ser B ={g}, B ={a}, B ={t}, B ={o}.

2a:C={x | x=n*neN}

2b:D:{x|x=%,neN}

3.1. Verdadera, ya que ¢CA, VA.

3.2. Falso, ya que 0 es un elemento y ¢ carece de elementos.
3.3. Falsa, ¢ no tiene elementos. Luego ¢¢ ¢.

3.4. Falsa, ya que 0¢0.

4.1. Verdadero, ya que A tiene los elementos de B.

4.2. Verdadero, ya que BNA={1,2} y por consiguiente 2e (BNA).

4.3. Falso, porque el elemento 3 no pertenece a B.

5. a4, b3, c2 ydl.
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AnB={a,t}
AnC={a,d}
BnC={a,i,v}
AnBNnC={a}

7.2. (A=BY“-C = [{e,i,v,s,u,c} — {o,d,s,u,cl1®- {d.i,v,a,s}
= [{e,i,v}]“={d,i,v,a,s}
={du,cato,s} - {div,a,s}
= {c,u,t,0}
7.3. Del diagrama de Venn-Euler obtenido en el primer inciso de este problema, se
observa que ANC={a, d} y B={v, i, t, a, €}, por lo tanto,(AnC)UB={a, d, v, i, t, e} =
[(ANC)UBI“={s, u, c, o}.
8.1. {2}
8.2.{3,4,5,8,9,10,11,12,13,14,16,17...}
8.3.{1,2,3,5,6,7,15}
8.4.{4,8,9,10,11,12,13,14,16,17,...}
8.5. {3,5},
8.6.{1,3,4,5,6,...}
8.7.{2}
8.8.{1,6,7,15}
9.1.

9.2.

a b
U (A-C) A (B—C)=(ANC ) A (BACT)

:AchmBch: (AmB)mCC
=(ANnB)-C
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10.1.

10.2.

(A°AB%) U (ARC) = (BUB) “URAC)
11. {puntos de D1}+{puntos de D2} > 2

- D1{1,2,3,4,5,6} y D2{1,2,3,4,5,6}

Por comprension:

D1xD2={(x,y)|xe D1 A ye D2}.

Por extension:

D1xD2={(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(1,5),(1,6), 2,1),2,2),(2,3),2,4),2,5),12,6),
3,1),(3,2),3,3),3,4),3,5),3,6),

(4,1),(4,2),(4,3),(4,4),(4,5),(4,6),

(5,1),(5,2),(5,3),(5,4),(5,5),(5,6),

(6,1),(6,2),(6,3),(6,4),(6,5),(6,6)}.

Donde todos los pares son las caras posibles de los dos dados y de que sumen 2 o

mas puntos. Por lo tanto las posibilidades son 36.

(1, 6)|(2, 6)|(3, 6)|(4, 6)|(5, 6)|(6, 6)
+ + +
10 11 12
(1, 5)|(2, 5)|(3, 5)(4, 5)|(5, 5)[(6, 5)
+ +
10 11
(1, 42, 9|3, 4|4, 4|5, 4)|(6, 4)

+
o+
+

o 00 0000
°
MRY)
o4
a+
g4 o4

+

a4 o4
o4
g4 [0 4

(1, 3)[(2, 3)|(3, 3)|(4, 3)|(5, 3)|(6, 3)

<

[ ]
o4 o4
o4 o4
o4

(1, 2)|(2, 2)|(3, 2)|(4, 2)|(5, 2)|(6, 2)

<
0

ot
s+
o+
o+
S+
o+

(1, L2, 3, L4, L5, 1)|(6, 1)

4
o+

o [+
o |-+
o o+

2 eo® oo

b1 ole ® eeo e

Eduardo tiene 36 posibilidades de que le sumen 2 o mas puntos con ambos dados.
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1.7. Conclusiones

Los conjuntos son usados incluso sin saberlo, por ejemplo, en electrénica hay
antenas de conjunto enfasado® que son un arreglo de antenas que al unirse
funcionan como una sola, cuyo ancho de banda se puede cambiar sin necesidad de
cambiar cada una de ellas, esto tiene aplicacién en el disefio y construccion de
radares. En genética se habla de células que contienen conjuntos de informacién
genética, en fisica podemos mencionar los conjuntos estadisticos, en quimica

cudntica® te encontrards con conjuntos de funciones propios de la materia.

Como ves esta herramienta es muy (Gtil, pero deberas profundizar un poco mas, ya
que aqui solo se marcan algunas propiedades fundamentales de conjuntos para tu

Curso.
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Capitulo 2. Algebra

a+b

a a+b b

a a+b b
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2. Introduccién’

La operacién matemadtica 3 + 2, que es la suma, es de facil comprension, y ain mas
facil es su ejecucion. A esta expresion, tres mas dos lo asociamos a la idea natural
que teniendo tres objetos le agregamos dos objetos, para obtener un total de cinco
objetos. Lo que queremos decir con esto, que las operaciones matematicas, por lo
general, tienen una interpretacion en situaciones reales. Por ejemplo, la operacion 2
+ 1, puede significar que tengo dos balones de futbol, y me han regalado 1 balén de

futbol, lo que en total hace 3 balones de futbol.

Las matemadticas entonces, sirven para la vida real, sucede a veces, que no se puede
estar estudiando caso a caso las diferentes problematicas que se pueden resolver con
las operaciones matematicas, es entonces que se inventa un nuevo lenguaje llamado
Algebra. Esta algebra consiste en asociar a los nimeros las unidades que representa.
Por ejemplo, la expresion tengo siete billetes de mil pesos por 7m, donde la letra m
representa a un billete de mil pesos. De manera que la expresion algebraica: 7m +
5m = 12m significa, tener doce billetes de mil pesos. De igual manera, es posible
que la letra m signifique un balén de futbol, entonces 7m + 5m = 12m, significa 12
balones de futbol.

El algebra es una rama de las matematicas donde se consideran las cantidades de
forma general, para lo cual se usan letras, generalmente las Gltimas del abecedario,
en algebra aparecen niimeros, que son cantidades conocidas y letras que representan
tanto a cantidades bien definidas como a incognitas o cantidades desconocidas.

Por ejemplo el peso de un cuerpo se calcula mediante la férmula: w = mg aqui la
letra w representa al peso, m a la masa, estas son dos cantidades desconocidas que
se relacionan de manera proporcional y g representa a una constante, la de la

aceleracion debida a la gravedad en la tierra g = 9.81m/s?.
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2.1. Lenguaje algebraico

Para resolver problemas matematicos por medio del dlgebra es necesario traducir del
lenguaje comun al lenguaje algebraico. A continuacién se muestran algunos

ejemplos de expresiones en lenguaje comun traducidas a lenguaje algebraico:

Un ndmero cualquiera= x
El doble de un nimero=2x

- X
La tercera parte de un nimero=;

La diferencia entre dos nimeros=x — y

El cuadrado de la suma de dos nimeros distintos=(a + b)?

El producto de la suma por la diferencia de dos nimeros=(x + y)(x — y)
El cuadrado del doble de un nimero menos el triple de otro= (2x — 3y)?

Un ndimero mas su consecutivo=x + (x + 1)

Al traducir encontramos palabras claves como doble que lo traducimos como
multiplicar por dos, la tercera parte, dividir entre tres, la diferencia equivale a la

resta, el cuadrado de a, elevar a la potencia dos, el producto a la multiplicacion.
Términos en dlgebra’
Es cada parte de una expresion algebraica cuando estas estan separadas por un

signo. La parte numérica de un término que contiene una variable se llama

coeficiente de la variable.
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Término algebraico semejante

Los términos algebraicos semejantes son aquellos que contienen las mismas
variables, tales como 7xy 11x o como 3a y 7a. Un término sin una variable se llama
constante (una constante es una expresion que tiene un valor fijo). Los términos

constantes también se llaman términos semejantes.

Término algebraico y sus partes

Una expresion algebraica es una combinacién de nimeros y simbolos (que
representan nimeros) unidos por las operaciones elementales como la suma, resta,
multiplicacién y division.

. —8x? . .
Por ejemplo: 9x’y, —,Son expresiones algebraicas

Un término es una expresion algebraica que no esta separada por el signo mas ni por

el signo menos.

Por ejemplo: 5pq, -234abcd, gxy3

Grado absoluto de un término algebraico’

El grado de un término es la suma de los exponentes de las variables
Ejemplo: —23x3y> su grado absoluto es 3+5=8
Propdn la siguiente adivinanza a un amigo:

a) Piensa un nimero

b) Multiplicalo por 2

c) Anade 4 al resultado
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d) Al resultado anterior multiplicalo por 3
e) Resta doce al resultado anterior
f) Divide lo obtenido entre 6
g) Réstale el niimero que pensaste
iTe quedo cero!
Si llamamos x al ndmero inicial, podemos escribir las expresiones algebraicas que

obtenemos en cada paso:

a) x

b) 2x

c) 2x+4

d 3(2x +4)=6x+12
e) 6x+12—-12 = 6x
f) %xzx

g x—x=0

Como ves, podemos resolver problemas manejando expresiones algebraicas. A estas
letras se les [lama incégnitas, o indeterminadas (por norma, las letras se ordenan
alfabéticamente).

Por ejemplo: 3x*+6xy+3y’

Las expresiones algebraicas nos permiten traducir el lenguaje ordinario.

Una expresion algebraica esta en forma reducida o simplificada si no tiene términos
semejantes ni paréntesis, esto se llama reduccion o simplificacion de términos de
una expresion.

Ejemplo: reducir la expresién 8(x+5).

8(x+5) = 8(x)+8(5) =8x+40
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Reduce -3t+11-4t
Los términos semejantes son -3t y —4t

o3t 11-4t = 11-3t-4t = 11-7t

En la siguiente expresion algebraica 5y+4+6y.
Identifica los términos, términos semejantes, constantes, coeficientes y factores; una

vez identificada la estructura de la expresion simplificala.

Términos: 5y, 4, by
Términos semejantes: 5y, 6y
Constantes: 4

Coeficientes: 5, 6

Factores: 4,5, 6,y

Expresion algebraica simplificada: 11y+4

Tipos de expresiones algebraicas®

a) Monomio: es una expresion algebraica formada por un solo término, como
4x, 3a, ax , %x, %, ax?, \Jax, etc.

b) Binomio: es una expresion algebraica formada por dos términos, como(3 +
7x), (3a+4x), (ax — %x),(ax2 + ax), etc

c) Trinomio: es una expresion algebraica formada por tres términos, como
(4 + 6x — ax), (45 + Vax + ax?), etc.

d) Polinomio: es una expresion algebraica formada por dos términos o mas.

Los binomios y trinomio son polinomios con nombres especiales.
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Clasificacion de expresiones algebraicas’

Las expresiones algebraicas se pueden clasificar en funcién del tipo de operaciones

que afectan a su parte literal, en enteras, racionales, e irracionales.

l.  Expresion algebraica entera: es aquella en la cual no hay ninguna letra en el
denominador. En el caso contrario, dicha expresion algebraica se llama

fraccionaria.

: 5
Ejemplo: —3a®bx? —~ab?c®, etc.
[l.  Expresion algebraica racional: es aquella en la cual no hay ninguna letra bajo

un signo radical. En caso contrario, la expresion algebraica correspondiente

recibe el nombre de irracional.

a) Expresiones algebraicas racionales: son términos que no tienen literal en el

denominador.

2a+3b
2 ’

Ejemplo: 5a°, (a + b)V2, etc

b) Expresion algebraica fraccionaria: son términos que tienen parte literal en el

denominador.

5a2b3c
d

Ejemplo:—=

1 1
. —=3a3b?c — —etc.
X 3d

[1l.  Expresion algebraica irracional: son términos que poseen radicales.

. . 4 2xy
Ejemplo:Va? — b?, 6\/2362}/3,5—\/2_3
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Valor numérico de una expresion algebraica®

Valor numérico de una expresion algebraica es el resultado que se obtiene al
efectuar las operaciones indicadas después de haber sustituido las letras por
nimeros, a cada letra, un ndmero Gnico que puede ser el mismo para diferentes

letras, pero no puede ser distinto para la misma letra en posiciones distintas.

El valor numérico de una expresion algebraica depende de los valores atribuidos a
sus letras. Una expresion algebraica puede tener diversos valores numéricos al variar
los valores atribuidos a las letras.

Ejemplo: 3a®b?c —éd

Paraa=-1,b=-2,c=-yd=-6

N | =

3a3h2c — %d = 3(=1)3(=2)? (— ) - (—%) (—6) = 3(—1)4(— %) +2=6+2=8

N =

Equivalencia de expresiones algebraicas

Son aquellas expresiones que tienen el mismo valor para todas las sustituciones
permisibles.

Por ejemplo, algebraicamente x+2x=3x, por lo que estas dos expresiones son

equivalentes.

Otro ejemplo son las expresiones 3(x.+4) y 3 x.+12, son expresiones equivalentes,

porque tienen el mismo valor sin importar cudl sea el valor de x.
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2.2. Operaciones algebraicas ’

Las cuatro operaciones bdasicas que se pueden realizar con las expresiones

algebraicas enteras son suma, resta, multiplicacion y division.

Suma
Las sumas de expresiones algebraicas enteras se efectian mediante la agrupacién de

términos semejantes. Solo se pueden sumar monomios y el resultado es otro

monomio.
Ejemplo:
Suma de
expresiones Resultado
algebraicas
3x+x 4x
5y +3y° 8y
No se puede simplificar ya que
4x°+3x 4x2 y 3x no son términos
semejantes
Agrupando los términos semejantes
2x+3y+3x+5y |en x y en y tenemos:
(2x+3x) + (3y+5y) =5x+8y

Otra forma en que comidnmente se realizan las sumas es de la siguiente manera:

2x + 3y
X 4+ v 0 (2x+3y) +(x-y)=2x+3y+x-y=(2x+x) + (3y-y) =3x+2y
3x + 4y

Como podemos ver, se quitaron primero los paréntesis y después se agruparon los
términos semejantes. La suma se puede realizar con mds de dos expresiones

algebraicas, por ejemplo, podemos sumar 3x + 4y con 2x + 5y y 4y, como podemos
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observar en la dltima expresion, a diferencia de las otras dos, no se encuentra ningin

término con la variable x, sin embargo la operacién se puede realizar como veremos:

3x + 4y 0 (3x+4y)+ (2x+5y) +4y=3x+4y+2x+5y+4y

2%+ 5y =(3x+2x)+ (4y+5y+4y)
+ 4y =5x+13y

5x + 13y

Con la practica las operaciones se hacen de manera inmediata sin tener que escribir
las agrupaciones, sin embargo, el llevar a cabo las agrupaciones ayuda a adquirir la

confianza en las operaciones.

Resta
La resta de dos operaciones algebraicas se realiza de manera similar a como se hace
con la suma de operaciones algebraicas, es decir, se realizan las restas entre dos

términos semejantes.

Ejemplo : restar 2x+2y de x-y.

_ X - y x - Y X - y
2y|:> I:>—2x

2x  + —(2x + 2Vy)

O (x-y) - (2x+2y) =xX-y-2x-2y=(x-2x) + (-y-2y) =-x-3y

Restar 2x°+2y+z de x*+2y.

+ 2 + 2 + 2
_Xz ! E> * ! E> x2 Y

2%+ 2y + z —(2x2 + 2y + Z) -2x - 2y - z)

(X*+2y)-(2X°+2y+2)=x>+2y-2X*-2y-7=(x"-2X")+(2y-2y)+z=-X"-Z
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Multiplicacién

La multiplicacién de dos polinomios se efectiia multiplicando todos y cada uno de
los términos de uno de ellos por todos y cada uno de los términos del otro y
sumando todos los productos obtenidos, reduciendo términos semejantes, el
resultado de la suma de estos productos generan un nuevo polinomio. Generalmente

se ordenan ambos polinomios en orden creciente o decreciente.

La multiplicacién se realiza de la forma siguiente:

a) Se realiza la multiplicacién como ya se describié de los coeficientes A por B,
si es un entero se escribe directamente en el resultado, si por el contrario, no
lo es, se acostumbra dejarlo como fraccion.

b) Si tienen las mismas variables ambos polinomios, se aplican las propiedades
de los exponentes para expresar las variables con sus respectivas potencias

en el resultado.

Multiplicar los siguientes monomios: 4x por 6

x 4% o (4x) (6)=24x

24x

Multiplicar los siguientes monomios 4x por 6x.

5% 4x
_6% o (4x) (6x)=24x

24%°

Multiplicar el monomio 4 por el binomio 4x+6.
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% 4x + 6 o
6 (4x+6) (6)=24x+36
24x + 36

Multiplicar el monomio 3x por el binomio 4x-6y.

4x - 6 2

X o (4x-6) (3x)=24x+18x
3x

12x° - 18x

Multiplicar el monomio 3x* por el binomio -4x-6y.

-4x - 6y
X , o0 (-4x-6) (3x°)=—-12x-18x"y
3x
-12x%° - 18x2y

Multiplicar el binomio 3x?+3 por el binomio 4x-6y.

4 - 6
><‘(3xxz>+<3y}>
1

2% - 18x2y

+ 12x - 18y
12x° - 18x°y + 12x - 18y

0 (4x-6y) (3x°+3)=12x +12x-18x"y-18y

Se ordena el polinomio resultante alfabéticamente, asi como el grado de forma

decreciente:

(4x-6Yy)(3x°+3)=4x7-18x"y+12x-18y

Multiplicar el trinomio x*+2x-1 por el siguiente trinomio de grado dos x*+2x+1
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+ 2X  + 1
<+ 2%’ - %
2%° + 4x° - 2x
<+ 2X = 1
'+ 4%+ 4%° 0 - 1

o (x2+2x—1) (x2+2x+l)=x4+2x3+x2+2x3+4x2+2x—x2—2x—l
=x4+ (2x3+2x3) + (x2+4x2—x2) +(2x-2x) -1

=x4+4x3+4x2—1

Division
La division se realiza de la forma siguiente:

a) Se realiza la division de los coeficientes A entre B, si es un entero se escribe
directamente en el resultado, si por el contrario, no lo es, se acostumbra
dejarlo como fraccion.

b) Si tienen las mismas variables ambos polinomios, se aplican las propiedades
de los exponentes para expresar las variables con sus respectivas potencias en
el resultado.

c) Si no son iguales las variables del numerador con las del denominador,
generalmente se dejan como aparecen, aunque también se pueden expresar
las variables  del numerador subiéndolas al numerador con potencias

negativas.

I.  Division de dos monomios: la division de dos monomios se encuentra
hallando el cociente de los coeficientes y el de las variables, el resultado es el

producto de los cocientes de los coeficientes por el de las variables.
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Ejemplo : dividir 32xy’ entre 2xyz

32xy? 32
2xyz 2

x y* o1 1 16
x—xy—x—: 16><1><y><—:—y
X 'y z z

VA

DIVIdlr 32XY22 entre 2XYZ
= X Xy X 6X1XyX 6
= y =1 ] y 1 =1 y

[I.  Divisién de un polinomio entre un monomio: la divisién de un polinomio
entre un monomio se realiza sumando a sumando, en el caso de que existan
las mismas variables.

Dividir a x*+bx entre x

ax®+bx ax® bx

= +—=ax+Db
X X X
Dividir ax’+bx+c entre dx
ax2+bx+c_ax2+bx+c_ax+b+cx‘1_a +b+ )
dx Tdx Tdx Tdx d dTd d*Ta’Tad”

Dividir ax’+bx+c entre dx

2x°5yz 4+ 3x3y%z + xy%z%2  2x%yz 3x3y%z  xy?z?
4 4 yz _ Ly AyE Y = 2x* + 3x%y + yz
xXyz xXyz xXyz xXyz
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[l Divisién entre polinomios: para la division de dos polinomios, por la divisién
larga, se emplea una serie de pasos que mediante el siguiente ejemplo se

describiran:

Dividir 2x+1+x” entre 1+x

Cociente
Divisor
Dividendo
NI .
|x+1|| x2 + 2x  + 1
| |
Resto

a) Se ordenan los términos de ambos polinomios seglin las potencias
decrecientes (o crecientes) de una de las letras comunes a los dos polinomios.

X+2x+1 y x+1

b) Se divide el primer término del dividendo por el primero del divisor, con lo

que resulta el primer término del cociente.

X
G%Eﬂ>§:> + 2x  + 1 x° - x

c) El primer término del cociente se multiplica por el divisor, para después restar

este producto del dividendo.

95
CONALEP MICHOACAN



pJokV8 [MANEJO DE OPERACIONES Y EXPRESIONES ALGEBRAICAS]

W X
2
x+l|x + 2x  + 1 >(X + 1
- 2
2
0 X X + x

d) Una vez realizado esta resta, ahora se centra la atencion en este resultado (Ter
residuo parcial), el cual es un monomio que se completa a un polinomio con
un ndmero de términos similar al del divisor y para lo cual se bajan los
términos siguientes necesarios del dividendo. Este polinomio recién formado

se divide entre el divisor para formar el segundo término del cociente.

e) El divisor se multiplica por el 2° término del cociente, para después restar este
producto del polinomio recién formado. Realizar esto de manera consecutiva
hasta reducir el residuo a cero o a un polinomio de grado y extensién menor

que el divisor.

|x 2x  + 1 w X + 1
—x2 + X
0 X + 1 X + 1
X __+ l/
0

f) Si el residuo es cero, entonces el cociente y el divisor son factores del

dividendo.
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x2+2x+1=(x+1) (x+1)

x + 1
x* o+ 2% + 1
_x2 + X
0 x + 1
- x4+ 1

También es posible presentar la operacion de manera racional:

X2+2x+1
x+1

coclente + residuo = (x+1)+0 = x+1

Como podras darte cuenta la division larga se parece mucho a las divisiones

aritméticas.

Division sintética

Si el divisor es un polinomio de primer grado de la forma x—c donde ¢ es una
constante, esta constante puede ser inclusive un ndmero complejo, sin embargo,
aqui ¢ es una constante real.

Ahora explicaremos la division sintética, realizando de manera paralela el ejercicio
anterior. El algoritmo de la divisién sintética se realiza de acuerdo a los pasos que se

desarrollaran en el siguiente ejemplo.

Aplica la divisién sintética para dividir x*+2x+1 entre x+1.

Recordar que el divisor es x+1 y el dividendo es x*+2x+1
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a) Listar los coeficientes del dividendo en orden decreciente de potencias de x,

escribiendo 0 para cada potencia de x que falte.

1 2 1

x2+2x+l

b) Colocar como prefijo de esta lista al valor de x que hace cero al divisor.

En este caso el prefijo es x=-1, que proviene del divisor cuando este lo hacemos

cero; es decir: x+1=0y la solucién en x se encuentra despejando x ...x=-1.

Prefijo 1 2 1

1]

o) Escribir en la parte inferior el coeficiente principal de la lista, multiplicarlo por

el prefijo y sumar el producto al siguiente coeficiente de la lista.

d) Multiplicar por el prefijo la suma obtenida en el paso anterior y sumar el
producto al siguiente coeficiente. Repetir este paso hasta haber usado todos

los coeficientes de la lista.

-1 1 2 1 -1 1 2 1
1 —>
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g) Todos los elementos del tercer renglén excepto el Gltimo son los coeficientes
del polinomio cociente, en orden decreciente de potencias, se comienza por
una potencia menor a la que tiene el dividendo. El Gltimo elemento de este
renglén es el residuo. Si el residuo es cero, entonces el cociente y el divisor

son factores del dividendo.

Dividendo = x*+2x+1 y es de grado 2 ... el cociente de la divisién debe ser un grado

menos, o sea, de grado 1, y el residuo es igual a cero; esto es:
-1l 1 o2 1 -1l 1 2 1

-1 -1 -1 -1
T 0 —»Residuo |:> T o
—

Polinomio cociente

Comparacion de un ejercicio por division larga y division sintética:

-1 1 2 1

x+1] x + 2x  + 1
—x2 + X
0 X o+ 1
- x o+ 1
0
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Encontrar el cociente entre 2x’-5x*+3x+1 y x-3 por el algoritmo de la division larga

y por divisién sintética.

3 1
3 18
6 19

Como podemos ver el residuo es diferente de cero, entonces el cociente y el divisor
son factores del dividendo mas el residuo resultante; esto es:

25C=5x*4+3x+1= 2x*+x+6)(x=3)+19

También es posible presentar la operacion de manera racional:

2X3—5X2+3X+1
x-3

= (2x°+x+6)+109

Operaciones bdsicas con expresiones algebraicas racionales

Las 4 operaciones basicas que se pueden realizar con las expresiones algebraicas

racionales son las mismas que se analizaron con expresiones algebraicas enteras.
Suma
Las sumas de expresiones algebraicas racionales se efectGan mediante la agrupacién

de términos semejantes. Solo se pueden sumar monomios y el resultado es otro

monomio.
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2a 4a
Sumar —+ —
3b ' 5b

2a+4a_6a_3a
3b '5b 8b 4b

Efectda la siguiente operacion:

a+b+a—b_|_az—b2
c—d c+d c?2-d?

Primero se evalGa el mcm (maximo comin miltiplo) de los denominadores:

c—d=c—d
c+d=c+d
c2—-d*=(c+d)(c—d)
s~mcm=(c+d)(c—d)

Segundo, se resuelve el primer término de la expresién algebraica racional, para lo

cual, el mcm se divide por el denominador de la primera fraccion:

(c+d)(c—d)

c—d c+d

Tercero, el cociente de la division se multiplica por el numerador de dicha fraccion:

(c+d)(a+b) = (ac+ bc+ad+ bd)

Y asi se resuelve cada término.

Para el 2° término:
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(c+d)(c—d)
(c+d)

c—d; (c—d)(a—b)=(ac—bc—ad+ bd)

Para el 3er. término:

(c+d)(c—d) (c+d)(c—d)
(c2—d?)  (c+d)(c—ad)

1;  (1)(a? =b?) = (a? - b?)

La operacién quedaria asi:

a-l-b_l_r:c—b_l_a:—b: _ (ac+bc+ad+bd}+[ac—bc—ad-#bd);l—(a:—b:)
c—d c-l-d{ ¢ — g2

Se agrupan los términos semejantes, eliminando los que sean iguales pero de

diferente signo.

a+b a—-b a*—b?> ac+bc+ad+bd+ ac—bc—ad+ bd+ a?®— b?

c—d+c+d+cz—d2_ c?2 —d2

a+b+a—b_|_az—b2_ac+bd+ac+bd+0¢2—b2_2ac+2bd-+—a2—b2
c—d c+d c2—-d? c? —d? B c? —d?

Ordenando por grado

a+b a—-b a*-b? a?+2ac+ 2bd - b?

c—d+c+d+cz—d2_ c?2 —d?
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Resta

Para la resta de expresiones algebraica racionales se presentan los mismos casos que
para la suma y su solucion es la misma, Gnicamente se prevé el cambio del signo

mas (+) por el de menos (-).

Multiplicacién

El producto de expresiones algebraicas racionales se realiza al igual que como se
estudi6 en las operaciones bdsicas con expresiones algebraicas enteras. En la
multiplicacién de fracciones, el numerador es el producto de los numeradores y el
denominador es el producto de los denominadores de las fracciones dadas, pero en
este caso en particular se factorizan®y se simplifican’, como se describe a

continuacién en el siguiente ejemplo.

Realizar el siguiente producto.

(12"125— 3) (2x1+ 1) (2x5+ 1)

Factorizar lo que sea posible del numerador y denominador de cada término de la

expresion algebraica:

(12x125_ 3) (2x1+ 1) (2x5+ 1) - I3(4x125_ Dl (le-l- 1) (2x5+ 1)

12x2 -3 1 5\ @4x2-DRMEG) | @4x?-1)(15)
( 15 )(2 + 1) (Zx + 1) T (A5Rx+1DRx+1)  (2x + 1D)(2x + 1)(15)
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12x2 -3 1 5 _@x+DEx-1) (2x-1)
( 15 )(2x+1)(2x+1)_ x+1D2x+1) (x+1)

Realizar el siguiente producto:
( a )(a+b) t* + 2tb + b?
a? +2ab + b?/\t+b a

Factorizar lo que sea posible del numerador y denominador de cada término de la

expresion algebraica.

(a? + 2ab + b?) = (a + b)?
(t% + 2th + b?) = (t + b)?

Se sustituyen estos valores en la expresion algebraica original.

(a2 + ZZb + b2) (i::) (tz . zzb . b2> - [(a fb)z] (Ctl::) l(t Jrab)zl

a a+by(t?+2th+b*\ (a+b)(t+b)(a) t+b
(a2+2ab+b2)(t+b)< a >_(a+b)2(t+b)(a)_a+b

Division

Para dividir dos expresiones algebraicas fraccionarias, es suficiente con multiplicar la
primera con el inverso de la segunda y luego se reducen términos semejantes

resultantes del producto.
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Efectda la siguiente division.

1 2 b2 1 b
§(a - )TE(CH' )

(@*>-b?) (a+b) (a®-b?) 6  6(a®>—b*) 2(a+b)(a—b)
3 6 3 “(a+b) 3@+b) __ (a+b)

=2(a—b)

Efectda la siguiente division:

3x—27. x—9
x2—-9 " x24+18x+9

Se realizan las factorizaciones pertinentes de acuerdo a recomendaciones de

ejemplos del tema anterior y se reducen términos semejantes.

3x =27 x—9 3x —27 x*+18x+9 3(x—9) (x+3)?
X2—9 x2418x+9 x2-9  x—9  x2-32 " x—9
3(x +3)%(x—9)
T x+3)(x-3)(x-9)

3x — 27 x—9 _3(x+3)
x2—9 " x2418x4+9 (x—23)

Simplificacion de expresiones algebraicas racionales

a) De ser posible se factoriza'® el numerador y denominador de la fraccion.
b) Se reducen términos semejantes resultantes de la factorizaciéon del paso

anterior
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Ejemplo : simplifica la siguiente expresién algebraica.
x3 — 16x
2x% —8x + 16

Se realizan las factorizaciones pertinentes tanto en el numerador como en el

denominador de la fraccion y se reducen términos semejantes.

x*—16x  x(x?*-16)  x(x*—-4%) x(x+DHx-4) x(x+4)
2x2—8x+16 2(x2—8x+16) 2(x—4)?2  2(x—4)?2 = 2(x—4)

Simplificar la siguiente expresion algebraica:

a’+ ab
a? +ab — ac — bc

Se realizan las factorizaciones pertinentes tanto en el numerador como en el

denominador de la fraccion y se reducen términos semejantes.

a’ + ab B a(a +b) B a(a +b)
a?+ab—ac—bc (a?+ab) + (—ac—bc) a(a+b)+c(—a—Db)
a(a+b)

:a(a+b)—c(a+b)

a’ + ab a(a +b) a

a2+ab—ac—bc:(a+b)( —-¢) a-c
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Potencia de expresiones algebraicas enteras y racionales

La exponenciacion es una multiplicaciéon de varios factores iguales, es decir, una
multiplicacién abreviada, y para evaluarla es suficiente con aplicar la regla de
multiplicacién tantas veces como lo indique el exponente.

Ejemplo: evalla la potencia de la siguiente exponencial con base polinomial entera.

(a + b)?
(a+b)>=(a+b)(a+b)=a?+ab+ ba+ b?=a?+ 2ab + b?

Evalda la potencia de la siguiente exponencial con base polinomial entera.

(a—b)?

(a—b)>=(a—b)(a—b) =a?—ab —ba+ b? =a? — 2ab + b?

Evalda la potencia de la siguiente exponencial con base polinomial entera.

(a+b—rc)3
8)( a - c
a b - c
a’ + ab - ac
ab + b - b
- ac - bc + c?
a? +  2ab - 2ac t b? - 2bc Tt c?

Se eliminan términos semejantes (si los hay) y se ordena de acuerdo a grado y
alfabéticamente.

a? + b? + c?* + 2ab — 2ac — 2bc
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El resultado se multiplica una vez mas por la base de la exponencial porque el

exponente de la misma es 3.

Xaz + b+ P+ 2ab - 2ac - 2bc
@ a t b -
>+ at o+ ac? + 2d%h - 2d%c - 2abe
+  2ab* + d% - 2abc t+ B+ bt - 2P
2ac? - d’c - labc + 2 - b -
> + 3ab® + 3ac® + 3a’h - 3d°c - 6abc + b° + 3t - B - ?

Finalmente se eliminan términos semejantes (si los hay) y se ordena de acuerdo a

grado y alfabéticamente.

a> o+ 3+ za? o+ b - i+ 3w - S+ 3 - 3d%c - 6abe

Evalda la potencia de la siguiente exponencial con base polinomial racional.
G+
3 5

Operaciones bdsicas con expresiones algebraicas racionales.

2

a+b_5a+3b_(5a+3b)
3'5 (@3)5 \ 15

Sustituir en expresion original

2

(a b) B (Sa + Sb)z _ (5a+ 3b)? _ (5a+3b)(5a+3b) _ 25a? + 30ab + 9b?
~\ 15 - (152 225 B 225

313

Se simplifica

(a b)z _ (Sa + 3b)2 _25a®+30a +9b* 250 30ab 9b* a* 2ab b2
- - 225 225 225 225 9 15 25

375 15
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Radicales de polinomios™

Raiz cuadrada de polinomios enteros

Para extraer la raiz cuadrada de una expresion algebraica entera se aplica el

siguiente método que se detallara a través del ejemplo a continuacion:

Evalda la raiz cuadrada de a* — 20a + 4 + 29a? — 10a3
a) Se ordena el polinomio dado:

a* —10a® + 29a% — 20a + 4
b) Se halla la raiz cuadrada del primer término del polinomio, que sera el primer
término de la raiz cuadrada; se eleva al cuadrado esta raiz y se resta al

polinomio.

ler. término de la raiz.

- 100° + 290 - 200 + 4 [d? <
_(a?)?

( ) 2[4 42 _ 2

c) Se bajan los dos términos siguientes del polinomio y se divide el primero de
estos por el duplo del primer término de la raiz. El cociente es el segundo
término de la raiz. Este segundo término de la raiz con su propio signo se
escribe al lado del duplo (multiplicar por 2) del primer término de la raiz y se
forma un binomio; este binomio se multiplica por dicho segundo término y el

producto se resta de los dos términos que habiamos bajado.
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1er. término de la raiz 2°término de la raiz.
20 4 3 7 2 /
va —10a” +29a°-20a+4 | a —5a El duplo de Ler. término de la raiz
_ad A 942
{ es:2a

. se divide este 1er. término del bino-
mio que bajamos (residuo) entre este
duplo.

\‘—10._13

Este 2° término de la raiz se escribe al lado del duplo del 1er.
término de la raiz y se forma un binomio que debemos mult- 2 ﬂ2 |

—5a

plicar por dicho segundo término de la raiz recien obtenido:

(2(12 —5a)(—5a) = —10a® + 25a El duplo de fer. ermino de la raiz.
|

d) Se bajan los términos necesarios para tener tres términos en el residuo. Se
duplica la parte de la raiz ya hallada (Ter y 2° término de la raiz) y se divide el
primer término del residuo entre el primero de este duplo. El cociente es el
tercer término de la raiz. Este tercer término con su propio signo, se escribe al
lado del duplo de la parte de la raiz hallada y se forma un trinomio; este
trinomio se multiplica por dicho tercer término de la raiz y el producto se

resta al residuo.

1er.términodelaraiz 2°término de la raiz. 3er. término de la raiz.
2/ N
va*—10a®+29a° —20a+ 4 |a —5a + 2" Eduplo delaraiz hallada es:
—at b 2d5a)=24%10a
0 —10a’ + 29a”
+1 Dn3 — 2 5(12 Siendo el 1er. térm. de este duplo: 2a2
0 —20a +4 ... se divide el 1er. término del residuo
—(—l—ﬁl-a — 20a +4 \wer. térm. del duplo (2a2)
_2 pum—
Este 3er. ttrmino de la raiz se escribe al lado del duplo de la 2 f |
raiz hallada y se forma un trinomio que debemos muliplicar
por dicho 3er. término de la raiz recien obtenido: 1er. ¥érmino del duplo.

(2a®* —10a+ 2)(2) = 4a®* — 20a + 4
|
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e) Se continua el procedimiento anterior, dividiendo siempre el primer término
del residuo entre el primer término del duplo de la parte de la raiz hallada,

hasta obtener residuo cero.

2

Ja* —10a® + 2942 —20a+ 4 |a —5a+2

—_— 4‘ .'_ .
01047 2907 Va* =a¥? = a?
+10a® — 2542 (2a® — 5a)(—5a) = —10a® + 25a

2 — 4.2
0 +4a® —20a+4 (2a"—10a+ 2)(2) = 4a” — 20a + 4

—4a®*  +20a—4
0 0 0

f) Si el residuo es cero, entonces la potencia de la exponencial cuadrada de la

raiz es el radicando de la radicacién.

(a? —5a +2)? = a*—10a3 + 29a% — 20a + 4

Raiz cuadrada de polinomios racionales

Practicamente se emplea la misma metodologia del caso anterior, teniendo presente
de simplificar cada vez que se pueda.

Nota: La raiz cuadrada de un polinomio racional con denominadores que contengan
literales, puede extraerse enviando las letras al numerador cambiandole el signo a

sus exponentes.

La extraccion de la raiz cuadrada de una expresion algebraica racional se

comprendera mejor a través del ejemplo a continuacion:
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. p p b* a3b | a* | 9a?b? | 2ab3
Ejemplo: evalta la raiz cuadrada de ———+ —t+—

25 2 16 10 5
4 3 212 3 4
a a’b 9a“b 2ab b
a) —— T+ —+ T+ =
16 2 10 5 25
b)
a®
p
25
| 2
|ﬂ4 \."ﬂ4 at’? a’
|_=._=—= -
\|16 Vi1 4

2

. a
||a4 a*b  9a’b* 2ab® bt I_“b‘

I — + + + =
\ 16 2 10 5 25
at
- El duplo del 1er. términ._q_gle___I.a raiz es:
16 NE 2| 2a* ia®i
9a’b’ 4] 4 2
O ............
Q y S
3 .. se divide este 1er. termino del binomio que
a 212 bajamos (residuo) entre este duplo.
—|——+a%b
2 -
_ 3 —_
Este 2° término de la raiz se escribe al lado del duplo del 1er. 2 2a”b o E; |
término de la raiz y se forma un binomio que debemos mult- a 2 - 2a 2 |__ﬂ ’
plicar por dicho segundo término de la raiz recien obtenido: ?

f i ab|l—abl- _—— 1 g2}
[23— [—] 2 ¢

d)
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2 2

, b

la* @b 9a?p? 2ab® bt | T ab — 5
—+ + e

\ 16 2 10 5 25

ot El duplo de la raiz hallada es;.........ccrre,
_ > a? , 2a? b {a® b
— —ap|=— — =— —
16 [ 3 P 2 2a S 2a
3! 272! i i
a 1 9¢a b : 5 /— ...................
- —_ a
2 1 10 | Siendo el 1er. térm. de este duplo:  —
a’h :
Lt —_ ﬂ2 bz : .-. se divide el 1er. término del residuo entre el 1er. térm. del
2A---=—- duplo:

a?b\ 2ab’ i el e (T

; QM5 "5 R T
a*b® 2ab® bt Z T
- |:_ 10 5 * Ei| Este 3er. término de la raiz se escribe al lado del duplo de
'Y la raiz hallada y se forma un trinomio que debemos mul-

| tiplicar por dicho 3er. término de la raiz recien obtenido:
_9a3‘93_ﬁ:9a:b3—10a3b3__ﬁ
10 1 10 10 ﬂ2| \l bz‘ 2b2 zab3 b4
——2abi—— = +g

e)

. a2 b 2

la*  a*b  9a?b* 2ab* b* |4 75

oo — + + + 5

16 2 10 5 2 P
\‘Iﬂ4 o] S ||£ \.-"Iﬂ‘} _a4;2 =ﬂ_2
“1e \ 16 V16 4 4

0 a*b  9a’b? r2 a3b

. 1 - . _ 272
23 10 ﬂb][ ﬂb] +a b
a’b -
+— —a’b” )
2 2 2 b2
0 a’b®* 2ab® b? — —2ab—— ||==— =
10 5 25 | | > >
a‘h® 2ab® bt aZh®  2ab® Bt
0 5 25 ""10 "5 25
0 0 0

f) Si el residuo es cero, entonces la potencia de la exponencial cuadrada de la

raiz es el radicando de la radicacién.
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Y A T R T R T

a? b2\*> a* a3b 9a?b® 2ab3® b*
4 5

Raiz cdbica de polinomios enteros

Para extraer la raiz cibica de una expresion algebraica entera, se aplica el siguiente

método que se detallara a través del ejemplo a continuacion:

Hallar la raiz ctbica de 33x* — 36x + 8 — 63x3 — 9x° + x° + 66x2

a) Se ordena el polinomio dado

x6 —9x5 + 33x* — 63x3 + 66x%2 —36x + 8

b) Se extrae la raiz cibica de su primer término, que serd el primer término de la

raiz; este término se eleva al cubo y se resta del polinomio.

1er. término de la raiz.

2 <

{D)- 9+ 33 632 4 6627 - 36+ 8| X |
~(x?)’ Vx® = x5 =
\ |

c) Se bajan los tres términos siguientes del polinomio y se divide el primero de
ellos por el triplo (multiplicar por 3) del cuadrado del término ya hallado de la

raiz; el cociente de esta division es el segundo término de la raiz.
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1er. término de la raiz. 2°término de la raiz.
3 ’ j ,) 2 . . .
be - 9,1‘5' 233t 63,1’3 Lbbxt - 36y s 8 XxT — 3x El Inp’lo del cuacirr;xdo del41er. término de
X;é A laraizes: 3(x)" =3x
— N

0 9A‘5 33)?4 - 631’3 .. se divide este 1er. ttrmino del frino-

mio que bajamos (residuo) entre este

friplo.

—9x°
3x*
f

/

El friplo del cuadrado del 1er. ttrmino de la raiz.

T

= —3x

d) Se forman tres productos: 1°.- El triplo del cuadrado del primer término de la
raiz por el segundo término de la raiz. 2°.- El triplo del primer término de la
raiz por el cuadrado del segundo término de la raiz. Y 3°.- Cubo del segundo
término de la raiz. Estos productos se restan (cambidndole los signos) de los

tres términos del polinomio que se habian bajado (residuo).

1er. término de la raiz. 2°término de la raiz
\
VA~ 92 4 33"~ 63 + 6622 - 361+ 8| X° — 3%
_x® 1
0 —9x° +33x* - 63x°
—(=9x° + 27x* = 27

| !

e) Se bajan los términos que faltan del polinomio y se divide el primer término

L=}

3(x*)?(—3x) = —9x"—
20 3x*(—3x)* = 27xt———

(—3x)° = —27x3_'

W
=}

del residuo entre el primer término del triplo del cuadrado de la raiz ya
hallada. El cociente de esta division, es el tercer término de la raiz. Se forman
tres productos: 1°.- Triplo del cuadrado del binomio que forman el primer y
segundo término de la raiz por el tercer término de la raiz. 2°.- Triplo de
dicho binomio por el cuadrado del tercer término de la raiz. y 3°.- Cubo del

tercer término de la raiz. Estos productos se restan (reduciendo previamente
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términos semejantes si los hay) del residuo de la raiz. Si la diferencia es cero,
la operacién ha terminado. Si adn quedan términos en el residuo, se continta

el procedimiento anterior hasta obtener residuo cero.

1er.términodelaraiz.  2°término de la raiz. 3er. término de la raiz

.

VA - 905 43307 - 6307+ 66x2 - 361+ 827 — 3x 2
—x® ;

0 —9x°+33x* — 63x°

+9x° _,21";} +27%° El friplo del cuadrado de la raiz hallada
0 G 6xD-36x° +66x° —36x + 8 es: 3(x™-3x)” = 3[(x")*-2(x")3x)+(3x)’]
—(6x* — 362" + 66x" — 36x + 8) =3[x*6x*+9x"1=3x"-18x*+27 "
\ Siendo el primer término del triplo del cm

.. se divide este 1er. término del residuo entre el
1er. término del friplo del cuadrado:

6x*

3%4:: 2

Se reducen términos semejantes mediante una suma.
6x* —36x° + 54x°

+12x° — 36x
—_— +8

6x* —36x° + 66x* —36x + 8

\ J

T

1030 - 3%)°(2) = (3"~ 18x° + 272)(2)
= 6x* — 36x% + 54x*

2° 3(x*—3x)(2)% = (3x* — 9x)(4) = 12x* - 36x
32 (2)°=8

Vf 0% 2 33x% 63y B6x° ~ 36x = 8|7 — 3x + 2
"]
—X

0 —9x°+33x" - 63x° _— _
xS e 272t 2 BT 12 3(x*)?(~3x) = w9x

0 =6 ~ 361 + 661 ~36x+ 8|22 3x°(=3x)* = 27x*
—6x* +36x5° — 661" +36r—§|32 (—3x)° = —27x7
0 0 0 0 0f12 3(x"—3x)%(2) = 6x* — 36x7 + 54x°
22 3(x* —3x)(2)* = 12x* — 36x
32 (2)°=8

Vx® = x83 = x?

f) Si el residuo es cero, entonces la potencia de la exponencial clbica de la raiz

es el radicando de la radicacion.

(x?2 —3x +2)3 = x® —9x> + 33x* — 63x3 + 66x% — 36x + 8
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Raiz cdbica de polinomios racionales

Practicamente se emplea la misma metodologia del caso anterior, teniendo presente

de simplificar cada vez que se pueda.

La extraccion de la raiz clbica de una expresién algebraica racional se comprendera

mejor a través del ejemplo a continuacion:
Hallar la raiz cibica de:

a® 153x 15a? 153a 15x% 3

x3+ 4q x2 + 2x 40 4q2 +@

a)
a® 15a? N 153a N 153x 15x? N x3
x3 x2 2x 4q 4?2  8a3
b)
1er. término de la raiz.
~Na
a
140 153x 15x° v
' 4a 4a*  8a’ .
3 ||a3 il,-ns a?? a
3 T 3= 33
[ X a3 X X
1‘\ Y l
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C)
1er. término de la raiz. 2°término de la raiz.
3 .-I'as 1542 153a 153y 1523 2 —— 5 El tnPIo del cuadrado del 1er. término de
I 1 | [ e . la raiz es:
i X 2x 4a 4a®  8d® 5
A 1 a 3a 2
a 3[ _:I - —
- “x“‘j/_\ X X
15a*\ 1534 .. se divide este 1er. ttrmino del trino-
] mio que bajamos (residuo) entre este
X 2x friplo.
15a®
— 2 15a2x? 5
3a® 3a®x?
- xz
El riplo del cuadrado del 1er. ttrmino de la raiz.
d)
1er.término de la raiz 2°término de la raiz
. a /
| - - - —
1ja* 15a° 153a 153x  15x° x° — 5
[~ — g e — 140 e — e oy X
NES x* 2x 4a 4a°  Ba 3 5
a 15a
a® 12 3|Z||-5 _
e X x2
: ? 75
- |l ﬂ
15a° 153a 29 3[_][—5] _/=a
— senges L st ¥ ¥
X 2x
[ 15a 75a 125 32 (—5))= —125
— = > _
X X ?
e)
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1er.términodelaraiz  2°término de la raiz 3er. término de la raiz.

|' 5 \ﬂ ’ x /
1t 154% 1534 153x 15xF £ [=— 5+ - <
oy — o e — 1) o — e e | X 2a
\j 2 X 2x 4q 4a*  8d®
(13 El triplo del cuadrado de la raiz hallada es:
) a ’ a z a 2
o {00 ]
150 153a X x X
S - B [a2 10a -
15a* 73a I -
ez — e 4 125 x x
X _ TP 3a? 30a
153x 15x° «x =— ———+ 75
0 e e X X
40 4a°  Ba —— | 3a?
Siendo el primer término del friplo del cuadrado: —
X
Resolviendo: .. se divide el 1er. ttrmino del residuo entre el 1er. trmino
153a  75a 153a—150a del triplo del cuadrado:
2 x  2x 2x 3a
2x 3ax?® Xx
302 6a’x 2a
2
a 2y 72 10a X = Se reducen términos semejantes mediante una suma.
1¢e 3[__5] [.w =3_2___|_25 e
2a X
X 2a 3a  75x
2 I tr b T
mBa xwli'(}cur:ﬁ”/":ucmitithw 5'-?:))( |y o 20 L
2ax*  2ax  2a  2x - 2a | X lm;
N ) 4a 4a %
a - __..m
22 3[_ - 5][“:‘:"]: [ 3_a - 15][.3“‘“]: 8a3
X 2a X 4a* ~ 3 15, 153% 1557 X
i BB e e
3ax* 15x* 3x 15x7 2x 4a_  4a® ' 8a® Seres
— _ = :> esoal
) residuo.
Resolviendo:
75x 3x  150x -+ 3x 153x
3 o it iy
2a 4a da 4a
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- X
g’ 15¢7 1530 153x 158 ¥ |——5+4—
ot Wl e e e | X 2a
yror 2x 4o 4ot Ba'[ .
3 *;,_‘ﬂg Yol _atr @
_ E" "‘I: xi i"::i - X?} ]
E
X
w]? 15a*
154 153a 1% 3 [;] [ 5}= ;3
M A 7
3 28 3[m][ 5o 220
15a° Tda x x
a2 T, T 145 38 (n8) = 125
) 3a 5 153x 15x0 X e a0 2rxq  3a 75
it v BFE-sr =
|:3a 1 153x 158 X, 4 }H"’_ Sx 15x
— | v =15 e e e 172z 4 4a°
2x d¢  ta* 8a’] ;“; L
7P x
O O O O 0 3= 2a:|'-*v' “é:;*g

f) Si el residuo es cero, entonces la potencia de la exponencial ctbica de la raiz

es el radicando de la radicacion.

(a - x)3 B a® 15a? N 153a 140 + 153x 15x? N x3
X 2/ 7 x3 x2 2x 4a 42 83
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2.3. Productos notables de expresiones algebraicas'

Es como se les define a las multiplicaciones con expresiones algebraicas donde el
producto puede ser sefalado como regla constante, sin verificar dicha
multiplicacién. Su aplicacién simplifica y sistematiza la resoluciéon de muchas

multiplicaciones habituales.

Cada producto notable se relaciona a una férmula de factorizacién. Por ejemplo, la
factorizacion de una diferencia de cuadrados perfectos es un producto de dos

binomios conjugados.

Binomio con término comun

En un producto de dos binomios que tienen un término comun, se suma el cuadrado
del término comin con el producto del término comin por la suma de los otros
términos no comunes y posteriormente se afade el producto de los términos no
comunes.

Ejemplo: (a+b)(a+¢) =a®*+a(b +c) + bc

La siguiente figura muestra el producto de binomios con un término comun:
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Ejemplo: desarrolla el siguiente producto:

(4a +5)(4a —8)
(4a + 5)(4a — 8) = (4a)? + 4a(5 — 8) + [(5)(—8)] = 16a? + 4a(—3) + (—40)
= 16a% — 12a — 40
Binomios conjugados
Dos binomios conjugados son aquellos que solo difieren en el signo de la operacién.
El resultado de un producto de binomios conjugados es igual a la diferencia de
cuadrados de cada término.

Ejemplo: (a + b)(a — b) = a? — b?

La siguiente figura muestra el producto de binomios conjugados:

Desarrolla el siguiente producto:

(4a + 6b)(4a — 6b)

(4a + 6b)(4a — 6b) = (4a)?> — (6b)* = 16a% — 36b?
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Binomio al cuadrado

Para elevar un binomio aditivo al cuadrado, es decir, multiplicarlo por si mismo, es
suficiente con elevar el primer término al cuadrado, sumar el doble producto del
primer término por el segundo término y finalmente sumar el cuadrado del segundo
término. Si el binomio es una diferencia se alternan los signos empezando con el
primer término con signo positivo, el segundo con signo menos vy el tercer término

con signo positivo.

Ejemplo: (a + b)? = a? + 2ab + b?

La siguiente figura muestra un binomio al cuadrado:

Y Y
b b
a a
X X
Desarrolar:
(3a + 3h)?

(3a +3b)? = (3a)? + 2(3a)(3b) + (3b)? = 9a? + 18ab + 9b?

Desarrolla el siguiente binomio al cuadrado:

(3a — 3b)?

(3a —3b)? = (3a)? — 2(3a)(3b) + (3b)? = 9a? — 18ab + 9b?
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Binomio al cubo

Para elevar un binomio aditivo al cubo, es decir, multiplicarlo por si mismo tres
veces, es suficiente con elevar el primer término al cubo, sumar el triple producto del
primer término al cuadrado por el segundo término, adicionarle el triple producto
del primer término por el cuadrado del segundo término y finalmente sumarle el
segundo término al cubo. Si el binomio es una diferencia se alternan los signos,
empezando con el primer término con signo positivo, el segundo con signo negativo,

el tercer término con signo positivo y el cuarto y Gltimo término negativo.
Ejemplo: (a £ b)® = a® + 3a®b + 3ab? + b3

La siguiente figura muestra un binomio al cubo:

it

A

Z

/'

»

Ejemplo: mediante la técnica del binomio al cubo, localiza la potencia de la
siguiente exponencial al cubo:

(a + 3b)°

(a + 3b)3 = a® + 3a%(3b) + 3a(3b)? + (3b)® = a® + 9a’b + 27ab? + 27b3
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Mediante la técnica del binomio al cubo, desarrolla la potencia de la siguiente
exponencial al cubo:

(a — 3b)3

(a —3b)® = a® — 3a%(3b) + 3a(3b)? — (3b)® = a® — 9a’b + 27ab? — 27b3

Binomio de Newton

El teorema del binomio", descubierto hacia 1664 -1665, fue comunicado por
primera vez en dos cartas dirigidas en 1676 a Henry Oldenburg (hacia 1615-1677),
secretario de la Royal Society que favorecia los intercambios de correspondencia
entre los cientificos de su época. En la primera carta, fechada el 13 de junio de 1676,
en respuesta a una peticion de Leibniz que queria conocer los trabajos de
matematicos ingleses sobre series infinitas, Newton presenta el enunciado de su
teorema y un ejemplo que lo ilustra, y menciona ejemplos conocidos en los cuales
se aplica el teorema. Leibniz responde, en una carta fechada el 17 de agosto del
mismo ano, que estd en posesion de un método general que le permite obtener
diferentes resultados sobre las cuadraturas, las series, etc., y menciona algunos de sus
resultados. Interesado por las investigaciones de Leibniz, Newton le responde
también con una carta fechada el 24 de octubre en la que explica en detalle cémo

ha descubierto la serie bindmica.

El descubrimiento de la generalizacion de la serie binémica es un resultado
importante de por si; sin embargo, a partir de este descubrimiento Newton tuvo la
intuicién de que se podia operar con series infinitas de la misma manera que con

expresiones polinémicas finitas. El andlisis mediante las series infinitas parecia
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posible, porque ahora resultaban ser una forma equivalente para expresar las

funciones que representaban.

Newton no publicé nunca el teorema del binomio. Lo hizo Wallis por primera vez

en 1685 en su algebra, atribuyendo a Newton este descubrimiento.

Como sabemos, de los temas de factorizacion anteriores, podemos desarrollar

facilmente polinomios de la forma a* + 2ab + b®> o a’ + 3a’b +3ab® + b’ , sin
embargo, el realizar operaciones con potencias de mayor grado resulta tedioso, a

continuacion presentamos algunos de ellos:

(a+b)'=a+b

(a+b)’=a’ +2ab+ b’

(a+b)’ =a’ +3a’b+3ab’ + b’
(a+b)'=a’+4a’b + 6a’b’ + 4ab’ + b’

(a+b)’ = a’ + 5a’b +10a’b’ 10a’b’ + 5ab’ + b’

Es de la forma'(a £ b)" y una forma facil de determinar sus coeficientes numéricos
al desarrollarlo es mediante el tridngulo de Pascal, el cual se construye de acuerdo a

las instrucciones siguientes sin llegar al término general.

Primero empezar cada renglén con 1y terminarlo en 1. Los nlimeros restantes son la
suma de los dos nimeros situados inmediatamente arriba a la izquierda y a la

derecha.

Segundo, con respecto a los términos algebraicos que incluyen las literales a y b, la
suma de los exponentes de a y de b en cada término es igual al exponente del
binomio, es decir, cuando disminuye el exponente de a, aumenta el de b; ambos en

una unidad.
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(a+b)° 1 1
(a+bh)’ 11 a+h
—
(a+b)? 1 2 1 a’ +2ab+b*?
e
(a+h)’ 1 3 3 1 a’ +3a’b+3ab? +b’
—————
(a+b)* 1 4 6 4 1 a* +4a’b+6a’b? +4ab’ +b*
(a+b)° 1 5 1(; 1'0 5' 1 a’+5a*b+10a’b? +10a’b? +5ab* +b°

(@+b)®* 1 6 15 20 15 6 1 a’+6a’b+15a*b® +20a°b’ +15a°b* +6ab’ +b°

+

n-1 n-2 3 2 n3 43
(a+b)" término general a" * nall b +n[n-1)2(1’ b” o n(n-l)(nj,)a b

Donde:
1. n = entero positivo.
2. Signos:
a) En (a + b)" todos los signos son positivos.

Ejemplo: (a + b)® = a® + 5a*b + 10a3b? + 10a?b® + 5ab* + b°
b) En (a —b)"™ se empieza con + y luego se van alternando.
Ejemplo:(a — b)® = a® — 5a*bh + 10a®b? — 10a?b> + S5ab* — b®
Ejemplo: evalda la potencia del siguiente binomio aplicando el triangulo de Pascal.
(2x2 + 3y?)°
Se hace a = 2x? y b = 3y? y se aplica la regla segin tridngulo de pascal.
(a + b)®> = a® + 5a*b + 10a3b? + 10a%b3 + 5ab* + b°

Se sustituyen datos y se resuelve.
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(2x% + 3y2)°> = (2x%)°> + 5(2x2)*(3y?) + 10(2x2)3(3y?)%? + 10(2x2)2(3y?)3
+52x*)(3y*)* + (3y?)°

Por dltimo simplificar la expresion haciendo uso de las leyes de exponenciacion.

(2x% + 3y2)° = 32x1° + 240x8y? + 720x%y* + 1080x*y® + 810x2y® + 243y10
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2.4. Factorizacion' "

Como ya se analizé en los nimeros racionales existen otros nimeros que se
expresan como el producto de otros a los que les llamamos factores que, al
multiplicarlos todos, resulta el nimero original. En el caso particular de los nimeros
los factores son nldmeros primos, en algebra, la factorizacion es expresar un
polinomio como producto de otros polinomios a los que les denominaremos factores

al igual que con los ndimeros.

Factor comin
El factor comun es la literal comin de un binomio, trinomio o polinomio, con el

menor exponente y el divisor comun de sus coeficientes.

La figura que representa la regla del factor comun es la siguiente:

Yy Yy

a b a b
(a+ b)c = ac + bc

Reglas para extraer el o los factores comunes de expresiones algebraicas

a) Factor comin monomio: se extrae por agrupacion de términos.

Extraer de la siguiente expresion el factor comdn.
ab + ac + ad
ab+ac+ad=ab+c+d)

Extraer de la siguiente expresion el o los factores comunes.

ax + bx + ay + by
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ax +bx+ay+by=alx+y)+bx+y)=((x+y)(a+b)

b) Factor comdn polinomio: primero hay que determinar el factor comun de los
coeficientes junto con el de las variables de menor exponente. Aqui el factor

comdn no cuenta con un término, sino con dos.

Extraer de la siguiente expresion el o los factores comunes:

6a?(a—b) +4a(a—b) + 2(a—b)

6a?(a—b) +4a(a—b) + 2(a —b) = (a — b)(6a? + 4a + 2)

Extraer de la siguiente expresion el o los factores comunes:
8a3(4a+b)+4a+b
8a3(4a+b) +4a+b =8a3(4a+b) + 1(4a + b) = (4a + b)(8a3® + 1)

Diferencia de cuadrados

Son binomios cuyos términos estan al cuadrado y los signos de cada uno son

diferentes. Los términos se caracterizan por tener raiz cuadrada exacta.

La factorizacion de la diferencia de cuadrados consiste en obtener la raiz cuadrada
de cada término y representar estas como el producto de binomios conjugados tal y
como se estudié en el tema: Binomios conjugados de este apartado, a continuacion

se muestra tal expresion:

a? = b? = (Va2 +Vb?) (Va? - Vb?) = (a + b)(a - b)
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Ejemplo: resuelve la siguiente diferencia de cuadrados.

(ax)? — (by)?

(ax)? — (by)? = (ax + by)(ax — by)

Resuelve la siguiente diferencia de cuadrados.
16a? — 25b?
16a% — 25b2% = (4a)? — (5b)? = (4a + 5b)(4a — 5b)

Trinomio cuadrado perfecto

Son aquellas expresiones algebraicas de tres términos, de los cuales dos tienen raices
cuadradas exactas, y el resto equivale al doble producto de las raices cuadradas del
primero por el segundo. De hecho, es la operacién inversa al desarrollo de un

binomio al cuadrado.

Para factorizar se ordenan los términos dejando de primero y de tercero los términos
cuadraticos, luego extraemos la raiz cuadrada del primer y tercer término y los
escribimos en un paréntesis elevado al cuadrado, separdndolos por el signo que
acompana al segundo término. Por ultimo se verifica que el doble producto del
primero por el segundo término sea 2ab, con lo que se confirma que es correcta la
solucién. De ser diferente esta solucién no es la correcta. La expresion algebraica
que manifiesta esta regla es:

a’ &+ 2ab + b? = (a + b)?

Ejemplo: factoriza el siguiente trinomio cuadrado:

25m? — 40mn + 16n?
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25m? — 40mn + 16n? = (\/25m2 - \/16n2)2 = (5m — 4n)?

Verificando

2ab = 2(5m)(4n) = 40mn..la factorizacién es correcta.

Factoriza el siguiente trinomio cuadrado:

4m? + 12mn + 9n?

4m? + 12mn + 9n? = (\/ 4m? + 4/ 9112)2 = (2m + 3n)?

Verificando

2ab = 2(2m)(3n) = 12mn.. la factorizacién es correcta.

Trinomio de la forma ax? + bx + ¢

Son aquellas expresiones algebraicas de tres términos, donde hay una variable'
cuadratica, una lineal y un término independiente. Se resuelve por medio de dos
paréntesis, en los cuales se colocan la raiz cuadrada de la variable cuadrdtica,
buscando dos nidmeros que multiplicados den como resultado el término
independiente y sumados (pudiendo ser nimeros negativos) den como resultado el
término del medio. Cuando el coeficiente numérico de la variable cuadratica sea

diferente de uno, es decir, a # 1, multiplicar el trinomio por a:
a(ax? + bx + ¢) = a?x? + a(bx) * (ac) = (ax)? + b(ax) + (ac)

En esta expresion resultante hay que precisar la siguiente observacién: Después de

multiplicar por a, el término central se deja expresado asi b(ax) y cuando se
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obtengan los dos paréntesis resultantes de la factorizacién dividir ambos entre a. Si a
no divide a ningln coeficiente numérico de los términos da la factorizacién, se

descompone en sus factores y se vuelve a intentar una vez mas la division.

Factoriza el siguiente trinomio:

a’? +2a —15
() = + )O="
f '
+al| x? | +b]|x|-| ¢ p -q=»>
+ 1] d? | 42 -1 15 :(EV"'a2+p)(_‘;.-"'a3—q)
T p Xq =c
y \4 HE) =~

Debo buscar dos nimeros cuya diferencia me dé 2 y cuyo producto me dé 15

B 125 } Zzg :|‘ y sustituyo:

a2+2a—15=(\/ﬁ+p)(\/§—q)=(a+5)(a—3)

S IC TS

X

w W
|

Factoriza el siguiente trinomio:

x> +5x+6

() = + )0 =

araE I T
+la| x? [+|b|x|+]| ¢ p +q =b

1] x? [+]5]x|+] 6 |= (Vx? +p )X+ q)

<
X

_Q
1l
a

y A4 HEH) =+
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5
6

b=5 P +4q
c=6 p X q

Debo buscar dos nimeros cuya suma me dé 5 y cuyo producto me dé 6

p q
g ; ; ;5 } 2;? j|‘ y sustutuyo:

x2+5x+6=(\/;+p)(\/;+q)=(a+3)(a+2)

Factoriza el siguiente trinomio:
6m? —7m — 3

En esta expresion 6 # 1, por lo que se debe multiplicar toda la expresion por el

coeficiente del término cuadratico que es 6.

6(6m? — 7m — 3) = 62m? — 6(7m) — 6(3) = (6m)? —7(6m) — 18

HE)=- ) () = - ,
T T l
+a| x* |-|b| x || ¢ p —q=»>
+1{(6m)* |-[7)6m) -] 18 [= ( ymZ -~ P W ymZ + q )
T pXq =c

b=7 { p—q =17
c=18 p x q = 18

Debo buscar dos nimeros cuya resta me dé 7 y cuyo producto dé 18

=7 } p
18 q

:|‘ Yy sustutuyo:
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6(6m? —7m — 3) = 62m? — 6(7m) — 6(3) = (6m)? — 6(7m) — 18

= (Vem)? - 9) (V(6m)? + 2)
6(6m? —7m — 3) = (6m — 9)(6m + 2)

Como al inicio se multiplicé por 6, ahora debemos dividir también entre 6 para no

afectar la expresion algebraica en su totalidad.

6(6m*> —7m—3) (6m —9)(6m + 2)
6 B 6

Se observa que algunos términos del producto de los binomios resultantes de la
factorizacion no son divisibles por 6, asi que descomponemos 6 en sus factores, esto

es, 6=3x2.

6m? —7m-—-3 =

6m—9)(6m+2) (6m 9\ 6m 2
on oD () (43 - am-dme

Factorizacién por agrupacion

Para factorizar por agrupacién de términos un polinomio, debe considerase los
términos comunes y posteriormente los compuestos resultado de la primera
agrupacion donde se aplica el caso del factor comun. La expresion algebraica que

representa este tipo de factorizacién es la siguiente:
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ab+ac+bd+dc=(ab+ac)+ (bd+dc)=ab+c)+db+c)=((b+c)(a+d)

Ejemplo: factoriza la siguiente expresion algebraica.

2l 4+ 2m + 3ln + 3mn

2l +2m+3in+3mn = (2L + 3ln) + 2m + 3mn) = 1(2 + 3n) + m(2 + 3n)
=2+3n){+m)

Polinomio cubo perfecto

Son aquellas expresiones algebraicas de 4 términos, de los cuales dos tienen raices
clbicas exactas, y el resto equivale al triple producto del primer término al cuadrado
por el segundo término y a el triple producto del primer término por el cuadrado del
segundo término. De hecho, es la operacién inversa de un binomio al cubo. La

expresion algebraica que representa esta regla es:
a® + 3a?b + 3ab? + b3 = (a + b)3

Para factorizar'” se siguen los siguientes pasos:

1. Debe tener cuatro términos y estar ordenado con respecto a una letra.

2. Dos de sus términos, el 1° (a’) y el 4° (b’), deben poseer raiz cibica exacta.

3. El segundo término debe ser igual al triple producto del cuadrado de la raiz
ctbica del primer término por la raiz cibica del cuarto término 3a’b.

4. El tercer término debe ser igual al triple producto de la raiz cibica del primer
término por el cuadrado la raiz cibica del cuarto termino 3ab’.

5. El segundo y el cuarto término deben tener el mismo signo y puede ser
positivo o negativo, el primer y tercer término siempre son positivos (si el

primer y tercer término son negativos realizar factor comun con el factor -1).
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6. Si todos los términos son positivos el resultado es el cubo de la suma de dos
cantidades (a + b)’, si hay términos negativos el resultado es el cubo de la

diferencia de dos cantidades (a — b)’.

Ejemplo: factorizar la siguiente expresion algebraica
125 + 15x% + x3 + 15x2% + 75x
Paso 1:

x3 4+ 15x% + 75x + 125

Paso 2:
3/ x3 +15x2 + 75x + V125

Vx3 =x;¥125=5 dondea=x ; b=5

Paso 3:

15x% = 3a?b = 3(x)?(5) = (3x5)x? = 15x2

Paso 4:
75x = 3ab? = 3(x)(5)? = (3x25)x = 75«x

Paso 5:
Del paso 1 se observa que el segundo y el cuarto término tienen el mismo signo y es

positivo, al igual que el primer y tercer término.

Paso 6:
Como todos los términos son positivos, el resultado es el cubo de la suma de dos
cantidades (a + b)’, por tanto:

x3+15x2 + 75x + 15 = (a + b)3 = (x + 5)3
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Factorizar la siguiente expresién algebraica:

27x3 — 8yb® — 54x2y? + 36xy*
Paso 1: 27x3 — 54x?%y? + 36xy* — 8y®

Paso 2:

V27x3 — 54x2y? + 36xy* — 3/8y5

V27x3 = 3x;3/8y6 = 2y2 dondea =3x ; b =2y?

Paso 3:

54x%y? = 3a%b = 3(3x)%(2y?) = 3(9x2)(2y?) = (3x9%x2)x%y? = 54x2y?

Paso 4:
36xy* = 3ab? = 3(3x)(2y?)? = 3(3x)(4y*) = (3x3x4)xy* = 36xy*

Paso 5:
Del paso 1 se observa que el segundo y el cuarto termino tienen el mismo signo y es

negativo.

Paso 6:
Como hay términos negativos, el resultado es el cubo de la diferencia de dos
cantidades (a-b)’, por lo tanto:

27x3 — 54x%y? + 36xy* — 8y® = (a — b)3 = (3x — 2y?)3
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Binomio de la forma®a® + b3

Abordaremos estas expresiones algebraicas de acuerdo a lo siguiente:

Sean las expresiones a®+ b3 y a3 — b3

3 3 3_13
DT _ 42 _ b + b2 T _ a2 4 oab + b2

a+b a—b
Asi el dividendo es igual al divisor multiplicado por el cociente, como a

continuacion se muestra:
a®+ b3 =(a+b)(a?—ab + a?) y a® — b3 =(a—b)(a?+ ab + a?)

De donde se deducen las siguientes reglas:

1. La suma de dos cubos perfectos se descompone en dos factores, el primero es
la suma de sus raices cubicas, y el segundo se compone del cuadrado de la
primera raiz menos el producto de ambas raices mas el cuadrado de la
segunda raiz.

2. La diferencia de dos cubos perfectos se descompone en dos factores, el
primero es la diferencia de sus raices cubicas, y el segundo se compone del
cuadrado de la primera raiz mas el producto de ambas raices mas el cuadrado
de la segunda raiz.

a®+ b3 = (a+b)(a? + ab + b?)

Ejemplo: factorizar la siguiente diferencia de cubos:
27x3 — 8y®

Como se aprecia, es una diferencia de cubos y se aplica la regla 2,

a) Se extraen las raices cubicas de los términos de la diferencia de cubos
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a = V27x3 = 3xyb = 3/8y® = 2y?
b) Se sustituyen datos en la regla principal:
27x3 —8y® = (a — b)(a? + ab + b?) = (3x — 2y?)[(3x)? + (Bx)(2y?) + (2y?)?]
c) Se reducen términos.
27x3 — 8y® = (3x — 2y?)(9x? + 6xy?% + 4y*)
Factorizar la siguiente suma de cubos:
64x3 + 125y°

Como se aprecia, es una suma de cubos y se aplica la regla 1,

a) Se extraen las raices cubicas de los términos de la diferencia de cubos.

a=3V64x3=4x y b = 3/125y6 = 5y?
b) Se sustituyen datos en la regla principal.
64x3 + 125y° = (a + b)(a? — ab + b?) = (4x + 5y?)[(4x)? — (4x)(5y?) + (5y2)?]

c) Se reducen términos,

64x3 4+ 8y® = (4x + 5y?)(16x% — 20xy? + 25y*)
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2.5. Expresiones algebraicas racionales’'

En una expresion algebraica racional donde el denominador implica radicales, al
proceso por el cual se determina otra expresién algebraica que no involucra
radicales en el denominador y que es equivalente a la expresion algebraica dada; se
le llama racionalizacion del denominador de dicha expresion. Este proceso facilita el

calculo de operaciones como la suma de fracciones.

Consecuentemente, racionalizar el denominador de una fraccién es transformarlo en
un nimero racional . Para esto se multiplican los dos términos por una expresiéon que

convierta al denominador en potencia perfecta del indice de la raiz.

En este proceso se distinguen tres casos, que seran materia de estudio de los tres

siguientes temas.

Caso |

. . .« . a
Racionalizacién del tipo: —
acionalizacion del tipo ~r

Se multiplica el numerador y el denominador por ¢

a ax+/c B avc B avc
b bvexye  p(yo)'  be

Racionalizar la siguiente expresion algebraica:
2a?
5vVa

Se multiplica el numerador y el denominador por va

141 .
CONALEP MICHOACAN



pJokV8 [MANEJO DE OPERACIONES Y EXPRESIONES ALGEBRAICAS]

2a% 2a’x+a B 2a%\a B 2a%\a B 2av/a
5va sVaxva s5(ya)’ 5S¢ 5

Racionalizar la siguiente expresion algebraica:
a’—4

a—2

Se multiplica el numerador y el denominador por va — 2

a®?—4 (@*-2")Va—-2 (a+2)(a-2)Va-2 (a+2)(a—2)Va-2
Va—2 Va—2xva—2 (m)z B (a—2)
=(a+2)Va—-2

Caso Il

. . ., . a
Racionalizacion del tipo: ——
acionalizacion del tipo: =

Se multiplica numerador y denominador por ~ Y/¢*™

Racionalizar la siguiente expresion algebraica:

2a?

7
5Va3

. . . 7 7
Se multiplica numerador y denominador por Va’=3 = Ya*

2a? B 2a2xVa* B 2a2Va* _ZaZW_ZaZW_ZaW
5Va3  5Va3xVa* 5Vad3xa* 5Va’ 5a 5
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Racionalizar la siguiente expresion algebraica:
3a—1

23/(3a — 1)2

Se multiplica numerador y denominador por 3/(3a — 1)5-2 = 3/(3a — 1)3

3a—1  Ba-1DxyYBa-13  @Ba-1)3YBa-1)3

25/Ba-1?2 2Ba-12xYBa-13 23(Ba- 1)2x(Ba— 1)3

_ Ba-1DYBa-13
 2/Ba-15

3a—1  (Ba—-13YBa-13 _ YBa-1)3
25/Ga-12  2@Ba-1) 2

Caso Il

Racionalizacién del tipo: en general cuando el denominador sea un binomio

_
Vb+vc

con al menos un radical.

Se multiplica el numerador y denominador por el conjugado® del denominador,
para abordar este tipo en particular de racionalizacién de expresiones algebraicas; se
debe tener presente que el producto de dos binomios conjugados corresponde a una

diferencia de cuadrados tal como ya se mencioné presentan dos casos:

a) Cuando el denominador es un binomio cuyos términos es la suma de dos

radicales se multiplica numerador y denominador por el conjugado del

2
Vb+c '’

denominadorvb — +/c y se resuelve de acuerdo a lo siguiente:
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¢ a(Wb-ve)  a(B-vd) _a(Vb-+F)
Vb+ve (Vb+ve)¥Vb—-ve)  (VB) - (Vo)) b

Racionalizar la siguiente expresion algebraica.
3
Va—+va+1

Se multiplica numerador y denominador por el conjugado del denominador

Va+va+1

3 B 3(Va+Va+1) _ 3(\a++Va+1)
Va-va+1 (Va-va+1)(Va+va+1) (va)’-(Vat1)
_3(Wa+vVa+1)
- a-(a+1)

3 _3Wa+va+1) 3(Wa+va+1)
- — -

Fovaris a—a-1 -3(Va+Va+1)

b) Cuando el denominador es un binomio aditivo y uno de los términos carece

. a . . . .
de radical ——= , se multiplica numerador y denominador por el conjugado
b+Vc

del denominador b —+/c 'y se resuelve de acuerdo a lo siguiente:

a a(b —+c) B a(b —+c) _a(b—\/E)
b+\/E_(b+\/E)(b—\/E)_(b)2_(\/E)2_ b2 —¢

Racionalizar la siguiente expresion algebraica:
9a — 4b?
2b + 3va
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Se multiplica numerador y denominador por el conjugado del denominador

2b — 3+/a.

9a —4b*  (9a —4b*)(2b —3va) _ (9a —4b*)(2b — 3Va)
2b+3va  (2b+3Va)(2b-3Va)  (2b)2 - (3Va)

_ (9a—4b*)(2b—3Va) _
B 4b% —9a B

9a —4b*  (9a —4b*)(2b —3Va) _
RN R TR R L)

Este proceso de racionalizacion es también extensivo al campo de los nimeros

reales.
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2.6. Problemario

1. Traducir a lenguaje algebraico los siguientes enunciados:
1.1. El doble de un ndmero

1.2. La tercer parte del cuadruple de un niimero

1.3. El producto de la suma por la diferencia de dos ndmeros

1.4. La suma de tres ndmeros consecutivos

2. Traducir del lenguaje algebraico al lenguaje ordinario
21 XY
1.5
2.2.3(x+y)
2.3. 2x?
2.4.x-5

3. Calcula el valor numérico de las siguientes expresiones para los valores dados a

continuaciéon: a=1, b=2, c=3, d=4

abc
d

3.2. cla+b)
2vVd+c

a

3.1.

3.3.

3(a+b)%+2d
5a

3.4.

4. Sumar 5x3 +8x%2 —3x+ 4 con —3x3 —6x>+3x+6
5. Restar 5x3 +8x% —3x+4de —3x3 —6x?+3x+6

6. Multiplicar:
3,253

6.1. 5x°y* por -4x’y’z

6.2.2abc por 2a?b™c
4 2
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6.3.x+4 por x+5
6.4. x* + 6x + 3 por x — 2

7. Resolver las siguientes divisiones

20x2y3
—4xy2

7.1.

60x2y+30x3y2—20x5y*
10x2y

7.2.

7.3.x>+5x+6 entre x+1
7.4.x3—-3x+5 entre x +2

8. Por division sintética dividir 2x* + 2x3 + x? + x entre x+1

9. Resolver las siguientes operaciones:
3 2 5
9.1. >4 2 __ %
a+b  a?-b?2 a-b
100-y? x+3 % x+2
" x2+5x+6  100+y ~ 100-y

9.2

x?+6x+8 | x%-3x-10
" x2+48x+16  x2+2x-8

10. Desarrolla los siguientes productos notables:
10.1. (5+x)(5-x)

10.2. (3x+2)(3x+2)

10.3. (2x-y)’

10.4. (x+y)’

11. Factorizar:
11.1. 36x2y3 + 20x3y* — 40x2y?
11.2. 5x(a+b)-4y(a+b)

”-3-(,372_%)

11.4. 4x*-100

147 ’
CONALEP MICHOACAN



pJok 8 [MANEJO DE OPERACIONES Y EXPRESIONES ALGEBRAICAS]

11.5. 25x2 + 20xy + 4y?
11.6. m? + 2mn + n?
11.7. x% + 11x + 30
11.8. x> +x—12
11.9.x2 —8x + 16
11.10. 4x* + 8x + 3

1111, x3 4+ 9x2 + 27x + 27

12. Racionaliza las siguientes expresiones:

12.1.

12.2.

12.3.
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2.7. Autoevaluacion

1. Es la combinacién de nimeros y letras mediante las operaciones fundamentales:
A) Férmula algebraica
B) Expresion algebraica
C) Término algebraico
D) Signo algebraico

E) Signo de agrupacion
2. ;Cudl es el grado absoluto del término -5x%y*z*?

3. Reducir a la minima expresion las siguientes raices:
3.1. V16a" =

3.2. J-8x"% =
3.3. 3274% =
3.4. 20x"y" =

4. Indica qué clase de término es el siguiente, atendiendo al signo, si tienen o no

denominador y si tienen o no radical.

41 M0"

X

4.2, -M15Q?

43, - 24X
P

5. El polinomio -x®y*+x'%+3x*y*-x’y*-4+x’y® en orden ascendente respecto a la x es:
A) Xy +x 043 x1YO-xCy - 44Xy
B) x2yP+3xy Xy -xPy24x10-4

O) -4-x’y*+3xy Xy -xPy 2 +x'°
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D) x’y*+3x*y°*-xy*-xPy?+x'0+4

6,,4 8,2

E) x’y®-4+3x*y°-x°y*-xPy? +x'°

6. Encontrar el valor numérico para las expresiones siguientes, con los valores dados:

Vf -V

6.1. a= para vi=30km/s , v=110km/s yt=2s

6.2.¢, = itc +32 para t.=20°C

7. Reducir y expresar el resultado en fracciones irreducibles de:

.3a+4b—ﬁc+ga -5b+ 2c
3 11

8. Simplificar, suprimiendo los signos de agrupacion y reduciendo términos
semejantes.

10a + {-[5b+(9a-c)+2-(-a+b-(c+4))]-(-a+b)} +3a

9. Multiplicar, indicar en forma irreducible los ejercicios con fracciones.

9.1. Ea’"b" —iabzc
6 10

9.2. X’-4x+5 por x+2

10. Desarrollar los siguientes productos notables:
a) (a+2b)’=

b) (2x*-3y*)’=

c) 3x-4)(3x+4)=

d) (x-5)(x+5)=

e) (x-5)(x+8)=

f) (x*>-10)(x*-6)=
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8) (2x-y)(2x+y)=

h) (x-y)’=

i) (5x-2y)2y+5x)=

j) (x-y)°=

k) (2x+3)(2x-4)=

) (a+b)(a-b)(a’+b?)=
m) (y+3)(y*+9)(y-3)=

11. Dividir: expresa en fracciones irreducibles aquellos ejercicios cuyos coeficientes
sean racionales, ademas los exponentes deberan expresarse en forma positiva.
11.1 14xy” entre 2y
11.2. -42’b" entre -5a’b’
113, — @b entre S ap
15 5
11.4. 2x*y’-24x°y*-36xy” entre 36 xy

11.5. X°4+x°-4x*-4x+x>-1 entre xX>+x*-4x-1

12. Factorizar o descomponer en dos factores.
a) x’-36=
b) x*-2xy+y’=
C) X*-4x+4=
d) a’-3a’b+5ab’=
e) 100x'y*-121m*=
f) 4x*+25y*-20xy=
g) X’-5x+6
h) x*+3x-10
) y-4y+3

13. Hallar por division sintética, el cociente y el resto de la divisién siguiente:

2x3-3x2+7x-5 entre x-1
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. .5
14. Racionaliza N

15. Resolver las operaciones indicadas:

2 1 4
15.1. + - =
X-3 X+2 X*-X-6
2_ 2_
15.2_(1 5a+6X212a ><a 25:
3a—-15 a —a-30 2a-4
2_ —
153 x° =9 ;4x 6:

158 15 x+1
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2.8. Soluciones del problemario

1.1. 2x

1.2.%
3

1.3. (a+b)(a-b)

1.4, X+(xX+1)+(x+2)

2.1. La mitad de la diferencia de dos nimeros
2.2. El triple de la suma de dos nimeros
2.3. El doble del cuadrado de un ndmero

2.4. Un ndmero disminuido en 5

3.1.3
2
3.2.9

3.3.
34.7

N

4.2x3 +2x*>+ 10

5. —8x3 —14x% + 6x + 2

6.1. —20x°y%23
6.2. 2 g3pm+1c?
2

6.3. x> +9x 4+ 20
6.4. x3+4x*—-9x -6

7.1. =5xy
7.2.6+ 3xy — 2x3y3

7.3. Cociente: x+4, residuo:2
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7.4. Cociente: x> —2x + 1, residuo 3

8. 2x°+x

—2a—8b+2
a2—p2

9.2.1

9.1.

x242x-8
" x2-x-20

9.3

10.1. 25 — x2

10.2.9x2 + 12x + 4

10.3. 8x3 — 12x%y + 6xy? — y3

10.4. x° + 5x*y + 10x3y? + 10x%y3 + 5xy* + y°

—

11.
11

. 4x%y?(9y + 5xy? — 10)
.(a+b)(5x —4y)
G+)G-3)

. (2x +10)(2x — 10)

. (5x + 2y)?

N

11.

(OS]

11.4

11.5

11.6. (m + n)?
11.7. (x +5)(x + 6)
11.8. (x = 3)(x + 4)
11.9. (x — 6)(x — 2)
11.10. 2x + 1)(2x + 3)
11.11. (x + 3)3

12.1./3a

12.2.Vx — 2
S(F-19)

12.3.
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2.9. Soluciones de autoevaluacion

1.B
2.11

3.1. 4a°
3.2.-2x*
3.3.32a°

3.4. 24/5x*y®

4.1. Positivo, entero, racional
4.2. Negativo, fraccionario, irracional

4.3. Negativo, fraccionario, racional
5.C

6.1. -40km/s
6.2. 68°F

29 1
7.=a—b+—c
30 11

8. 2a-3b-6

1
9.1. — Zam“b"”c

9.2. x*-2x%-3x+10

10.
a) a’+4ab+4b?
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b) 4x°-12x’y*+9y*
) 9x°-16

d) x>-25

e) X’+3x-40

f) x*-16x°+60

g) A=y’

h) x*-3x*y+3xy*-y’
i) 25x*-4y°

j) X°-6x°y+15x"Y*-20x’y’+15x%y*-6xy’+y°
k) 4x2-2x-12

) a*-b*

m) y*-81

11.1. 7xy

11.2. gaﬂf—Sb"—2

11.3. —gabm+6c3

1. 3.2 2,45 _ .6
11.4.18xy SXTYT -y

11.5. x*+1

12.

a) (x+6)(x-6)

b) (x-y)?

c) (x-2)*

d) a(a*-3ab+5b?)

e) (10x°y°*+11m?*)(10x°y*-11m?)
f) (2x-5y)?

g) (x-3)(x-2)

h) (x+5)(x-2)

i) (y-1)(y-3)
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13. Cociente: 2x*-x+6, residuo: 1

14,55

X

3x—4
x2—x—6

15.1.

2a(a-3)
15.2.W

x+3
30x2

15.3.
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2.10. Conclusiones®

En este apartado de algebra vimos la notaciéon cientifica, misma que aplican
profesionistas como los astrénomos, bidlogos, fisicos, quimicos, matematicos y otros
pues su empleo se relaciona con unidades macroscépicas y microscépicas, de las
cuales aprendiste sus multiplos y submiltiplos.

En una conferencia impartida en 1959 por uno de los grandes fisicos del siglo
pasado, el maravilloso teérico y divulgador Richard Feynman, predijo que habia un
monton de espacio al fondo (el titulo original de la conferencia fue: There’splenty of
room at thebottom) y auguraba una gran cantidad de nuevos descubrimientos si se
pudiera fabricar materiales de dimensiones atémicas o moleculares. Hubo que
esperar varios aios para que el avance en las técnicas experimentales, culminado en
los afos 80 con la aparicion de la Microscopia Tunel de Barrido (STM) o de Fuerza
Atémica (AFM), hiciera posible primero observar los materiales a escala atémica vy,
después, manipular atomos individuales. Con respecto a que es la Nanotecnologia,
empecemos por aclarar el significado del prefijo nano: este hace referencia a la
milmillonésima parte de un metro (o de cualquier otra unidad de medida). Para
hacernos una idea de a qué escala nos referimos, piensa que un atomo es la quinta
parte de esa medida, es decir, cinco dtomos puestos en linea suman un nanémetro.
Bien, pues todos los materiales, dispositivos, instrumental, etc., que entren en esa
escala, desde 5 a 50 o 100 atomos, es lo que Ilamamos Nanotecnologia. Como
podras darte cuenta en todo esto se aplica el algebra. Es de suma importancia que lo
aprendido en este tema lo relaciones y lo pongas a funcionar con los efectos
cotidianos, y es en el siguiente apartado donde se te proporcionard una serie de

herramientas para tal efecto.

158 ’
CONALEP MICHOACAN



pJokV8 [MANEJO DE OPERACIONES Y EXPRESIONES ALGEBRAICAS]

Referencias

'Eliseo Martinez H., Héctor Varela V., Proyecto "Web en apoyo al estudio de las matematicas", Universidad
de Antofagasta. Introduccion al dlgebra para los estudiantes de primero medio. Recuperado 29 de Julio del
2011http://www.uantof.cl/facultades/csbasicas/Matematicas/academicos/emartinez/extension/algeb
ra/partel

? Guia de estudio para padres y alumnos. Matemdticas: Aplicaciones y conceptos curso 3. Glencoe/McGraw-
Hill. Recuperado 24 Jul del 2011: Reduccion de expresiones algebraicas
http://www.glencoe.com/sec/math/msmath/mac04/course3/study guide/pdfs/mac3 pssglO sp.pdf

’Alvarez J. Rafael & Mejia D. Francisco (2006). Factorizacién. Universidad de Medellin. Recuperado 15
Julio del 2011:

http://books.google.com.mx/books?id=vsIz82TAuhMC&pg=PA 15&dq=factorizacion+de+expresiones+algeb
raicas&hl=es&ei=peE6TqeFFuPWiALByu3SCw&sa=X&oi=book result&ct=result&resnum=2&ved=0CDM
Q6AEwWAQ#v=onepage&q=factorizacion%20de%20expresiones%20algebraicas& f=false

* Universidad Michoacana de San Nicolas de Hidalgo. Coordinacion de Innovacion Educativa (CIE).
Recuperado 22 Julio del 2011: http://dieumsnh.qfb.umich.mx/matematicas/ale2.htm

>Alvarez J. Rafael &Mejia D. Francisco (2006). Factorizacién. Universidad de Medellin. Recuperado 15 Julio
del 2011:

http://books.google.com.mx/books?id=vsIz82TAuhMC&pg=PA 15&dq=factorizacion+de+expresiones+algeb
raicas&hl=es&ei=peE6TqeFFuPWiALByu3SCw&sa=X&oi=book result&ct=result&resnum=2&ved=0CDM
Q6AEwWAQ#v=onepage&q=factorizacion%20de%20expresiones%20algebraicas&f=false

® Las expresiones algebraicas. Recuperado: 01 de Agosto del 2011.
http://www.oocities.org/mx/amiga_miraba/articulos/expresiones.html

"Universidad Michoacana de San Nicol4s de Hidalgo. Coordinacién de Innovacién Educativa (CIE).
Recuperado 22 Julio del 2011: http://dieumsnh.qfb.umich.mx/matematicas/ale2.htm

¥ Consultar topico 4.8 Factorizacion de expresiones algebraicas de este tema.
? Consultar topico 4.4.5. Simplificacion de expresiones algebraicas racionales de este tema.

Over topico 4.8. Factorizacion de expresiones algebraicas de este capitulo.

llAlgebra elemental. Dr. Aurelio Baldor. Cultural Mexicana S.A. México- (1972).

12Wrent‘worth, George; y Smith, David Eugene (1917). Ginn & Co. (ed.). Elementos de Algebra, 2a edicion.
Recuperado 29 Julio del 2011. http://es.wikipedia.org/wiki/Productos_notables

BUniversidad Michoacana de San Nicolas de Hidalgo. Coordinacién de Innovacién Educativa (CIE).
Recuperado 22 Julio del 2011: http://dieumsnh.qfb.umich.mx/matematicas/ale3.htm

“Kurt Gieck (1981). Manual de férmulas técnicas. Representaciones y servicios de ingenieria S.A. MEXICO
Alvarez J. Rafael &Mejia D. Francisco (2006). Factorizacién. Universidad de Medellin. Recuperado 15
Julio del 2011:

http://books.google.com.mx/books?id=vsIz82TAuhMC&pg=PA 15&dq=factorizacion+de+expresiones+algeb
raicas&hl=es&ei=peE6TqeFFuPWiALByu3SCw&sa=X&oi=book result&ct=result&resnum=2&ved=0CDM
Q6AEwWAQ#v=onepage&q=factorizacion%20de%20expresiones%20algebraicas&f=false

159 ’
CONALEP MICHOACAN




pJokV8 [MANEJO DE OPERACIONES Y EXPRESIONES ALGEBRAICAS]

YWentworth, George; y Smith, David Eugene (1917). Ginn & Co. (ed.). Elementos de Algebra, 2a edicion.
Recuperado 29 Julio del 2011. http://es.wikipedia.org/wiki/Productos notables

17Algebra elemental. Dr. Aurelio Baldor. Cultural Mexicana S.A. México- (1972).

¥ Ver topico 5.2.2 Variable, variable independiente y variable dependiente del capitulo 5.

¥ Aula facil.com: CUATRINOMIO CUBO PERFECTO DE BINOMIOS. Recuperado : 12 Jul del 2011
http://www.aulafacil.com/algebra/curso/Lecc-32.htm

*Aula facil.com: CUATRINOMIO CUBO PERFECTO DE BINOMIOS. Recuperado : 12 Jul del 2011
http://www.aulafacil.com/algebra/curso/Lecc-32.htm

*'Vitutor (2010) Racionalizacion de radicales. Espaiia. Archivo de blog. Recuperada 15 de Julio del 2011.
http://www.vitutor.com/di/re/r3.html

*Tema ya revisado en el topico 4.7.2. Binomios conjugados de este capitulo.

Z INSTITUTO POLITECNICO NACIONAL. CECyT “MIGUEL BERNARD PERALES”.ACADEMIA DE MATEMATICAS.GUIA
DE ALGEBRA PRIMER DEPARTAMENTAL. Recuperado 03 Agosto del 2011: algebra_1_tm_tv

160 ’
CONALEP MICHOACAN



/0¢8N |RELACIONES Y FUNCIONES]

CAPITULO 3: Relaciones y funciones

_2
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3. Introduccion

Una parte importante dentro de los desarrollos matematicos son las expresiones

algebraicas, sus representaciones y su ecuacion.

sRecuerdas cémo te has acercado a las matemdticas a lo largo de tu educacion?
Seguramente puedes recordar que tu primer contacto con las matematicas fue

mediante los nimeros, seguido por el algebra y la geometria.

Las representaciones graficas de las ecuaciones en el plano se realizan desde
tiempos remotos por parte de culturas precursoras de las ciencias como la griega,
alrededor del siglo V Antes de Cristo hace aproximadamente 2500 afos. Sin
embargo, la representacion de las figuras geométricas y mas especificamente de los
trazos (como lo son las rectas, parabolas y circunferencias) se han vinculado a
desarrollos y comportamientos “generalizados” mediante las funciones algebraicas y
el eje coordenado hasta hace apenas 400 anos gracias a las aportaciones de René

Descartes (1596-1650).

A partir del uso del plano cartesiano para representar y vincular los trazos de figuras
planas con simbolos algebraicos, se han encontrado usos incontables de las
representaciones algebraicas. En mds de una ocasion seguramente has utilizado
alguno de estos trazos mediante sus ecuaciones, su manejo numérico y su escritura
mediante el uso del algebra; pero ;Qué significan estos simbolos en una situacién
real? o caso contrario, ;Cémo representar una situacién real con esos simbolos o

trazos?

En el presente apartado se abordan ecuaciones, pero sobretodo se enfatiza en su
aplicacion en situaciones reales y ademas se representan siempre en lo posible a las

funciones en mds de una forma: grafica, numérica, simbdlica y verbal.
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3.1. Identificacion de funciones

Parece que uno de los primeros acercamientos que tenemos con las matematicas es
hasta cierto punto intuitivo, es decir: sumamos y restamos solo aplicando ciertos
pasos, cuando en realidad estas dos operaciones tienen una serie de reglas que por
ejemplo no permiten que en la resta se pueda intercambiar minuendo y sustraendo
de una manera arbitraria, por ejemplo el resultado de restar 3 al nimero 4 no tendrd
el mismo resultado al hacerlo de forma inversa, o sea restar 4 a 3. Dicho sea lo
anterior, debemos establecer un primer concepto que nos ayude a comprender y
acercarnos a los conceptos de igualdad, funcion y ecuacion.

Una igualdad es una relacién de equivalencia, puede ser numérica o algebraica,
una serie de valores que son lo mismo en valor numérico, tanto del lado izquierdo
como del derecho del signo igual, llamados primer miembro y segundo miembro
respectivamente.

Hay igualdades simbdlicas o algebraicas que de la misma manera relacionan valores
de uno y otro miembro, solo que aqui los valores no son directos o no son
visiblemente directos. En este punto, podemos comenzar a definir funcién vy

ecuacion de la misma manera, como igualdades.

Una ecuacién es una igualdad que puede tener una o mas literales Ilamadas
variables o incégnitas, que la satisfacen uno o varios valores.

Una funcién por otro lado, tiene una caracteristica especial: debe tener un valor
Gnico de su variable dependiente con respecto a la independiente, esto es, para cada
valor de x debe de tener y corresponder un Unico valor de y. Estos elementos para
cada expresion se retomaran a detalle mas adelante en este capitulo y en cursos
posteriores donde los tratamientos de funciones son no solo tiles, sino ampliamente
utilizados. Asi, esta serie de definiciones puede ser clara y l6gica para algunos de
nosotros, pero ilégica y hasta innecesaria para algunos otros. La idea es que

comencemos a dejar una base de lo que abordaremos mds adelante y que
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seguiremos afinando con definiciones relacionadas primeramente a las igualdades y

acto seguido aplicadas a las soluciones, representaciones e interpretaciones de

funciones algebraicas.
Propiedades y postulados de la igualdad

Una igualdad matematica es una relaciéon que existe entre dos expresiones, esta
relaciéon se expresa mediante el conocido simbolo de igual (=). Parece que este
concepto es sencillo, pero ;creerds que sigue siendo sencillo si lo definimos para el
campo de los nimeros Reales (R)? Lo que acabamos de mencionar no es mas que
definir para qué nimeros la igualdad existe; simplemente para todos (positivos,
negativos, racionales, decimales, enteros) exceptuando los nlimeros imaginarios cuyo
estudio no es motivo del presente capitulo.

Asi que, si bien ya definimos que la igualdad es una relacién vélida para cualquier
nimero real, entonces es posible generalizar que la igualdad es también una relacién
entre simbolos que representen una cantidad cualquiera; en otras palabras, una
igualdad sera también valida tanto en el campo de los niimeros reales como en el
algebra.

Algunas de las manipulaciones que realizaremos con simbolos algebraicos tanto en
igualdades como en funciones y ecuaciones, obedecen a ciertas reglas, mismas que
seguramente ya hemos utilizado en mas de una ocasion, pero que recordaremos de
manera formal para que en un futuro no haya lugar a dudar en afirmar que la
igualdad se cumple o que una ecuacién tiene una raiz, comencemos entonces con

las:

Propiedades de la igualdad

Partiendo del concepto de dlgebra como una parte de las matematicas que se dedica
a estudiar de las propiedades de objetos Matematicos (definiendo por objeto
matematico a un ndmero, una ecuacién, un punto coordenado en el plano

cartesiano), entonces la igualdad serd en adelante una relacion entre estos objetos
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que para fines practicos relacionaremos con nimero reales. Mas adelante

utilizaremos estas propiedades entre otras para resolver ecuaciones.

Reflexiva: un nimero siempre es igual a si mismo, lo que en simbolos o lenguaje
algebraico seria: x = x. Ejemplo: 12 = 12

Simétrica: si un nimero es igual a otro, el segundo debe ser igual al primero:

si x =y, entonces, y = x. Ejemplo: si x = 2, entonces, 2 = x.

Transitiva: si un primer nimero es igual a otro segundo nimero, y ademads, el
segundo ndmero es igual a otro tercer nimero, entonces el tercer niimero y el primer
ndmero son iguales. Ejemplo: si x =2, y 2 = w, entonces, x = w.

Sustitucion: si x = y, entonces x puede ser reemplazada por y en cualquier ecuacion
o expresion. Ejemplo: si x =3, y x +5=z, entonces 3+5=1z, y 8=2z.

Aditiva: al sumar un mismo nimero en ambos lados de una igualdad, obtenemos
una nueva igualdad védlida. Si x =y, entonces, x + z = y + z. Ejemplo: si x = 5,
entonces, x + 3 =5 + 3.

Multiplicativa: si multiplicamos ambos lados de la igualdad por un ndmero real,
obtenemos otra nueva igualdad valida. Si a = b entonces ac = bc. Ejemplo: si x = 5,

entonces, 7 x =(7)(5).

Podemos decir que hasta este momento las propiedades bésicas enunciadas pueden
darnos elementos suficientes para poder solucionar ecuaciones, sin embargo
conviene mencionar algunas propiedades complementarias a las mencionadas

anteriormente, asi para:

la resta: nos dice que al restar un mismo nimero en ambos lados de una igualdad,
obtenemos otra igualdad valida. Si a = b, entonces a —c = b — c. Ejemplo: si x = 5,

entonces, x - 3 =5 - 3.
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La division: nos dice que si dividimos ambos lados de la igualdad por un ndmero

real ¢ # 0, obtenemos otra nueva igualdad vélida. Si a = b, entonces % = %- Ejemplo:
six =5 entonces X =2

8 8
La potencia: indica que si elevamos a la misma potencia ambos miembros de una
igualdad esta se sigue cumpliendo. Si a = b, entonces, (a)™ = (b)". Ejemplo: si x =5
entonces x? = (5)?
La raiz: nos dice que si calculamos la raiz n-ésima en ambos lados de una igualdad
(si esta operacion es posible de realizar), la igualdad sigue siendo vdélida. Si a = b,
entonces, Ya = Vb (hay restriccién para raices de nlmeros negativos cuando n es

par). Ejemplo: Si x = 5, entonces vx = V5

Para practicar:
realiza un cuadro comparativo en el cual se resuman las propiedades y escribe un
ejemplo de cada una de las propiedades descritas, compara tus resultados con el de

tus companeros.

Postulados de campo

Aunado a las propiedades de los nimeros reales que hemos descrito en los parrafos
anteriores, definiremos ahora una serie de nuevas propiedades Ilamadas postulados.
Un postulado puede definirse como una verdad evidente que es utilizada como parte
de la argumentacién al hacer demostraciones. Dado que se admiten sin
demostracién, simplemente han de aplicarse y nos pueden ayudar a resolver
ecuaciones, si definimos aquellos que se pueden aplicar al sistema de nimeros
reales y estas verdades siempre se cumplen, entonces seran llamadas postulados de
campo de los nimeros reales.

Recordemos que igual que en las propiedades de la igualdad, lo que aqui
definiremos aplica a la generalidad de los ndmeros y por consecuencia a los

términos algebraicos, dicho lo anterior, definamos pues los siguientes porstulados.
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Postulados de campo de los nimeros reales

La manera en la cual describiremos los postulados de campo para los ndmeros reales
serd en esta ocasion en forma de una tabla' que se describe a continuacién, en
donde se menciona en la primer columna el postulado, en la segunda columna su
descripcion, una tercer columna con el enunciado del postulado y una cuarta con un

ejemplo. Recordemos que que la literal R denota el campo de los ndmeros reales

los que pueden ser representados mediante letras.

orden de los factores

no altera el producto

reales, entonces: a *b =b * a

Postulado Enunciado Ejemplo
Para la suma (+): lafSiay b son dos nimeros 4+6=10
suma de dos numerosjreales, entonces: a + b sera

Cerradura 3 ;
reales es un ndmerolun ndmero real
real
Para el producto (*): ellSi a y b son dos nimerosl8 * 3 = 24
producto de  dos|reales, entonces: a * b serd
nameros reales es unlun ndmero real
ndmero real
Para la suma: el orden [Si a y b son dos nimeros3 +5 =5 + 3
de los sumandos no  |reales, entonces:

Conmutativa
altera la suma a+b=b+a
Para el producto (*): elfSi a y b son dos ndmeros 5*3=3*5

Asociativa

Parala suma: podemos
agrupar sumandos sin

alterar la suma.

Si a, by c son tres nimeros
reales, entonces:

(a+b)+c =a+(b+c)

(243)+5=2+(3+5)

Para el producto: pode

mos agrupar los

Si a, b y c son tres nimeros

reales, entonces:

(2 *3)*5=2*(3
* 5)
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factores sin alterar el

(@*b)*c=a*(b*c)

producto: si el

producto de dos
ndmeros reales es la
unidad, uno de ellos
es el reciproco del

otro

ademas distinto de cero,

entonces:

producto

El producto se Sia, by csontres nimeros |2+3) * 5=2 *
Distributiva [distribuye en la suma [reales, entonces 5+3 *5

(a+b) *c=a*c+b *c

Para la suma: el cero |Si a es un ndmero real, 6+0=6

como sumando, no  |entonces a+0=a

altera la suma
Identidad  |Identidad para el Si a es un niimero real, 13*1=13

producto: el uno entonces: a* 1 =a

como factor, no altera

el producto.

Inverso para la suma: |Si a es un ndmero real, 6+ (-6)=0

si la suma de dos entonces a + (-a) =0

ndmeros reales es

cero, uno de ellos es

el simétrico del otro

Inverso para el Si a es un nimero real y 23*(L):1
Inverso 23
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Ejemplos:

1. Demostraremos y argumentaremos que si a es un nimero real, entonces es

verdad que: (2a+5)+3(2+a)=5+11

PROPOSICIONES: RAZONES:
(2a+5)+32+a)=(2a+5)+(3)(2)+(3)(a) | Postulado distributivo
(2a+5)+3(2+a)=(2a+5)+(Ba+3*2) Postulado conmutativo en el paréntesis
derecho
Qa+5)+32+a)=2a+5+Ba+6) Propiedad de sustitucion de la igualdad
(3*2=6)
(2a+5)+32+a)=(2a+3a)+(5+6) Postulado asociativo
(2a+5)+32+a)=(2a+3a)+11 Propiedad de sustitucion
(2a+5)+3Q2+a)=(2+3)a+11 Postulado distributivo
(2a+5)+3(2+a)=5a+11 Propiedad de sustitucion (2+3=5)

2. Sea 3x+5=23una ecuacién cuya variable x se encuentra en los reales, encontrar

su solucioén.

PROPOSICIONES: RAZONES:

3x+5=23 Ecuacioén dada

3x+5=(18+5) Propiedad de sustitucion de la igualdad
(23=18+5)

3x+5-5=18+5-5 Propiedad aditiva de la igualdad (sumar -
5 en ambos lados sin alterar la igualdad)

3x=18 Postulado del inverso de la suma

3x=6%*3 Propiedad de sustitucion de la igualdad
(18=6*3)

1 1 Postulado del inverso del producto
(§]3x=6*3[§)
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x=6 Valor de la variable

En mas de una ocasién que hemos demostrado igualdades o realizado despejes, para
encontrar valores aplicamos reglas o pasos que son incorrectos, seguir las correctas
justificaciones como lo muestran los ejemplos anteriores no solo asegura que hemos
realizado de manera adecuada el proceso pedido, sino que nos asegura un resultado
correcto. Algunos de nosotros realizamos algunos de estos pasos tal cual los
conociéramos a la perfeccién, lo cual es posible después de realizar muchos
ejercicios. Si nuestro proceso es dudoso puede hacernos fallar, por tanto es
conveniente no olvidar estas reglas y siempre que sea posible observar un orden en
la argumentacion de cada nuevo proceso.

Ahora bien, todos los enunciados que hemos descrito, tanto en propiedades como en
postulados, tiene un primer propésito que es, el de formalizar y hacer valido el
tratamiento que podemos hacer de los nimeros en lo general (ndmeros reales) y por
ende del algebra. Procederemos ahora a las manipulaciones algebraicas para la

solucion de ecuaciones.
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3.2. Ecuaciones de primer grado

Como ya hemos definido, una ecuacién es una expresion algebraica que se define
mediante una igualdad. En ocasiones estas igualdades estan definidas de manera tal
que tienen un uso directo o inmediato, pero la mayoria de las veces la definicion
primera tiene que volver a definirse para aplicar o interpretar su uso.

Por otro lado, las ecuaciones tienen siempre uno o mas términos algebraicos y
dependiendo de la cantidad de términos se clasifican como monomios, binomios,
etc. y de acuerdo a el grado del exponente més grande como de grado 1, 2, etc.
Finalmente y de manera muy general, cabe mencionar que las ecuaciones siempre
tienen un motivo u aplicaciéon, algunos de esos usos los realizamos de manera
cotidiana sin considerar siquiera como lo hacemos. En el presente apartado
abordaremos las ecuaciones como una manera de operatividad que es una habilidad
importante en las matemadticas, pero en lo posible se plantearan situaciones en

donde las ecuaciones tengan un significado con nuestra vida diaria.

Ecuaciones de primer grado
Una ecuacion de primer grado se define como una expresion algebraica donde el
grado mayor del exponente es uno, una vez realizadas las operaciones indicadas y
reducidos los términos semejantes, a continuaciéon se muestran ejemplos de
ecuaciones de primer grado:

a

x=3+2, 2x+3y =5, 5 =d, 5-2d =9

+c

Algunas de las ecuaciones anteriores tienen mds de una variable, pero en todos los
casos ninguna de éstas tiene como exponente un ndmero distinto de uno, todas son
ecuaciones de primer grado. Para manipularlas emplea las ecuaciones de primer
grado, deben cumplir las propiedades de la igualdad y los postulados de campo de
los nimeros reales, pues como mencionamos, dichos enunciados encierran en su

naturaleza las reglas bdsicas de las manipulaciones algebraicas, por lo tanto,
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aplicaremos lo descrito en los planteamientos y soluciones de ecuaciones de primer

grado, quiza no con la detallada descripcién de cada uno de los ejercicios mostrados
anteriormente, pero si de una manera practica y concisa que nos habilite para los

futuros usos en la manipulacién de ecuaciones y funciones.

Ecuaciones de primer grado con una variable
Dada la ecuacién de primer grado:
5-2d=9
resolver una ecuacion es conocer qué valor hace verdadera la igualdad, esto es que
satisface a la ecuacion, dicha solucion la [lamaremos raiz de la ecuacion. Asi d =-2

es el valor que hace verdadera la igualdad, ya que:

5—2(-2)=9
54+4=9
9=9

Para la ecuacion:
7—6(c—1)+3(3-4c)=T+(Tc—4)
Es poco practico tratar de encontrar por tanteos la posible solucién. Veamos como

se resuelve esta nueva ecuacion para conocer el valor de su variable de acuerdo al

siguiente desarrollo:

Desarrollo: Argumento:
7—6(c—1)+3(3—-4c)=T+(7c-4) Ecuacion dada.
7—6c+6+33-4c)=T7+(Tc—4) Desarrollo del producto: —6(c+1)=-6¢+1
T+6c+6+9-12c=T+(7c—4) Desarrollo del producto: +3(3—4¢)=9-12¢
T+6c+6+9—-12c=7+7c—4 Desarrollo del producto: +(7¢—4)=7c¢-4
74+6+9—-12c+6c=T7—-4+"7c Acomodo por términos semejantes
22—-6¢=3+7c Agrupamiento de términos semejantes
7+6+9=22, —12c+6c=-6¢c y 7-4=3
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22—6c-22=3+7c-22

Restando en ambos lados de la igualdad

6¢c=7c-19

Reduciendo

6¢c—T7c=T7c-19-7c¢c

Restando ahora —7¢-en ambos miembros

—1le=-19

Reduciendo

c=19

Multiplicando en ambos lados por -1

Como puedes ver, en términos generales realizar un despeje o realizar las

manipulaciones correspondientes que nos permitan encontrar el valor de una

variable puede ser una tarea larga, pero si se observan cada una de las descripciones

anteriores puedes con mucha facilidad realizar un proceso similar omitiendo algunos

argumentos, siempre y cuando estemos seguros de que no se ha omitido alguno y de

que se lleve siempre el orden adecuado y no se omita algunos de los postulados ya

mencionados. De esta forma, desarrollemos un nuevo ejercicio de manera atn mas

practica que de la misma manera nos lleve a encontrar el valor de una variable

determinada.

Encontremos el valor de r en la siguiente ecuacion: 2—-3(r—7)=7r=4(r—2)+8

Desarrollo:

Argumento:

2-3(r=7=Tr=4(r-2)+8

Ecuacion dada

2-3r+21-7r=4r—-8+8

Desarrollo de productos con paréntesis

+23-10r =4r Agrupamiento de términos semejantes de
cada lado

+23=14r Suma de +10r en cada miembro de la
igualdad

23 _14r Division entre 14

14 14
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23 Resultado final, intercambiando términos en
r=—
14

la igualdad

Finalmente los argumentos deben ser claros, el orden definido y no necesariamente
debe usarse una tabla para el acomodo del proceso. Realizar algunos ejercicios es
muy adecuado para poder confiar en que nuestros procesos y nos hace eficientes en
el proceso del célculo de las variables buscadas.
Por otro lado, podemos para cada uno de los casos en que se pide encontrar el valor
de la variable en las ecuaciones, realizar la respectiva comprobacién para saber que
el valor encontrado ha sido correcto. El proceso es sencillo e igualmente tiene que
ver con las propiedades de los nimeros reales. Haremos de forma sencilla y directa
la comprobacién del ejemplo anterior.
Definida la igualdad:

2-3(r=7)=Tr=4(r-2)+8

23
comprobar que el valor r = ” es correcto.

Procedemos a sustituir el valor encontrado en la ecuacion dada:
2-3(r=7=Tr=4(r-2)+8
2-3((23/14)-7)-7(23/14) = 4((23/14) —2) +8
Desarrollando:
2-3(=75/14)—(23/2) =4(-5/14)+8
2+225/14-23/2=-10/7+8
253/14-23/2=46/7
46/7=46/7
De esta manera, la igualdad se cumple con el valor encontrado lo que nos demuestra

que este es correcto.
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Para resolver:

En parejas resolver las siguientes ecuaciones de primer grado y hacer la
comprobacion.

1.5+ 6x=2

2.4b+1=-18

3.18c-3=0

4.5-2d=9
5. -3f+1=4

6. -2-5g=0

7. 13-h=13

8. 5j-9=3j+5

9. 2k+7=12-3k

10. 10-4x=7-6x

11. 5m-32=2m+ 2,8

12. 5n-2n+12=35-4n-9

13. 3n-15+2n-14=n-11

14. 48p-13 +12p=72p-3-24p

15. q-3+6q-9+12q-15=q

16. 6r+12r-9-8r+10+r=0

17. 58+ (4-5)=9-(s-6)

18. 3t-1)+7=8t-(3 -2

19. 3 -(8v-5) + (6-7v) -1 =7 - (v-1) + (4v+4)
20. Bw=-8)-(4-9w)+3=7w-2-5w+9-3)
21. -(4x-6+5x%) + (9-5x+3-2x) = 7x - (1 - 6X)
22. 12y =33y -5)

23. 3z-1=2(z-1)

24. 2(b+2)-52b-3)=3

25. 7-6(c-1)+33-40)=7+(7c-4)

26. 4-2(d + 7)-(3d + 5)=2d+(4d-9+3d)-(d - 3)
27. 8(6f - 14)-7(12 - 5f)+(23f + 2)-2f + 65) =0
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28.
29.
30.
31.
32.
33.
34.
35.
36.
37.
38.
39.
40.

21-[5g-3g-1]-g=5g-12

40h - [24 - (6h + 8) - (5-2h )] =3-(8h - 12)
3[2-3j-6)] +4[6]-(1-2))]=4-5j

2 -{k-[6k - (1 -2k} =100
32x-Gx+2)] +1=3x-9(x-3)
2-2m+2m-2-2m)]} =2
34-52(12n-34) + 235=32+10135n 1)
2-(3n+4)-5n-6)-(7n-8)-(9n - 10)= =11
2[7p-2(p-DI+3@p+7)=5-(p-1)
8{2-1q+2(q-3)1+1}=3-(8-3q)
2-3(r-7)-7r=4(r-2)+ 8
3.37-(1.5s+2.3)=3.4s- (0.4 -5.75)
(t-3)2-(t-22=5
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Sistemas de ecuaciones lineales

La resolucién de sistemas de ecuaciones lineales son uno de los problemas
matematicos mds antiguos y presenta una conexion con la actividad practica. Se han
encontrado sistemas de ecuaciones lineales en la matemdtica mesopotamica,
medieval, china y japonesa. En 1678 el matematico aleman Leibniz fue el primero
en proponer un método general de resoluciéon y manejo de los determinantes, en
1693 di6 ejemplos de sistemas de ecuaciones con coeficientes, de un sistema de tres
ecuaciones con tres incégnitas y eliminando las variables obtenia una expresion
como determinante utilizando la notacién con subindices. Sin embargo, fue
Maclaurin quien us6é el método de los determinantes para resolver sistemas de
ecuaciones lineales con 2,3 y 4 incégnitas. El Suizo Cramer hacia 1750 propuso
auxilidndose de expresiones similares a los determinantes, un método para la
resolucion de un sistema de n ecuaciones con n variables. Ademds mateméticos de
los siglos XVIII y XIX continuaron estas investigaciones, Laplace por ejemplo, obtuvo
el desarrollo de los determinantes, Lagrange estudio identidades de determinantes
funcionales de 3x3 , en 1773. Cauchy dedujo la ley de multiplicacién, gracias a
Jacobi en 1826 los determinantes se convirtieron en patrimonio general de los
matematicos, llegando a ser utilizados ampliamente en los sistemas de ecuaciones
lineales, geometria y en analisis.

El matematico Irlandés Sylvester introdujo las matrices haciendo uso del rango, su
amigo y colega Cayley cre6 el calculo matricial e hizo notar que las matrices son
una forma de expresion abreviada para las sustituciones lineales®.

Actualmente, los planteamientos de soluciones y aplicaciones de sistemas de
ecuaciones lineales tiene una amplia aplicacién en la ciencia y la tecnologia y se
desarrollan principalmente por medio de algoritmos computacionales, pues algunos
de estos llegan a ser compuestos por cientos o miles de ecuaciones con igual nimero
de incégnitas.

Un sistema de ecuaciones es una coleccion de dos o mas ecuaciones, cada una de

las cuales contiene una o mds variables, por ejemplo:
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{ 2x+y =3 .. ... (D
DY —ax+8y = —2..(2)
3x —2y+5z=8..(1)
b) x+y+z=4..(2) sistema de 3 ecuaciones con 3 incégnitas
x—y—z=0..03)

sistema de dos ecuaciones con dos incognitas

Utilizamos una Ilave para indicar el sistema de ecuaciones, es conveniente numerar
cada ecuacion del sistema. Una solucion de un sistema de ecuaciones consta de
valores para las variables, los cuales hacen verdadera cada ecuacién del sistema.
Resolver un sistema de ecuaciones significa determinar todas las soluciones del
sistema’. Un sistema de ecuaciones lineales se denomina consistente si tiene al

menos una solucién. Un sistema sin soluciones es conocido como inconsistente.

Una ecuacién con n variables es lineal si es equivalente a una ecuacién de la forma:

ax, +a,x, +a,x,+..+ax, =b

Donde x,,x,,x;,...x, son variables distintas mientras que a,,q,,a,,..a,,b son

constantes y al menos una de las constantes a es distinta de cero®.

Existen varios métodos para resolver sistemas de ecuaciones: suma y resta también

conocido como reduccién, sustitucion, igualacion, por determinantes y gréfico.

Sistemas de dos ecuaciones lineales con dos variables

Se le llama sistema de ecuaciones a la reunién de dos o mds ecuaciones con dos o
mads incognitas®, en nuestro caso, de ecuaciones lineales o de primer grado.
Recordemos que cada ecuacién representa geométricamente una recta y que dos
rectas pueden ser paralelas, lo cual significa no que tienen solucién o puntos en
comun. Pueden cortarse en un punto, por lo que tienen una solucion y se llaman

simultdneas, o estar una recta sobre la otra y entonces tienen infinitas soluciones o
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puntos en comun, en nuestros ejemplos sélo utilizaremos sistemas de ecuaciones

simultaneas, es decir siempre tendran solucién o un punto en comun.

Método de suma y resta o reduccién
En este método se trata de igualar los coeficientes de una de las incognitas, para
después sumar o restar las dos ecuaciones y asi eliminar una de las incégnitas,

veamos ejemplos de ello:

Resolver por el método de suma y resta el siguiente sistema de ecuaciones lineales:

{x + 6y = 27 ...ecuacién 1
7x — 3y =9 ...ecuacion 2

En este sistema lo mas conveniente es multiplicar la ecuacién 1 por -7 y sumarla con
la ecuacion dos para eliminar la incégnita x
—7(x+6y) =—-7(27)
—7x — 42y = —189

Esta nueva forma de representar a la ecuacién 1 la sumamos con la ecuacién 2 y

obtenemos:
~7x—42y=-189
7x-3y=9
0—45y =—180

Por lo tanto, teniendo este resultado podemos

_-180_,

45

Una vez obtenido el valor de y=4, se sustituye en cualquiera de las dos ecuaciones 1

0 2, y se obtiene el valor de x:

x+6y=27
x+6(4)=27
x+24=27
x=27-24=3
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Si en lugar de sustituir y =4 en la ecuacién 1, se hace en la 2, obtendremos el mismo

resultado, ya que este valor satisface a ambas ecuaciones, asi la solucién es x =3 y

y = 4 mediante la coordenada (3,4).

Veamos ahora si estos valores satisfacen a ambas ecuaciones. Para esto sustituimos
en las ecuaciones originales los valores obtenidos; veamos primeramente lo relativo

a la primera de las ecuaciones:

—7x—42y=-189
-7(3)—42(4)=-189
—21-168=-189
-189=-189

Hacemos lo mismo en la ecuacién 2 para comprobar que nuestras soluciones son
correctas:
T7x-3y=9
73)-3(4)=9
21-12=9
9=9

Resolver por el método de suma y resta el siguiente sistema de ecuaciones lineales

{BX — 4y =41 ..ecuaciéon 1
11x + 6y = 47 ...ecuacion 2

Para este sistema debemos buscar que los coeficientes de x o de y sean ademas de
iguales, de signo contrario. A simple vista no encontramos por qué ndmero
multiplicar las ecuaciones conviene encontrar el minimo comidn muiltiplo de los
coeficientes, trabajemos en eliminar la y, por lo que usamos el -4 y el 6, ya tienen
signo contrario que los eliminard, ahora busquemos el mcm como lo viste en las
unidades anteriores, encontrards que es 12, por lo que nos indica que el -4 hay que
multiplicarlo por 3 y el 6 por 2, y tendremos:

3[3x — 4y] = 3[41] ademas, para la segunda: 2[11x + 6y] = 2[47]

De esta manera, las ecuaciones nos resultan de forma simultanea:

180 )
CONALEP MICHOACAN




/0¢8N |RELACIONES Y FUNCIONES]

La suma de estas nuevas ecuaciones sera:

31x = 217
. . 217
lo cual de manera evidente nos resultaria para el valor de x = == que nos resulta en

un valor para x = 7.
Este nuevo valor nos ayuda a calcular el resultante valor de y. Para ello, al igual que
en el caso anterior podemos sustituir el valor encontrado de x =7 en cualquiera de
las dos ecuaciones originales. Tomemos la primera y desarrollemos:
3x—4y =41
3(7)—4y =41
21-4y =41
—4y=41-21
~4y=20

== =5
—4

y

Queda comprobar que los valores encontrados x =4 y y =-5 satisfacen ambas

ecuaciones, las soluciones también son [lamadas raices de la ecuacion.

Método de sustitucion
Otro método de resolucion es el llamado por sustitucion, el cual lo indicaremos por

pasos y lo explicaremos mediante el siguiente ejemplo:

x+ 3y = 6 ... ecuacion 1
5x — 2y = 13 ... ecuacion 2

Resolvamos el sistema: {
Paso I: despejamos una de las incégnitas de cualquiera de las ecuaciones.
En nuestro ejemplo despejamos x de la primera ecuacion:

x=6-—3y
Paso II: sustituimos el valor obtenido de x en la otra ecuacién

56 -3y)—2y =13
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30 — 15y — 2y = 13

—17y =13 - 30

—17y = —17
—-17

Y=t

Paso Ill: como ya hemos encontrado un valor, ahora sustituimos este valor obtenido
en cualquiera de las ecuaciones dadas en un principio. Podemos observar que en el
Paso | ya se ha dejado una ecuacioén en funcién de y, asi que ahi podemos sustituir
como:

x=6-—3y

x=6-3(1)

x =3

Resolver el siguiente sistema de ecuaciones por el método de sustitucion.

{6x — 5y = -9 ...ecuacién 1
4x + 3y = 13 ...ecuacion 2

Paso I: despejamos x de la primera ecuacion:

6x = —9 + 5y
_ =9+ 5y
T %

Paso IlI: sustituimos en la segunda ecuacién:

—9+5
4(—=

3y = 13
6 )+y

Reducimos la fraccion: 2 (%Hy) +3y =13

Multiplicamos todo por 3 para quitar el denominador:
-9+5
3 [2 (Ty) + Sy] = 3[13]

Se elimina un 3 que multiplica con un 3 que divide (g = 1), solamente en el primer

término ya que estamos aplicando la propiedad distributiva.
[2(—9 + 5y) +9y] =39
—18 + 10y + 9y = 39
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5

Reducimos: 19y = 39 +18, 19y =57, y = 2, y=3

Paso IlI: sustituimos y=3 en el despeje del paso I:

-9+5(3 6
x=220) =8 =1
6 6

Resultado: (1,3) o x =1, y =3

Metodo de igualacién

Recuerda que un sistema de ecuaciones lineales representa geométricamente dos
rectas y como se indicé al inicio en nuestros ejemplos, son dos rectas que se cortan
en un punto en comun, este método también llamado método grafico consiste en
graficar las dos rectas y buscar el punto de interseccién de ambas, veamos con un
ejemplo como hacerlo.

{X —y =1 ..ecuaciéon 1
X +y =7 ..ecuacién 2

Paso I: despejar y de cada ecuacion.
y =x —1..ecuacion 1
y =7 —X...ecuacion 2
Se igualan las dos variables despejadas, pues en teoria son dos literales iguales, por
tanto se puede expresar la igualdad como:
y=y
x=1=7-x
x+x=7+1

2x=28

x=—=4
2

De forma similar, podemos encontrar el valor de la variable restante, lo cual se
puede hacer mediante una sustitucién en cualquiera de las ecuaciones. Asi, tomando
la primera ecuacién:

y=x-1
y=(4)-1=3

Por lo tanto, la solucién para este sistema es el par ordenado como (4,3)
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Para practicar:

En parejas resolver cada una de las siguientes ecuaciones simultaneas, con dos

variables, por el método de suma y resta, sustitucion e igualacion. Comprueba tus

resultados.
3x+2y=6 2 8 —3x+2y=6 19 16

1.- , X=—,y=— - , X=—,y=—
6x+y=4 9 3 6x—y=4 9 3

_ x-y=6 _1lo 8 _ Tx+7y=30 99 129

. 2x+4y:—4, 3,)/ 3 —3)(?—1)/‘:—24, 79y 7
2x+2y=6 | i 3x+2y=6x+1 3

- , sin solucion - y X=——, V=<
dx+4y=-4 4x+4y=—4(x+2) 16 8

Sistemas de tres ecuaciones lineales con tres incognitas

Una ecuacién lineal de primer grado con tres incégnitas puede representarse como

ax+bx+cz=d

Las ecuaciones de primer grado con tres incégnitas se aplican en forma de conjuntos

de ecuaciones agrupadas de la forma:

ax+by+cz=d,
a,x+b,y+c,z=d,
a,x+b,y+c,z=d,

Un sistema de ecuaciones lineales con tres incognitas puede representar entre otras

cosas tres planos en el espacio, con una grafica de tres dimensiones y la solucion

que es una triada de valores (x,y,z) es un punto en el espacio en donde estos tres

planos en el espacio se cruzan. Sin embargo, al tener sistemas de mas ecuaciones e

incognitas no puede darse un significado tangible tinico como por ejemplo para un

cuerpo en el aire en movimiento senala un desplazamiento de 3 dimensiones®.
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Los métodos para encontrar la solucién de un sistema de ecuaciones con tres

incognitas son semejantes a los examinados para las ecuaciones con dos incognitas,
el razonamiento es el mismo: tratar de encontrar cierta solucién comdn a las tres
ecuaciones. De acuerdo al grado de dificultad que implica el uso algebraico de tres
incognitas, solo analizaremos los métodos de solucién por eliminacién y por

determinantes.

Método de eliminacion
El método més directo para llegar a las soluciones y que nos lleva a las técnicas
matriciales es el de eliminacion. El primer proposito es reducir el sistema de tres
incognitas a un sistema de dos incégnitas. Después resolver este sistema, como se
desarrollé anteriormente.
Ejemplo: resolver el siguiente sistema por el método de eliminacion

x=2y+ 1=-3z

2x+ y+z= 6

3y—=2z-13=—x

Las ecuaciones deberdn tener la forma ax + by 4+ cz =d, para un mejor orden la
solucién es conveniente numerarlas, por lo tanto:

1. X—2y-3z=-1

7 2x+y+z=6

3. x+3y—-2z=13

Enseguida analiza cuidadosamente las tres ecuaciones y elige la variable que se vaya
a eliminar. La regla de eleccién es determinar cudl de las tres variables presenta
mayor simplicidad para que, al ser multiplicada por un factor, se obtengan
coeficientes simétricos en dos de las ecuaciones del sistema’.

En esta ocasion x tiene el mismo coeficiente en la ecuacion (1) y (3) y el coeficiente
de la ecuacién (2) es miultiplo de las otras dos. Entonces, nuestros pares de

ecuaciones estaran formados por las ecuaciones 1y 3y por las ecuaciones (2) y (3).
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Entonces el primer par de ecuaciones es:
l. x-2y-3z=-1
3. x+3y-2z=13

Ahora la ecuacion (1) se multiplica por (-1), enseguida se suma a la ecuacién (3),
obteniendo asi la ecuacién (4).
-x+2y+3z=1
x+3y—-2z=13
4" Syt z-14

El segundo par de ecuaciones es:

2. 2x+y+z=6

3. x+3y-2z=13

En este caso la ecuacion (3) se multiplica por (-2), enseguida se suma a la ecuacién
(2) obteniendo ahora la ecuacién (5).

2x+ytz= 6
-2X - 6y +4z = -26
5) -5y +5z2=-20

Observemos que las ecuaciones resultantes (4) y (5) tienen dos incognitas que son:
vy z,de modo que ahora buscamos la forma de reducir una de las dos incégnitas
para despejar la otra. En esta ocasién, los coeficientes de y son simétricos, asi que al

sumarlas se eliminara esta variable.

Sy+z= 14
—5y+5z=-20
6z= -6

De la ecuacion resultante (6z=-6), se despeja z:

Z=_—6=—1

6
Ahora sustituimos el valor de z en la ecuacién 4 6 5 para conocer y. Por simplicidad

sustituimos en la ecuacion 4:
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Sy+z=14

Sy+(-1)=14

S5y—1=14

Sy=14+1
15

7T

y=3

Finalmente sustituimos las dos incégnitas encontradas en una de las tres ecuaciones
originales. Por simplicidad, sustituimos en la ecuacién (1):

x=2y-3z=-1

x=23)-3(-1)=-1

x—6+3=-1

x=-1-3+6

x=2

Podemos verificar que los valores hallados cumplan con las tres ecuaciones

originales, primero para la ecuacién 1:
x—2y—-3z=-1

(2)—23)=3(-)=-1

2—-6+3=-1

—1=-1

Para la ecuacion 2:
2x+y+z=6

202)+3+(=1)=6

4+3-1=6

6=06

Y por ultimo para la ecuacién 3:
x+3y—-2z=13
2+3(3)-2(-1) =13

2+9+2=13

13=13

Hay una solucién, que es la triada ordenada: (2,3,-1) para los valores x,y,z

respectivamente.
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Método de determinantes

El método de determinantes para resolver sistemas de ecuaciones lineales con 2,3 y
4 incégnitas, fue empleado en 1748 por Colin Maclaurin. En el siglo XIX el
matematico francés Agustin Louis Cauchy utilizé la palabra determinante y demostré
el teorema de la multiplicacién para matrices; ademas presenté resultados en la
diagonalizacién de matrices, en este mismo siglo el matematico aleman Carl Gustav
Jacobi incluyé y explicé el concepto de determinante aplicandolo al estudio de las
funciones de varias variables mdltiples. El primero en utilizar la palabra matriz fue el
matematico britdnico James Joseph Sylvester en 1850 para diferenciar determinante®.
Un determinante se puede definir como un acomodo de coeficientes organizados en
filas y columnas, las cuales dependeran del orden que tenga este y se puede
representar con det A, A (delta) o bien |A|, este Gltimo no deberds confundirlo con el
valor absoluto de A.

Una matriz es una agrupacion de nimeros o elementos listados de la siguiente

forma:
a, dp dy a,,
Q) Ay Ay a,
ay Qs A a;,
Ay Ay Ay ay,
_aml amZ am3 amn_

Observa que los subindices representan el nimero de filas y columnas en que estan

ubicados. Por ejemplo: a,, estd ubicado en la tercera fila de la segunda columna.

Cuando el nimero de filas es igual al nimero de columnas se dice que es una matriz
cuadrada. Cabe senalar que para calcular el determinante de una matriz es
indispensable que sea cuadrada, es decir: que el ndmero de filas y columnas sea al
mismo’.

Ejemplos de matrices:
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8 5 4 30 -1
) 1 9 52 6

3x1:L 4 3x2: L2 2 3x3:. L2 112 1x3: 14 5 7]
{9 -6} {—1 0 7}

2x2: 3 1 2x3: L2 63

Estos arreglos vienen dados regularmente sélo por los valores numéricos de las
ecuaciones, es decir por los coeficientes numéricos de las ecuaciones, razén por la
cual se les llama matriz de coeficientes. Por otro lado adin que no hemos definido el
método completo de solucién de los sistemas de ecuaciones, diremos que es
importante definor que estas matrices pueden tener un valor numérico; este valor
numérico se calculard por medio de un proceso llamado determinante. Asi, el
determinante de una matriz de orden 2 x 2 se calcula mediante una férmula

especifica, misma que se define como::

all a12

Aa = =44y, —dy 4,

a2l a22

6 -3
Ejemplo: hallar el valor del determinante de la matriz 4 :{ 5 J

Solucién: aplicando la definicién de determinantes

A:[ ° _3}:(6)(—1)—(—5)(—3):—6—15:—21

5 -1
Si tenemos el caso de un determinante de una matriz de orden 3 x 3, aplicaremos
igualmente un algoritmo especifico, que nos dard un valor numérico y que tendra
como base de solucién el sistema anteriormente abordado (determinante de 2x2). El

algoritmo o férmula para su célculo puede definirse como:

a;; 4y, 4
Uy A3 |Gy A3 ay Ay

Aa=|ay ay ay|=a;, 12

13

32 33 Qs dy;

asy 4y
Qs Ay Uy
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-8 12 -5
Hallar el valor del determinante de la matriz A=| 6 4 2
-9 11 3

Aplicando la definicién de determinantes de este orden:

-8 12 -5
4 2 6 2 6 4
A= 6 4 2 |=-8 -12 -5 =
11 -3 -9 -3 9 11
-9 11 -3

—8(—12-22)—-12(-18+18)-5(66+36) =—8(-34)—-12(0)-5(102) =272 -510 =238
El ejemplo anterior es entonces el resultado del calculo del determinante de un

sistema de coeficienes del sistema A, en otras palabras: el valor del determinante A.

El uso del calculo de los determinantes se verd a continuacion para el célculo de los

sistemas de ecuaciones mediante la regla de Cramer.

Solucién de un sistema de ecuaciones de 3 x 3 por el método de Cramer

El método de Cramer se utiliza cuando se quiere resolver un sistema de ecuaciones
lineales usando determinantes de matrices, donde el sistema tiene el mismo ndmero
de ecuaciones que de incégnitas y donde sus coeficientes son diferentes de cero.
Analicemos un ejemplo:

resolver el siguiente sistema con la regla de Cramer.

x+2y-2z=15
4x— y+3z=-5
x+2y— z=14

Primeramente hay que verificar cuales son las variables del sistema. En este caso sus
variables son (x,,x,,x,),las cuales adquieren la forma (x, y,z).

Ahora hacemos un arreglo de los coeficientes para resolver los valores
(A, Ax, Ay, Az)

Si definimos los determinantes anteriores de la siguiente forma:
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a,X+a,y+a;z= b,

4y X+a,,y+a,;z=b,
ay, X+a,,y+a,,z=b,
Entonces los respectivos determinantes (que ya hemos analizado cémo resolver)
seran:
ay 4, 45 b a, a; a, b a; a, a, b
A= ay, 4y, ay, A, =1b, a4y, Gy, Ay: a,, b, a,, A = a,, a,, b,

a3, a3, 4 b, a3, Q33 as b, a3 a4y, ds, b,

Es decir el determinante general se define solamente con los coeficientes numéricos
del sistema de ecuaciones, el determinante de x se define cambiando la columna
primera por los valores resultado de cada una de las ecuaciones (que hemos Ilamado
a estos coeficientes términos independientes y se denotan con b. La solucién de
cada uno de los valores se definird una vez calculados los determinantes aqui
descritos con las siguientes férmulas:

e A A
A’ A

y:—’Z:

A

De acuerdo al sistema dado, procedemos entonces a calcular el determinante

general o del sistema:

12 =2
A=l4 -1 3|=1[DED-G)@)]-2[HED -G ]+ (D) [(H@) - (-DHD)]
12 -1

Realizando las respectivas operaciones tendremos:
=1(1-6)—=2(=4-3)=2(8+1)=1(=5)—2(-7)=2(9) =—5+14-18 =9
Ahora calculamos Ax, para hacerlo sustituimos los respectivos valores en el

determinante que definimos como Ax, quedando la definicién del mismo con su

respectivo calculo como:
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15 2 =2
Ax=|-5 -1 3|=15[(=D(=D-3)2)]-2[(-5)=D-B)AD]+(=2)[(-5)(2) - (=D)(14)]
14 2 -1

Ax :15[1—6]—2[5—42]+(—2) [—10+14] =15(-5)-2(-37)-2(4)=-9

Luego calculamos Ay:

115 =2
Ay=l4 =5 3 1=1{(=5)D-G)AH]-15[HED -]+ (D) [(HA4H - (=5 D]
114 -1

Ay =1[5-42]-15[-4—-3]-2[56+5]=1(=37)-15(~7) - 2(61) = —54

Finalmente calculamos Az

1 2 15
Az=l4 -1 =5 =1[(-D(14)-(=5)2)]-2[(H)14H - (=)D ][+15[(H)(2) - (-D(D)]
12 14

Ay =1[-14+10]-2[56+5]+15[8+1] = 1(—4) - 2(61) +15(9) =9
La solucion del sistema, serdn los valores que se calculen de acuerdo a las
definiciones de cada variable (ya descritas anteriormente), asi que con la sustitucion

de valores, tendremos:

:g:_—9:1
A -9
A -9
_X___g__

Por tanto, el conjunto solucién para este sistema sera la triada (1,6,-1) o bien: x=1,
y=6, z=-1. Igual que en los casos anteriores, este conjunto soluciéon puede
comprobarse sustituyendo los valores encontrados en cada una de las ecuaciones
originales para comprobar la igualdad de cada una. De esta forma y de manera

resumida en cuanto a operaciones podemos decir que:
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X+2y-2z=(1)+2(6)-2(=)=1+12+2=15
4x—y+3z=4(1)—-(6)+3(-1)=4—6-3=-5

x+2y—z=(1)+2(6)—(-1)=1+12+1=14

Para resolver:

En parejas resolver cada una de las siguientes ecuaciones simultdneas, con dos

variables, por el método de eliminacion y determinantes. Comprueben sus

resultados.
1.-r 3x-2y+z=-4
2. x+y+4z=2 x:—l,yzg,zz—'
x+7y+z=5
2x-3y—-5z=-19 2x—-3y—4z=5

3.- 3x—4y+z=-2 , x=1,y=2,z=3

x+y+z=6

4.- Sx—4y—2z=4, sinsolucion

6x—-9y—-12z=5

193

CONALEP MICHOACAN



/0¢8N |RELACIONES Y FUNCIONES]

3.3. Ecuaciones cuadraticas

Una ecuacién que se pude expresar de la forma ax* +bx+c=0, donde a, b y c son
ndmeros reales y constantes, cona #0'°, recibe el nombre de ecuacién cuadrética o
ecuacion de segundo grado. Si la ecuacion se expresa en funcién de una nueva
variable, entonces serd una funcion. Las funciones cuadraticas tienen la forma:
f(x)=y=ax’+bx+c

Esta nueva notacion puede tener la definicion a partir del valor de f(x) que nos
representa precisamente la relacién que hay de toda la ecuacion o lado derecho de
la igualdad en funcién de la variable x, de la forma definida a partir de y, tiene mas
bien una relacién con la representacion grafica, pues como es bien conocido en una
representacion grafica hay una relacion de acuerdo a las variables en los ejes
coordenados Xy Y.

Las ecuaciones cuadraticas se clasifican en funcién del tipo de términos que
presente, la completa ax” +bx+c =0 se caracteriza por presentar los tres términos (el

del coeficiente cuadrético o ax?, el lineal bx y el lamado término independiente c.
Una ecuacién cuadrédtica puede también ser incompleta por presentar sélo dos

11,12

términos, puede ser pura ax” +c = 0,0 bien mixta'""* ax* + bx =0 algunos ejemplos de

los tipos de ecuaciones cuadraticas serian:

ax’*+bx+c=0

- o 3
Ecuacion cuadrdtica completa< 3x” + 3 x+2=0

8 +6x+6=0
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ax’ +c=0

pural 5x*=3=0

2
2 —
Ecuacion cuadrdtica incompleta —3x"+ 3" 0

ax’ +bx=0
mixtal 5x* +6x =0
3x2—6x=0

Desde la antigliedad se utilizaban algunos métodos para dar solucién a ecuaciones
cuadraticas. De acuerdo a los escritos de Al-Khwarizmi alrededor de 820 d. de C., ya
se estudiaban casos particulares de problemas como el de &reas rectangulares
conociendo el darea total del lote, la diferencia entre la base y la altura del
rectangulo. Ellos completaban el cuadrado, posteriormente en el afo 2000 a. de C.
aproximadamente, los babilonios daban solucién a los problemas con un método
semejante y en tablas hechas de barro escribian los desarrollos del problema de
acuerdo a las dimensiones del rectdngulo'.

Alrededor del ano 300 a. de C. Euclides present6 algunas soluciones para encontrar
el area de un rectangulo y su procedimiento de solucion es el mas semejante al que

utilizamos en la actualidad que le Ilamamos completar cuadrados'*.

Métodos de solucion de una la ecuacion cuadratica con una variable

A la solucion de una ecuacion cuadratica también se le conoce como raiz de la

ecuacion, estas pueden ser reales o imaginarias, por lo que debes de recordar las
. e . ‘15 . 7

propiedades de los nimeros reales y complejos™. Empezaremos a dar solucién a las

ecuaciones cuadraticas por diversos métodos como: factorizaciéon, completando el

trinomio cuadrado perfecto, por férmula general y por uso del discriminante.

Método de Factorizacion
Este método lo emplearemos solo si la ecuacion es factorizable y tomaremos de
referencia el siguiente teorema'®, también conocido como la propiedad del factor

cero' :
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Si a 'y b pertenecen a los nimeros reales, entonces

Siab =0, entoncesa=06b =0
La propiedad el factor cero nos indica que si el producto de dos o mds niimeros es
cero, entonces al menos uno de los nimeros es cero. Veamos algunos ejemplos

aplicando este método de factorizacién en las ecuaciones cuadraticas.

Ejemplo: utilizando factorizacion resuelve la siguiente ecuacién cuadratica:

x2=3x—-10=0
Se buscan dos ndmeros que multiplicados nos den -10 y sumados o restados esos
dos ndmeros nos den -3. Estos nimeros pueden ser 10y 1 0 5y 2, vemos que estos 2
dltimos son los que cumplen con la condicién descrita. Después, se forman 2
binomios, el primer término la raiz de x* y el segundo con los valores 5y 2 con los
signos adecuados -5, y 2.

(x=5(x+2)=0

Para que esta condicion se cumpla, uno de los factores (en este caso binomio) debe
ser cero, por lo que se iguala cada binomio a cero y se resuelve a partir de la

condicion:
lo que nos da:

que es la primera solucion.

Para la siguiente solucién se toma el siguiente factor que es x+2, el cual de acuerdo
a la condicion del producto igual a cero nos hace proponer que: x+2=0 de donde:
x==2.

Recordando que la ecuacion cuadrdtica, presenta dos soluciones.

Encuentraremos el conjunto de soluciones de la ecuacion cuadrética x* +6x—16=0,
utilizando factorizacion.

Lo desarrollamos de manera andloga al ejemplo anterior:
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(x+8)(x—-2)=0

x+8=0; x=-8 primera solucién

x—2=0; x=2 segunda solucion.

Encontremos por factorizacion, el conjunto de soluciones de la ecuacién cuadratica:

x*=3x=0

Es una ecuacién cuadratica incompleta mixta, que presenta el mismo factor en cada
uno de sus términos, por lo que aplicamos el método de factor comin'®, este método
consiste en buscar el maximo comun divisor de los coeficientes de cada término de
la ecuacion cuadratica, a este término se le adiciona la o las literales repetidas en los
dos términos y con el menor exponente. Este término es el factor comin, veamos el
desarrollo del ejemplo:

x(x-3)=0. jsyalando cero cada factor tendrfamos:

x =0, primera solucion
x-3=0

x=3, segunda solucion

Hallaremos por factorizacién el conjunto de soluciones de la ecuacién cuadratica:
x*=36=0
Como corresponde a una ecuacién cuadratica incompleta pura, su solucién es

inmediata despejando la incognita'
¥ =36=0

x’ =36

xX= i\/3_6, soluciones
x=6yx,=-6
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Método Completando el trinomio Cuadrado Perfecto (T.C.P).

Recordando el tema de productos notables, el cuadrado de un binomio nos da un
trinomio cuadrado perfecto ™, por ejemplo (x+1)> =x>+2x+1 es un trinomio

cuadrado perfecto, ya que es el cuadrado de un binomio. Considerando la siguiente

expresién como un trinomio cuadrado perfecto:
P> +2rt+t> =(r+t)* de manera andloga tendriamos: > —2rt+1t> =(r—t)’

Las propuestas anteriores pueden ayudarnos a recordar algunas caracteristicas de un

trinomio cuadrado perfecto, en donde dos de los términos deben de estar al

cuadrado: r’ y t* ademds ser positivos. Si multiplicamos sus raices; ry t vy

duplicamos el resultado, se obtiene el segundo término, o su inverso aditivo, —2r¢

Esta explicacion tratando de mostrarla en forma concreta puede resultar confusa,

pero veamos algunos ejemplos para dejar mas claro:

Completar el trinomio cuadrado perfecto para dar con la solucién de la siguiente
ecuacion cuadratica: x> +2x—8=0
De la ecuacién original despejamos el término independiente, 8 para nuestro caso:

x> +2x=8, de aqui podemos ver que el coeficiente de x es 2, por tanto se toma la

. .2
mitad que nos daria 5 =1 ; este resultado se eleva al cuadrado 1> =1, y lo sumamos

en ambos miembros de la ecuacién y obtenemos: x* +2x+1=8+1

Factorizando el trinomio cuadrado perfecto como un binomio cuadrado se obtiene:
(x+D(x+1)=9

(x+1)>=9

Sacamos raiz cuadrada en ambos miembros, tenemos:

x+1= i\/§

Despejamos y las soluciones son:

x,==1+3 x, =2

x,==1-3;, x,=-4
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Resuelveremos la ecuacién 2x*-3x-14=0 completando el trinomio cuadrado

perfecto.

Siendo 2x*=3x—14=0 |3 ecuacion dada; dividimos ambos lados entre 2:

2x’=3x-14 _0
2 2
x’ —éx =7
Sumando 7 en ambos lados: 2
PR LA S
Completando el trinomio cuadrado en ambos lados; 2 16 16
121
, (x ——)
Factorizando 16
121
- (x ——) *
Despejando el cuadrado: 16
3yl
Calculando la raiz 4 4
L3147
Sumando en ambos lados: = 4 4 4 2
. ., 3 11 -8
Calculando finalmente la segunda incégnita: x, = e T:—Z
L7
7y y Siendo estos Gltimos los resultados.
x,=-2

Para practicar:

En equipos de tres, eterminar las raices de las siguientes ecuaciones de 2° grado,
completando el trinomio cadrado perfecto:

T-x*+5x+4=0

2.-6x-27=-x"

3. +11x+30=0
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4.-y"+10=6y

5.-w*—40=3w
6.-2x+5=—x"
7.-3x2=x+2

8.-3x*+7x+6=0

Método por Férmula General
Para resolver una ecuacién cuadrdtica de la forma: ax* +bx+c¢=0 en donde por
condicién debe cumplirse que @# 0, podemos aplicar la férmula general, que surge

de despejar el valor de x de la ecuacién anterior y resulta® :

. ~b+~b* —4ac

2a

por lo que las soluciones de una ecuacién cuadratica son:

_—b+\/b2—4ac « _—b—\/b2—4ac

! 2a y 2= 2a

Resuelve la ecuacion 6x” +7x+2=0, mediante la férmula general.

Partiendo de la férmula general y considerando: ax* +bx+c =0, que los coeficientes

seran: a=6,b="7,c=2. Por tanto, sustituyendo en la ecuacién original tenemos:

_ 7T -4(6)2)

x
2(6)
. ~T+47* = 4(6)(2 T —\J7* = 4(6)(2
Cada valor se calcularia como: x,, = THNT —4OQ) y x,= T=NT ~46Q)
’ 2(6) ’ 2(6)
De esta manera el célculo para cada uno de los resultados es:
~7+1 -6 -1 ~7-1 -8 -2 -1 )
_)Cl: = x2:—:—:— xlz_ y x2:_
12 12 2 12 12 3 2 3

Resuelve la ecuacion x* +15x+56 =0 mediante la el método de la férmula general.
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En principio, identificamos los coeficientes de la ecuacion: a=1,b=15,c =56

Sustituyendo estos valores en la férmula general:

_ —15£415" —4(1)(56) _ —15++/225-224

Xio X
2(1) desarrollando: 2
_—15+41
" 2 que de forma respectiva para cada valor no da:
B LS B N T O
2 2 2 2

Los valores por ende seran: x, =—7,x, =-8.

La comprobacion de estos valores puede hacerse rapidamente con la simple
sustitucion de cada uno de los valores encontrados en la ecuacion original. Asi, para

el primer valor:
x* +15x+56=0, sustituyendo: (=7)* +15(=7)+56 =0, desarrollando: 49-105+56=0,

finalmente: 105-105=0, lo cual demuestra que el valor es correcto.

Para el segundo valor:
x* +15x+56=0, sustituyendo: (=8)* +15(=8)+56 =0, desarrollando: 64-120+56=0,

finalmente: 120—120=0 que también demuestra que este segundo valor es correcto.

Para practicar:
En parejas encuentra las raices de las siguientes ecuaciones de segundo grado

utilizando la férmula general.
T.-x>+15=8x

2-x"=x+6

3-x"+6x=-8
4.-x"=2x-15=0

5.-4x* =20x+25=0

6.-6x” +13x-5=0
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7.-5y"=2y-3=0

8.-x*—6x+2=0
9.-4x* =—4x-17
10.- w*=5w=0

Método del uso del discriminante de la férmula general

El discriminante nos permite conocer la naturaleza de las raices de una ecuacion
cuadratica. Considerando la ecuacién cuadrdtica ax® +bx+c¢=0, siendo a,b,c

coeficientes reales, el discriminante” de dicha ecuacién es: b* —4ac, que como

puede observarse es el valor del radical de la férmula general.

Procedimiento para el calculo del discriminante y su significado

Sin resolver la ecuacion al evaluar el discriminante podemos ver” que podemos
tener tres diferentes situaciones en el resultado de este discriminante:,

Si b*—4ac =0, en este caso el resultado serdn dos raices reales e iguales.

Si b% —4ac > 0 las raices son reales pero diferentes.

Y por UGltimo, b? — 4ac < 0 las raices son imaginarias.
’

Utilizando el valor del discriminante investigaremos si las raices son iguales,

diferentes, reales o imaginarias, considerando la ecuacién cuadrética:
y +11y+24=0
Encontrando los valores numéricos de los coeficientes: a=1, b=11 yc=24

podemos plantear al discriminante como: b*—4ac . Sustituyendo los valores
tendremos:

1’ —4(1)(24) =1-96=-95

Como el valor -95<0, las raices son imaginarias y diferentes. Este resultado no es el

valor de las raices, pero nos indica que si realizamos el calculo completo de cada

raiz, su resultado no serd posible de definir al menos como un ndimero real.
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Utilizando el valor del discriminante investigaremos si las raices seran iguales,

diferentes, reales o imaginarias, considerando la siguiente ecuacién cuadratica:

X’ +8x-16=0

Si definimos los valores de a=1, b=8, c¢=-16, el discriminante seria
8’ —4(1)(-16) =64+ 64 =128 Como 128>0, las raices de la ecuacién son reales y

diferentes.

Considerando el discriminante, cémo son las raices de la siguiente ecuacién:

X +8x+16=0

Definiendo el valor de los coeficientes numéricos como: a=1, b=8, c=16, el valor del

discriminante sera: 82—4(1)(16):64—64:0. Como 0=0, las raices son reales e

iguales. Por Ultimo, cabe sefalar que el discriminante puede ademas definir el
resultado en el calculo de la ecuacién cuadrética. Asi el resultado del discriminante
es un Cuadrado Perfecto mayor que cero, las raices seran nimeros racionales y
diferentes y por Gltimo si el discriminante es positivo y no tiene la forma de un

cuadrado perfecto, el resultado seran dos ndimeros irracionales y diferentes.

Para practicar:
En equipos de 4, determinar el tipo de solucion que se obtendra en cada ecuacién

calculando el discriminante.
1.-x*—8x+12=0
2-x2+6x+16=0

3.4. Problemario
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I. Para cada una de las siguientes ecuaciones, verificar si el valor sugerido es correcto

o incorrecto, comprobarlo haciendo la sustitucion.

1. x+2=6 , x=2

2.2x=6 , le
3
3. 2243y=y , y=-11

4. 15x+2x=10 , ng

5. x+2=30x , x=7
6. 8=99x-3 , x=1/9
7. x24+5x-6x=99 , x=-99

8. gx+12:—6 , x=-24
4
9. 9x+9=5 | =D
3 27
10. 62x=>x—55 , x=—10
2 11
1. 2 g=dy |, x=-2
3 60
65
2x X
12 —+=8+9=4x-6 , x=-45
6 2
13. 2)6_18=4x—8 , x:E
3 5
65
14,8712 x4
12 8-x

91

[l. Para cada una de las siguientes igualdades, calcular el valor de la incégnita

y comprobar con el valor encontrado.
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1. y+1=6-3y

2. 2+1=9y
3. 13y=19+4

13. (y—1-354y)4=(2y)+(6)

14. 13y-15 _ 12y 12
24 145y
14

?—y
15.(13y—15)89: 5 +(12)

Para los siguientes sistemas de ecuaciones, encontrar los valores de x y y de acuerdo
con el método indicado.

[ll. Método de suma vy resta (reduccion)
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+10x—-50y =25

3Bx+12y=7
3

-x+8y=9

5 y
14x+8y =21

14 2
L SN VR
3 37"

10x+3y=-3
-10x+4y=6

IV. Método de sustitucion:

1 y=1
 |4x+y=5

3x+8y =35
—258x+589y =100

3
-

N {xSOy 6
it

w

o1

—-1lx+9y=2
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21
-—=2567y=0
6. { 4 re
+9x-9y=9

V. Método de igualacion:

10x+8y =3
—-10x—-8y=-3
5 10x-3y=2
4x+6y=9
3. 4x+3y=0
-3x+9y=-10
3y+8x=10
+3x+4y=44
14x+10y 4
5.
-1- x+0y 23
4x+6y=13
+9x+10y =4

VI. Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones lineales por el método de

eliminacion

x+2y-2z=15
1. J4x—y+3z=-5
x+2y—z=14

2x+y+z=8
2. <x+3y-2z=4
2x=2y+z=2

xX+2y—z=35
3. ¢2x+5y+3z=31
x—-y+z=3
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xX+y+3z=8
4. {3x+2y—-z=-10
x+3y+z=10

2x+y—4z=8
5. $ x=2y+3z=2
-3x+y—-z=-8

Calcular el determinante de las siguientes matrices:

4 5
Lzl
P —q
2.qp|
-5 1 4
3.12 0 8
-3 4 -2
2 5 -7
4. 3 -3 -2
2 5 6
-6 2 -1
5.1 3 4
-3 2 7
0 1 43
6. |2 0 8
-3 4 0
5
7. 102 7 4
> 9 -10

VIII. Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones lineales por el método de

determinantes:
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3x+y—z=0
1. {5x+2y-3z=-9
y+z=8

Sx+2y—-z=24
2. y+z=35
2x+2y-3z=4

2x+4+1z=11
3. x+3y-lz=1
2x+6y—4z=-6

2x=1y+3z=1
4. 3-4x+3y-5z=-9
S5x-2z=4
4x-4y+z=0
5. {-8x+2y+z=0
2x=5y+2z=0

4x+21y—-0.45z=13
6. 6x+%y—z:—9

%x+10y—99z:O

Encuentra las soluciones de las siguientes ecuaciones cuadraticas de acuerdo al

método sugerido:

IX. Por factorizacion

1. ¥’ =11x+30=0
7 X'=x—-6=0
3. X*+x-12=0

4. x*-2x-3=0
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5. x*=x=20=0

X. Completando el trinomio cuadrado perfecto

1. x*+4x+3=0
2. xX*+6x-7=0
3. x24+10x+9=0

2 +5x-12=0

P

8x* —2x—-3=0

U1

XI. Utilizando la Formula General

1. x*=5x+6=0

2. —x"+7x-10=0

3. 2% —14x+24=0

4. Tx*+21x-28=0

5. 2x*=7x+3=0

6. 10x* —6x+8=0

X’ +6x+18=0

N

XIl. Calcula el valor del discriminante y determina si las raices de la ecuacion

cuadratica son reales diferentes o iguales, o imaginarias diferentes:
T. x*=11x+30=0

2. x*=3x+2=0
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3. x’=2x-63=0

4. 4x° +8x+4=0

5. 3x*+x+4=0

3.5. Autoevaluacion

Resuelve los siguientes problemas aplicando ecuaciones de primer grado con una y

dos variables segln corresponda:
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1. ;Cual es el nimero que multiplicado por dos es cuatro unidades menos que 3

veces 6¢

2. Un nimero excede a otro en 5 y su suma es 29. ;Cudles nimeros son?

3. Encontrar tres nimeros consecutivos cuya suma sea 84.

4. Pedro y Cecilia tienen entre los dos 57 laminas y Cecilia tiene 11 mas que Pedro,

scuantas laminas tiene cada uno?

5. La suma de tres nimeros es 200. El mayor excede al de en medio en 32 vy al

menor en 65. Determina los nimeros.

Resuelve los siguientes problemas aplicando los sistemas de tres ecuaciones con tres

incégnitas y utiliza cualquiera de los métodos vistos.

6. El dueno de un bar ha comprado refrescos, cerveza y vino por importe de $500
(sin impuestos). El valor del vino es $60 menos que el de los refrescos y de la cerveza
conjuntamente. Teniendo en cuenta que los refrescos deben pagar un IVA del 6%, la
cerveza del 12% vy el vino el 30%. La factura total con impuestos es de $592.40,
calcular la cantidad invertida en cada tipo de bebida. Considerar:

x = Importe en $ de los refrescos, x =$120

y = Importe en $ de la cerveza, y =$160

z = Importe en $ del vino, z =$220

7. La edad de un padre es el doble de la suma de las edades de sus dos hijos, hace
unos anos (exactamente la diferencia de las edades actuales de los hijos), la edad del
padre era el triple que la suma de las edades, de sus hijos en ese tiempo. Cuando

pasen tantos afos como la suma de las edades actuales de los hijos, la suma de las
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edades de las tres personas sera 150 afos. ;Qué edad tenia el padre en el momento

que nacieron sus hijos?. Considerar:
x = Edad actual del padre
y = Edad actual del hijo mayor

z = Edad actual del hijo menor

Resuelve problemas tedrico-practicos aplicando ecuaciones cuadraticas

8. La suma de dos nimeros es 18 y la de sus cuadrados es 180. ;Cuales son los

ndmeros?

9. En “t” segundos la altura “h” dada en metros sobre el nivel del suelo de un

proyectil estd dada por la ecuaciéon h=80¢-5¢°, ;Cudnto tardard el proyectil en tener

una altura de 520m sobre el nivel del suelo?

10. Determina las dimensiones de un rectangulo, si su perimetro es de 280m y su

area es de 4000m°.

3.6. Soluciones del problemario

1. x+2=6 , x=2.Correcta.
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1
2. 2x=6 ng Incorrecta, correcta: x=3

3. 22+3y=y , y=-l1Correcta.
10
4. 15x+2x=10 , x:7. Correcta

5. x+2=30x , x=7 Incorrecta, correcta: x=2/29
6. 8=99x—-3 , x=1/9 Correcta

7. x2+5x—-6x=99 , x=-99 Incorrecta, x=99
3
8. Zx+12:—6 , x=-24 Correcta.

9. 9x+9=§ , x:_—l9 Correcta.
3 27

10. 62x:%x—55 , x:—% Correcta.

11. % +28=4x , x= _% Incorrecta, correcta: x=—42/59

65

12.%+§8+9:4x—6 , x=-45 Correcta

13. 2x—18 =4x-8 , xz% Correcta
65

14. ﬂ:L , x=4 Incorrecta, correcta: x=-4
12 8—x

1
2x 7 2
15.—+-L=4x , x=-—— Incorrecta, correcta: x=2/91
8 2 91
3

Al
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5. y=__
Y

6. Sin solucion

10. y=——
1. y=—
12, y=——+
13. y=—-+
14, y=—+-

15, y=o
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=2 18
T
7 x=2,y=0
=2 .8
3 T 505
65 151
X=—0,y=——
4 177 354
60 567
X=—,y=—
5677 536
47 25
:——,y:——
6. 84 168
g3 .3
7. V77
V.
1. x=lLy=1
51 47
2, =——,y=—
3877 733
6605 3110
3. x= V=
1277 1277
356 91
4. = y=——
699 699
50 224
5. x=—,y=—+
61 183
o 10247 2

—

xX= V=
10268 10268

. Sin solucion.

R

247 736
=2, 8
CEEPYETY
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17
4. x=26,y=——
)
5.x:9Ly=—gg
5
53 101
6. x=——,y=—
7 Y 4
VI.

1. x=1, y=6, z=-1

4.-273
5.-175

6.320

5678
25

VIIIL.

1.x=2, y=1, z=7
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88 37 58
) y:_’ =
19 19 19

2. x

5. Sin solucién

202565 451099 31105
- ; —1.69 y= ;094 z= .
119488 477952 358464

1. x,=5,x,=6
2. x,=-2,x,=3
3. x,=-4,x,=3
4. x,=-Lx,=3

5. x,—4,x,=5

1. x=-3,x,=-1
2. x,=-T,x,=1

3. x,=-9,x,=-1

4. x,=-4,x,=
1 3
5. x=——,x,=—
1 2 2 4

218 )
CONALEP MICHOACAN



/0¢8N |RELACIONES Y FUNCIONES]

XI.
1. x,=2,x,=3
2. x,=2,x,=5
3. x,=3,x,=4
4. x,=—4,x,=1
5. x =%,x2 =3
6. Sin solucién
7. Sin solucién

XII.

1. Reales, desiguales.
2. Reales, desiguales.
3. Reales, desiguales.
4. Reales, iguales.

5. Imaginarias, desiguales

3.7. Soluciones de la autoevaluacion
Respuestas a la Autoevalucion.

" n

1. Al plantear el nimero planteado como “a”, entonces:
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ax?2 sera el numero cualquiera multiplicado por dos. Por otro lado,

3(6)—4 sera “cuatro unidades menos que tres veces seis”, por lo tanto:

ax2=3(6)—4 serd la igualdad que se plantea en el problema. Por tanto,

resolviendo para la incégnita “a”:

a:3(6)—4:18—4:E:7
2 2 2

Por tanto, la respuesta es 7

2. Un ndimero excede a otro en 5 y su suma es 29. ;Cudles son?

Y4

Podemos plantear al primer ndmero como “y”, asi el segundo nimero que lo

excede en 5 seria: y +5. Asi la suma de los dos niimeros seria:

M ++D)
Y como la suma de ambos es 29, tendriamos entonces:

(y)+(y+1)=29 Realizando los desarrollos correspondientes tendriamos:
y+y+1=29

2y=29-1

2y =28,

y :?:14. Por lo tanto el primer nimero seria 14 y el segundo 15.

3. Si se propone un primer nimero como “n”, el segundo consecutivo seria:

n+1. Consecutivamente tendriamos:
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n+2 como el tercer nimero consecutivo. La suma de los tres nimeros

consecutivos seria: (n)+(n+1)+(n+2)

Y dado que el problema menciona que la suma de tres consecutivos seria 84,
entonces:

(n)+(n+1)+(n+2) =284 Desarrollando:

3n+3 =84, despejando: 3n=84-3; 3n=381; n:%:ﬂ

Por lo tanto, el primer nimero serd 27, el segundo 27+1=28 y el tercero 27+2
que es 29.

4. Si llamamos “p” al numero de laminas que tiene Pedro y “c” al nimero que
corresponde a las [dminas de Cecilia, tendremos para la primer condicién:
p+c=57

Para la segunda condicion, que afirma que Cecilia tiene 11 mas que Pedro:
c=p+ll

De esta manera, tendremos dos ecuaciones, sustituyendo la segunda en la
primera:

p+(p+11)=57, desarrollando: 2p+11=57; despejando: 2p=57-11=46, o
sea:

46 . (. .
p:7=23 que es el nimero de laminas que tiene Pedro. Para calcular el

nimero de laminas que tiene Cecilia, retomamos la segunda ecuacién c¢= p+11,
y sustituimos el valor encontrado para Pedro (23). Asi:

c=p+11=(23)+11=34 que serd el nimero de laminas que corresponde a
Cecilia.

5. Considerando al ndmero mayor como “x”, podemos entonces podemos
declara que de acuerdo a la definicién del numero “de en medio”, este podria

ser: x—32. De la misma manera, el numero menor seria: x—65. Por lo tanto, la
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suma de los tres nimeros por un lado sera 200 y por el otro la suma de las

cantidades antes definidas:

(x)+(x—32)+(x—65)=200

De esta forma, quitando los paréntesis: x+x—32+x—65=200,

Agrupando términos semejantes: 3x—97 =200

Despejando: 3x=200+97, y por dltimo para despejar el 3 y dejar la “x” sola:

_297_
3

Este sera el valor del término mayor; el término “de en medio “sera

X 99

Y el valor mas pequeno sera: x—65=99-65=34

7. Un primer planteamiento sera el que corresponde al importe total de las
bebidas, o sea, la suma de lo que se paga por los refrescos, la cerveza y el vinoy
que suma $500, o sea: x+ y+z =500

Por otro lado, de acuerdo a la condicién de que “el valor del vino es 60 $ menos
que el de los refrescos y de la cerveza conjuntamente”, tendremos que: .
z=x+y—60, pero para que esta ecuacion tenga la forma adecuada para el
planteamiento de un sistema de ecuaciones, despejamos de forma que:
x+y—z=60

Y por ultimo, de acuerdo a la condicién de que “los refrescos deben pagar un
IVA del 6%, por la cerveza del 12% y por el vino del 30%, lo que hace que la

factura total con impuestos sea de 592.4”, podemos decir que el 6% del pago del

IVA para los refrescos puede representarse como (6%)(x):(.06)x=(%]x; de
. 12 . .
igual forma para la cerveza (12%)(y)=(.12)y = Tog |7 @' como para el vino:

(30%)(z)=(.30)z:(%]z. Des esta manera, la ecuacion que representaria los

pagos del IVA para cada bebida junto con el total seria:
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(.06)(x)+(.12) y+(.3)z=592.4 Si multiplicamos por 100 ambos lados de la

igualdad para manejar cantidades enteras tendremos:

6x+12y+30z =59240
De esta manera, tendremos el sistema de ecuaciones:

x+y+z=500
x+y—z=60
6x+12y+30z=59240

Las soluciones al sistema serian: x:—M, y:@, z=220, que seria lo

3

que tendria que pagar por los refrescos, la cerveza y el vino respectivamente.

8. Considerando como lo sugiere el problema, la edad del padre como “x”, la
edad del hijo mayor como “y” y la del hijo menor como “z”, entonces una
primer planteamiento que podemos hacer de acuerdo a la afirmacién: “La
edad de un padre es doble de la suma de las edades de sus dos hijos” es:
x=2(y+z), que seria la relacién en este momento entre el padre y los hijos.
Un acomodo de esta ecuacién para poder plantearla en un sistema de
ecauciones seria: x—2y—2z=0

Por otro lado, de acuerdo a la afirmacién “mientras que hace unos afos
(exactamente la diferencia de las edades actuales de los hijos), la edad del
padre era triple que la suma de las edades, en aquel tiempo, de sus hijos.”,
podemos primero definir “la diferencia de las edades actuales de los hijos

como: (y—z). “La suma de las edades en aquel tiempo de sus hijos” de

acuerdo a la diferencia anterior seria: y—(y—z) la primer edad & z—(y—z)
como la segunda edad; por tanto, el triple serfa: 3[y—(y-z)+z—(y—2z)].

Finalmente para este apartado, transportarnos a ese momento de “hace unos
anos”, seria la diferencia de la edad actual del padre con la diferencia de

edades entre el hijo mayor y el menor, o sea: x—(y—z). De esta forma, este

enunciado puede representarse (para hace y-z afos) como:
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x—(y—z)=3[y—(y—z)+z—(y—z)]

Que acomodada como ecuacién para plantearse dentro de un sistema de
ecuaciones:

x—y+z=3[y—y+z+z-y+z|

x—y+z=3[+3z-y]

x—y+z=-3y+9z

x+2y—-8z=0

Por Gltimo, para la Gltima afirmacion del problema que dice: “cuando pasen
tantos afos como la suma de las edades actuales de los hijos, la suma de

edades de las tres personas serd 150 anos”, tendremos que en principio la

suma de las edades actuales de los hijos serd y+z, o sea: debemos de
“transportarnos” a ese tiempo. De esta forma, la afirmacién “la suma de las

edades de las tres personas” puede representarse como:

x+(y+z) para la edad de la primer persona dentro de “y+z” afios,
y+(y+z) para la edad de la segunda persona dentro de “y+z” afios y
z+(y+z) para la edad de la tercer persona dentro de “y+z" afios.

Asi, la suma de las tres edades después de “y+z” afios sera:
x+(y+z)+y+(y+z)+z+(y+2)

Y como la suma para este caso se dice es 150:
x+(y+z)+y+(y+z)+z+(y+z)=150 . Asi que para que esta Ultima
ecuacién nos sea mas facil de introducir a un sistema de ecuaciones la
manipulamos, primero quitando los paréntesis:
X+y+z+y+y+z+z+y+z=150, agrupando términos semejantes:
x+4y+4z=150

Finalmente, podemos representar y agrupar las tres ecuaciones encontradas en

un sistema de la forma:
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x—=2y-2z=0
x+2y—-8z=0
x+4y+4z=150

Que resuelto con cualquiera de los métodos vistos nos dara una solucion:
x=50, y=15, z=10 que serian las edades actuales del padre, del hijo

mayor y del hijo menor respectivamente.

9. De acuerdo a la ecuacién planteada, podemos sustituir la altura que se

plantea, de manera que tendriamos ahora: 520 =80z —5¢

La anterior ecuacion no puede resolverse por los métodos vistos sino hasta que
esté igualada a cero, o sea que de la ecuacion anterior podemos plantarla de
forma:

51> —80r—520=0

Por cualquiera de los métodos vistos, particularmente por el mas directo que es el

de la férmula general podemos calcular los valores: 7, =—4.96, ¢, =20.96

Como no es posible considerar una cantidad negativa, el resultado serd 20.96

10. El problema puede plantearse con ayuda de una figura:

140-x

Como puede observarse, el area del rectangulo sera el producto de la base por su
altura, de manera que:

A=(x)(140-x)
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Como se conoce por el texto el valor de su area como 4000 metros cuadrados, se

puede sustituir el valor numérico en el planteamiento dado:
4000 = (x)(140—x), desarrollando el producto:
4000 =140x—x", despejando el valor de 4000 para plantear la ecuacién

cuadrética de la forma ax? +bx+c¢ =0, tendremos: x> —140x+ 4000 =0

La solucién para esta ecuacion puede realizarse por medio de una factorizacién:

x* —140x +4000 = (x—40)(x—100), por lo que podemos plantear que:
(x—40)(x—100)=0, lo que nos lleva a dos planteamientos:

(x—40)=0y (x—100)=0. Para el primer planteamiento, tendremos que x=40 y

para el segundo x=100.

Si consideramos el primer valor (x=40), eso nos daria que los lados medirian 40 y
100 metros respectivamente; si multiplicamos estos valores para calcular su area,
esto nos da el valor de 4000 metros cuadrados. Se puede descartar el valor de

100, adin sin haber realizado las operaciones respectivas.

3.8. Conclusiones
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Las manipulaciones numéricas que se han realizado por parte de la humanidad a lo

largo de su historia han venido desarrollando reglas para hacer esas manipulaciones
de forma eficiente. Dichas reglas se han formalizado mediante propiedades y
postulados de la igualdad entre los ndmeros reales. De hecho, utilizamos casi sin
notarlo muchos de estos postulado en nuestras operaciones aritméticas diarias. Asi,
realizar sumas y restas entre otras de las operaciones, nos llevan a generalizar
propiedades numéricas incluso en aplicaciones concretas de la generalizacién de
estas propiedades en lo que hemos llamado algebra; pero el dlgebra no es solo la
manipulacién de simbolos que lleguen a tener significados, sino que estos simbolos
cuando tienen relacion entre ellos, ademas de significado, aplicaciones en gran parte
de nuestra vida diaria. La manipulacién de expresiones y ecuaciones algebraicas
vistas en este apartado son un principio para un maravilloso futuro de analisis de
funciones. Hasta ahora vistas y tratadas como ecuaciones lineales con dos y tres
incognitas y ecuaciones de primero y segundo grados, las aplicaciones de las mismas
se asoman al final con algunos ejemplos y seguramente nos llevaran a
interpretaciones de fenémenos diarios en donde hemos comenzado a ver a las
matematicas y sus aplicaciones como una herramienta de aplicaciones directas y
practicas. El futuro en nuestros estudios de las matemdticas es no solo prometedor,

sino ademas maravilloso.
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