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B~
Prefacio <

Estimado estudiante:

Las palabras que sombrean estas paginas, no son simple ciencia dentro del dialogo como depésitos de datos
e informacién, ni son cuestién de vocabulario o listado de definiciones, son la experiencia generosa de la
comunidad CONALEP Michoacan, esa realidad oculta pero necesaria que respald6 las tareas de
investigacion y composicién literaria del discurso que integra este libro. Nos referimos a los profesores,
administrativos y sindicatos que hoy convergen en el umbral de la existencia para apoyar a un grupo de
profesores escritores que han creado en el sereno libre, arquitecturas de conocimientos como un viaje de
aprendizaje que exigira del estudiante, lo mejor de si mismo ante la presencia luminosa del texto, ese que

pretende ensefarle a caminar con la frente en alto.

Las ideas asociadas en este texto, equivalen a la imaginacién lograda en el acto de escribir desde otros textos,
al decodificarlas el estudiante, se le exige mds vocabulario para enriquecer su habla y hacer ver a sus ojos
mas alld de la estrechez de la informacién que inunda a la sociedad moderna. El libro no presenta la
superficie de la existencia como cruda observacion, procura que su dificultad incite a perforar la realidad
hasta reflexiones que renueven los modos inciertos de dar significado al mundo. La ciencia, la literatura y la
tecnologia no las percibimos como mundos incomunicables, los valores son explicitos caminos que las
vinculan entorno al curriculo del técnico bachiller. Tienen estos textos organizacién de premisas, técnicas,
justificaciones, normas, criterios y como Usted se dard cuenta, también mostrara nuestros limites para seguir
haciendo puentes entre las incesantes creaciones de nuevas fronteras de la investigacion cientifica y técnica.
Se pretende que estos libros sean contenido y no un libro de practicas escolares, sean la herramienta de

complementacién para enriquecer los discursos de la ensefianza-aprendizaje.

Los profesores de CONALEP enfrentan a diario las carencias visibles de medios tecnolégicos, materiales y
documentales, seria facil usar las palabras para sefalar hasta el cansancio nuestras apremias, pero se ha
decidido mejor producir libros como testimonios vivos y luminosos que renueven el rol social de la
academia colegiada sensible a la condicién social, susceptible de ir perfeccionandose con la acumulacién de
esta experiencia literaria, para servir de mejor manera al enriquecimiento de las competencias necesarias

para realizar el suefio de éxito de tantos jovenes Michoacanos.

Lic. José Arturo Villasefior Gémez
Director General del CONALEP Michoacan
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Mensaje a la comunidad académica
>

conalep

Michoacan

Con la colaboracién docente, administrativa y sindical se realiz6 el esfuerzo de producir literatura de
contenido en apoyo a la formacién curricular en CONALEP Michoacén. El libro, esa experiencia de
conocimiento se ha democratizado, ya no es un secreto o privilegio de unos cuantos, el texto virtual en la
Web resolvié lo que la imprenta de Gutenberg no logré hacer, la auto publicacién, la biblioteca virtual
mévil, el libro electrénico y el texto digital; esto nos replantea migrar a una pedagogia interactiva con la
experiencia del conocimiento. Desde luego que el libro clasico como dice Humberto Eco, nadie puede
acabar con su poder en esta sociedad. Promover crear y leer literatura es enriquecer el vocabulario, el
desarrollo intelectual, la agudeza de la creatividad y pintar la realidad con lo que nacemos libres: la
imaginacion.

El docente escritor, dirige el aprendizaje en funcién de la experiencia de reconstruir el conocimiento
contemplado en los curriculo. Se realiza el acto de pensar al escribir e investigar, los modelos de
conocimiento ensayo, libro, tesis, resefia, sintesis, semblanza, resumen, andlisis de texto, definicién,
argumento, razonamiento, hipétesis, patente, marco tedrico, revisién, poema, novela, cuento, ... entre otros,
resuelven la necesidad de conocer, ser y aprender. El docente escritor escribe y publica su propuesta en el
formato de libro, con ello, se abre a la critica social y expone su calidad como marco ético de revaloracién
moral frente a su comunidad.

La escritura es mas que gramatica y semantica, es el acto de estructurar el pensamiento en un modelo de
conocimiento, es volver a dar voz al profesor como produccién de la libertad de catedra, acto creativo
original en el que encarna la soberania de la sociedad como expresion cultural particular que habla desde su
propio tiempo. Leer para crear es el acto sustantivo del novel. Escribir es una cierta reorganizacién del
conocimiento previo en un acto de creacién, donde la teoria literaria, los marcos normativos de estilo, la
sicolingiiistica, la epistemologia y la comunicacion son los pilares de plataforma del aprendizaje centrado en
el acto creativo.

Este libro fue escrito para compartir la felicidad de crear la presencia del docente en el texto. CONALEP
desarrolla un programa académico para impulsar su capacidad y compromiso social para generar las ideas
curriculares para enriquecer la sensibilidad y la imaginacién cientifica, técnica y humanista de su
comunidad.

Lic. José Azahir Gutiérrez Hernandez
Director Académico
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La palabra no solo nos otorga realidad, también tengo la sensacion de que

tiene vida propia separada de nosotros, y que cuando hablamos o

escribimos, especialmente en momentos de intensa emocion, no hacemos

mas que dejarnos llevar por una silaba amable o una frase complaciente.

Eric Ormsby. Fine incisions

Leer es una tarea de la memoria por medio de la cual las ficciones nos

permiten disfrutar de experiencias ajenas y lejanas en el tiempo como si

fueran nuestras.

Alberto Manguel. La ciudad de las palabras

En toda obra literaria se afirma wuna realidad

independiente de la lengua y del estilo: la escritura

considerada como la relacion que establece el escritor

con la sociedad, el lenguaje literario transformado por

su destino social. Esta tercera dimension de la forma

tiene una historia que sigue paso a paso el

desgarramiento de la conciencia: de la escritura

transparente de los clasicos a la cada vez mas

perturbadora del siglo XIX, para llegar a la escritura

neutra de nuestros dias.

Roland Barthes, El grado cero de la escritura
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Palabra escrita bajo luz

En un mundo cada dia con méas canales de comunicacion, la palabra escrita camina por los
muros que denuncian el drama catastréfico sobre el medio ambiente y sobre el control de la
vida humana; el combustible de esta desesperanza produce apatia profunda por tener
contacto con el mundo de la literatura, esta distorsion moral parece reflejarse entre los que
no quieren sentir responsabilidad ni pensar, dejando a otros su indiferencia al ser prisioneros

de ligeras razones vy tirria justificada en la empresa de sobrevivir.

Especular en un mundo sin libros es exponer al mundo a la ausencia de pensamiento,
creatividad y esperanza. Los libros, dedicados a ser arrebatados por el lector, estdn expuestos
a ser poseidos por las bibliotecas vacias y que con el tiempo opacan sus paginas y empolvan
la cubierta de lo que alguna vez fue un objeto de inspiracién. Resulta dificil transcribir este
instante de un peligroso espacio donde ya muy pocas palabras sobreviven dentro de la
reflexion y las pocas sobrevivientes han abandonado la unién del sentido de vivir y el
sentido del pensar cientifico. Escribir pasa de ser un placer repentino a ser una necesidad
inminente, es el puente entre lo conocido y lo inexplorado. Es un reto de hoy en dia
inmiscuirse en lo que una vez fue lo cercano y dejar de lado la novedad tecnolégica para
poder, a través de las barreras que nos ciegan, abrir fronteras literarias. Es un proyecto que
conspira a favor de la libertad creativa, de la felicidad ldcida cargada de libros embajadores

de nuevas realidades.

Entre un mar de razones dentro del libro escolar en crisis, se percibe la ausencia de esa
narrativa del cuerpo del texto, misma que alimenta al lector de una experiencia de
conocimiento, su ausencia, es mds un mal glosario, de un mal armado viaje literario
cientifico o de ficcién. En esos viajes de libros en crisis, nos cansamos de mirar espacios
vacios de talento, emociones y sensibilidad para responder a un entorno adverso; son
muchas veces un triunfalismo de autoevaluacién y una falsa puerta de una real competencia
para actuar en la realidad. Uno no solo vive, escucha la voz interior de un libro, uno es
fundado en el manejo del lenguaje que explica, crea, aplica o expande los limites del

horizonte de nuestro imaginario actuante en lo real. No vivimos leyendo texto, sino leyendo

viii )
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el paisaje de una realidad, el libro toma la voz del progreso en una siempre reconstruccién
lingliistica del sujeto que explica, transforma y comunica desde los desafios de su

generacion.

La informacién cruda que tanto rellena los libros grises, oscuros y papel pintado; requiere ser
dotada de conceptos que permitan alimentar al sujeto que toma decisiones, que explora con
paso lento, que mira por dentro del lenguaje y aplica la informacién que cobra sentido en la

siempre expansion de las ideas.

Escribir un libro es siempre reconstruir un discurso, sus lectores en este discurso son el
puente a un texto profundo que demanda esfuerzo en la reconstruccién de los procesos de
razonamiento y el entretejido del discurso que involucra informacién de fondo, esas fuentes
que justifican su andlisis y poseen significado privilegiado para la comprensiéon de una

realidad.

El lector puede hacer uso del libro con su propia experiencia y con su autoayuda, al precisar
términos y conceptos para prolongar su horizonte de interpretacion, el libro se hace cargo de
la memoria de un plan de estudios, es un discurso de diferentes capas de argumentos, tras
este texto se anuncia un orden de experiencia propuesto para su aprendizaje. El libro esta
conformado para jévenes con memoria sin dolor para nuevas palabras, aborda el olvido
como una deficiencia de interactividad entre el discurso argumentativo y los referentes
conceptuales. Esto es el reto en la produccién de los libros CONALEP. La propuesta es una
reconstruccion de una semdntica mds profunda, como el principal reto del estudiante

técnico bachiller del siglo XXI.

Libro,...
todos te miran,

nosotros te vemos bajo la piel.

iX )
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1. Introduccién'’

A nuestro alrededor encontramos cosas que se relacionan entre si, o que estan en
funcion de algin parametro, por ejemplo el peso y la altura, la masa corporal en
funcién del peso y la estatura, los kilémetros recorridos y la cantidad de gasolina

consumida, y muchos ejemplos mas.

Los origenes del concepto de funcién se remontan a ciertos escritos de astronomos
babilonios. En la Edad Media el concepto de funcién se asocia con el de movimiento
siendo Nicolas de Oresme (1323-1392) quien representa en unos ejes coordenados
el cambio de velocidad respecto del tiempo. Posteriormente Galileo (1564-1642)
estudié el movimiento de manera cuantitativa y expresa sus resultados mediante

leyes entre magnitudes.’

Han sido diferentes los personajes matematicos que gracias a sus investigaciones han
ido desarrollando el concepto de funcion. Entre los cuales podemos mencionar a
René Descartes (1596-1650), quien en 1637 utiliza la palabra funcién para sefalar la
potencia entera de una variable. Isaac Newton (1642-1727) utiliz6 el término
fluyente para designar la relacion entre variables. Leibniz (1646-1716) aplica el
término funcion para sefalar cantidades que dependen de una variable. Los términos
constante, variable y parametro fueron introducidos por él. Por otro lado, la notacion
actual que designa a una funcién como f(x), se debe a Leonhard Euler (1707-1783).
Finalmente se puede mencionar al aleman Johann Dirichlet (1805-1859), a quien se
le atribuye la definicion moderna de funcién como una regla de correspondencia

entre dos conjuntos.’

1 .
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Las funciones pueden ser representadas mediante graficas, asi como llevar a cabo
operaciones entre ellas y ser utilizadas para describir situaciones o fenémenos que se

presentan a diario en nuestro entorno mediante la modelacion matematica.

1.1. Funciones y relaciones”

Funcién: Es una relacion entre dos conjuntos, donde a cada elemento del primer

5,6,7

conjunto le corresponde uno del segundo conjunto™®’, estos conjuntos se llaman

dominio y contradominio.

El gran matemdtico Euler?, llamado por Laplace como “El maestro de todos
nosotros 7, es quien introduce el término en el vocabulario matemdtico,
pareciéndose al concepto de férmula, término relacionado con variables vy
. . ., . 7z . . ‘IO. .
constantes. La definicion moderna se le atribuye al alemdn Peter Dirichlet”; quien
introduce el concepto de funcién como una expresion, una regla o ley que define
una relacion entre una variable (variable independiente) y otra variable (variable

dependiente).

Si observamos a nuestro alrededor, y tratamos de definir lo que ocurre, podriamos
hacerlo en términos matematicos, tal vez quedar definido mediante los siguientes
axiomas'':

a) Todo evento en la naturaleza puede ser representado mediante ecuaciones o
funciones y viceversa, toda ecuacion o funcion puede ser la representacion de algin
evento en la naturaleza.

b) Todo evento en la naturaleza tiene patrones.

Desde la antigliedad el hombre ha intentado buscar estas relaciones, comenzdé

colocando marcas en relacién con el nimero de afios o de animales que poseia.

2 .
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Herén de Alejandria en el siglo Il D.C. encontré una férmula que calcula el drea de
un tridngulo en funcién de sus lados. Tratando de no malinterpretar a Platon'?,
podria decirse que llegd a la conclusion de que los nimeros son el lenguaje para
expresar las ideas, tal vez aventurdandonos, pero sin poder afirmarlo, podriamos
pensar que ya tenfan una nocioén de lo que es una funcién, de la misma forma se
podria afirmar que los mayas, egipcios” o chinos, entre otras civilizaciones, ya

manejaban el concepto o solamente uno cercano a él, el de relacion.

Galileo™ al relacionar el movimiento de los cuerpos celestes en funcion de su
posicion, pretendio relacionar los conceptos, formulando leyes, asi dio un gran paso
hacia la concepcién de lo que es una funcién. Poco después de Galileo, Descartes
muestra la relacion que existe entre una grafica y una ecuacion y viceversa. Sin
embargo, la definicién de funcién se ha ido modificando con el tiempo, desde la
construccion de tablas de raices y potencias hasta como se emplea ahora. Se
considera que Leibniz introduce este término, seguido por Bernoulli'®, quien en
septiembre de 1694 escribe una carta en respuesta a Leibniz; lo que describe como

funcion en el sentido mas actual:

... una cantidad formada de alguna manera a partir de cantidades indeterminadas y

constantes'®...

En 1748 el concepto de funcién tomd énfasis gracias a la publicacién “introduction

in analysin infinitorum” de Euler, donde define funcién como:

“...una funciéon de una cantidad variable es una expresion analitica compuesta,
como cualquiera que lo sea de dicha cantidad y de nidmeros o cantidades

constantes'”...”

3 .
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Asi se da el crédito a Euler de precisar el concepto de funcion y del estudio de
funciones elementales. Sin embargo, es Peter Dirichlet quien introduce el concepto

moderno de funcién.

Plano cartesiano

Si dibujamos en un plano dos rectas perpendiculares entre si, quedan delimitadas
cuatro regiones, las cuales reciben el nombre de cuadrantes y se denotan mediante

nimeros romanos |, Il, Il y IV, como se especifica en la figura. Las rectas se llaman

ejes coordenadas y su punto de interseccién se [lama origen y se denota por O.

11 I

A
L J

I1T1 Iv

Cuadrantes en el plano cartesiano.
El eje horizontal, el eje X recibe el nombre de eje de las abscisas, y el perpendicular

a este el eje Y, eje de las ordenadas. El plano y los ejes coordenados se llaman plano

cartesiano en honor a René Descartes, el precursor de la geometria analitica.

v
—4 -3 -2 =1 1 2 3 4
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Plano cartesiano

Los ejes X y Y son considerados como rectas reales, con el cero ubicado en el origen,
y con la misma escala. En su posicién usual, el eje X es horizontal y su direccién
positiva es hacia la derecha con respecto al origen, por lo que los nimeros positivos
quedan en el extremo derecho y los negativos en el izquierdo; en tanto, que el eje Y
es vertical, su direccién positiva es hacia arriba y los nimeros negativos quedan

abajo. Las coordenadas de puntos ubicados en el plano cartesiano:

Localizacién de puntos en el plano cartesiano

Ejemplo: localiza en el sistemas de ejes de coordenadas los siguientes puntos: A

(2,5),
B(-1,4), C(2,-5), D(3,-1), E(0,2), F(-6,-4), G(-5,0)

5 .
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A A(2,5)
B(-1,4)
?????
3
[ 24E(0,2)
! 1
X° G(-5,0) : X
s 5 4 -3 -2 -1 0| 1 T 4 5
1 H
D(3,-1)
-2
-3
4
F(-6,-4)
-5 c(2,-5)
o

Puntos en el plano cartesiano

Ejemplo: dibuja el poligono cuyos vértices son: A (2,4), B(-3,5), C(-4,-4), D(0,-4),
E(4,-5) y F(3,0).

B(-3,5)
s Y
. A(2,4)
3
E
1
X X
—6 -5 -4 -3 2 -1 B
C(-4,-4)
E(4,-5)

Poligono en el plano cartesiano

6 .
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Ejemplo: encuentra las coordenadas de los puntos sefialados en el siguiente plano

cartesiano:

Coordenadas

P1(-2,5)
P>(2,4)
P3(3,3)
Py,(1,1)
Ps(-1,2)
Ps(4,-3)
P;(3,-4)
(21_2)
Py (-2,-4)
P1o(-3,-2)
P11 (=5,-1)

Pl

PS5
.

P4

P2

B3
.

-5 -4 -3 -2

.
P11l

P10

.
PS

b8

"p6

.
B7

Puntos en el plano cartesiano

de los puntos:

CONALEP MICHOACAN
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Representacion del lugar geométrico

Producto cartesiano

Comencemos por definir el producto cartesiano de dos conjuntos, como el conjunto
formado por todas las parejas ordenas, tales que como primer elemento de las
parejas se tome cada uno de los elementos del primer conjunto y como segundo
elemento de las parejas ordenadas cada uno de los elementos del segundo

conjunto'®.

Por ejemplo: sean A= {1,2,3} y B={a,b}, Ax B={(1,a),(1,b),(2,a),(2,b),(3,a),(3,b)}
Observe que por ser un conjunto se coloca entre llaves { } y se separan sus
elementos que estan formados por seis nuevas parejas ordenas, por comas; es decir,

formamos un producto cartesiano de seis parejas.

8 .
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Si calculamos B x A tendremos que: BxA= {(a,1),(a,2),(a,3),(b,1),(b,2),(b,3)}.
Obsérvese que en el producto cartesiano no se presenta la propiedad conmutativa.
En el producto cartesiano', al conjunto formado por los primeros elementos de las
parejas ordenadas se le llama dominio y al formado por los segundos elementos

codominio.

1.2. Variables dependiente e independiente

Cuando se establece una funcién de un conjunto A en un conjunto B, a través de
una regla de correspondencia f, se asocia a cada elemento x del conjunto A un
Gnico elemento y del conjunto B.
Esto se puede escribir con la siguiente notacion®:
f:A—>B
Si el valor de y depende de x, decimos que y es una funcién de x.
Entonces podemos usar la notacion de funciéon® f(x). (se lee f de x)
Es decir,
y = f(x)
donde:
x es la variable independiente
y es la variable dependiente

f representa la regla de correspondencia

Esta forma de denotar una funcién se atribuye al matematico Leonhard Euler.

Notacion funcional:

Para indicar la relacién entre las variables usamos y = f(x), por ejemplo si
y=70x o f(x)=70x

Six =5, f(5) = 70(5) = 350

9 .
CONALEP MICHOACAN



YJ\BN [ANALISIS DE VARIABLES DEPENDIENTES]

La cantidad a la cual le podemos asignar valores a voluntad, es decir, el nimero que
le asignemos a x, se le llama variable independiente.
Las cantidades cuyos valores se determinan por el valor que toma la variable

independiente, en este caso y = 350, se les Ilama variable dependiente.

1.3. Dominio y rango

En una relaciéon o funcién podemos definir el dominio de una funcién como el
conjunto de todos los posibles valores que puede tomar la variable dependiente y

que hace que exista un valor real de la variable dependiente.

Una relaciéon®™ es un subconjunto de un producto cartesiano que asocia a los
elementos del dominio con los del contradominio. En nuestra vida cotidiana
hacemos uso de varias relaciones, por ejemplo, cuando de acuerdo al apellido de los
alumnos les asignamos un ndmero natural para hacer la lista de asistencia, asi podria

quedar un ejemplo de ella:

A={(1, Mauricio Sereno), (2, Karla Munoz), (3, Sonia Torres),...}

En esta relacion el dominio es un subconjunto de los nimeros naturales:

Dom={1,2,3,4,...n} donde n representa el ndmero del dltimo alumno. El
contradominio estd formado por el nombre del alumno al que se le asigné un
nimero en la lista, el contradominio se forma pues, con el nombre y apellido

paterno de los alumnos y la imagen es igual al contradominio.

Otro ejemplo puede ser, la relacion que existe entre el color de la luz del semaforo
de transito y el estado de movimiento de un vehiculo en la via pdblica:

H= {(rojo, alto), (dmbar, disminucién), (verde, siga)}

10 .
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En esta relacion el dominio es un subconjunto de los colores existentes y el

contradominio es el estado de movimiento de un vehiculo.

Ejemplo: sean A={1,2,3} y B={1,2,3,4}, obtener el producto cartesiano AxB
AxB={(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(2,1),(2,2),(2,3),(2,4),(3,1),

(3,2),(3,3),3,4)}
El dominio correspondiente es:

Dominio ={1,2,3} y el contradominio ={1,2,3,4}

Ejemplo: sean A={1,2,3} y B={1,2,3,4}, obtener el producto cartesiano BxA
BxA={(1,1),(1,2),(1,3),2,1),(2,2),2,3),(3,1),(3,2),(3,3),

(4,1),(4,2),(4,3)}
Dominio={1,2,3,4} y el contradominio ={1,2,3}

Noétese que el producto cartesiano no es conmutativo.

De lo anterior, podemos concluir que el producto cartesiano entre dos conjuntos es
una operacion que asigna a cada elemento del primer conjunto con todos y cada
uno de los elementos del segundo conjunto, formando un nuevo conjunto, el
conjunto  de las parejas ordenadas, dicho conjunto puede ser representado

graficamente en un plano cartesiano.

11 .
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1.4. Grafica de funciones

Grafica de una relacién

Es conveniente tener una representacion grafica de las relaciones, nos ayuda a ver
objetivamente cémo se comportan las variables, esto se puede hacer representando
en el eje horizontal los valores de las variables independientes X y en el eje vertical

Y los valores de las variables dependientes, como se muestra a continuacion:

Producto AxB Producto BxA

Cuando tenemos una expresion algebraica a la que le asignamos diferentes valores a
una literal, la expresion tomard determinados valores, por ejemplo en la expresion
x>-2x la llamamos y, y escribimos y=x’-2x, si le damos valores a la variable
independiente (x =-2, x=-1, x=0, x=1, x=2, x=3 etc.), la variable dependiente, tomara
los valores: si x =-2, y=8, para x =-1, y=3, para x =0, y=0, para x =1, y=-1,para x =2,
y=0, para x =3, y=3, etc., escribiremos las parejas ordenadas colocando como
primer elemento al valor de la variable independiente x y su segundo elemento el
valor correspondiente de la variable dependiente y, nos quedara:
{(-2,8),(-1,3),(0,0),(1,-1),(2,0),(3,3)}

En la expresion y=x>-2x, a la x se le llama variable independiente porque es a la
variable que nosotros le asignamos valores de manera arbitraria, la variable y cambia
dependiendo del valor que le asignemos a x, por lo que recibe el nombre de variable

dependiente. Graficando la relacién anterior, tenemos:
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(-2,8) Y],
: 7
: 6
i 5
| s
-1 f o e
§ (0,2)
: 1
x! -5 -4 -3 -21 -1 1 2 3 4 2 s X
(0,0) b (2,0)
-1 (1,-1)
-2
vt -3
L 2

La relacion y=x*-2x

Si suponemos que estamos trabajando con el conjunto de los ndmero enteros Z*, el
dominio de la relacién anterior estara formado por todo Z y el rango estd formado
por todos aquellos valores que cumplan con la relacion y=x*-2x, también estdn en Z,
rango={0,-1,3,8,15}. Si trabajamos con los ndmeros reales en RxR, la grafica
quedard representada por todos los puntos que satisfagan a la relacion y=x*-2x y la

grafica se traza con una linea continua, que llamaremos gréfica de la funcién.

[
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Graficacion de funciones

=5 =4 -3 -2 -1 1 3 4 5

Empleando el ejemplo anterior vemos que el dominio de la relacién y=x’-2x son
todos los puntos.

La imagen se obtiene despejando x y analizando qué valores reales puede tomar vy,
esto es:

y=x>-2X

x*-2x +1=y+1 completando el trinomio a cuadrado perfecto

(x-1)’=y+1  factorizando el trinomio cuadrado perfecto

x-1 =,/y +1 sacando raiz cuadrada en ambos lados
x=4/y + 1+1 despejando x

para que x sea un valor real el radicando
y+1=0, esto es y>-1 por lo que el contradominio es {y€ R/y>-1}
Definiremos ahora una funcién', como una relacién en la que a cada elemento del
dominio le corresponde una y solo una imagen o conjunto de parejas ordenadas,

donde no existen dos diferentes que tengan el mismo primer elemento.
Si A={(a,1),(b,2),(c,3),(d,2)} los primeros elementos a, b, c y d son diferentes entre si,

respecto a los segundos no se tiene esa limitacién, no importa que el elemento 2 se

encuentre en la segunda y cuarta pareja, por lo tanto, se puede decir que es una
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funcion si no existen dos parejas ordenadas distintas que tengan el mismo primer
elemento. Para identificar si una relacién es una funcién, podemos trazar rectas
verticales paralelas al eje Y, y si al menos una corta a la grafica de la relacién en
mas de un punto, se dice que es una relacién, dicho de otra manera, si solo corta en

un punto la grafica de la relacion, representa una funcién.

Observe que para cada valor de x solo existira un valor de y, por lo tanto son

funciones las graficas siguientes:

15 .
CONALEP MICHOACAN



YIS [ANALISIS DE VARIABLES DEPENDIENTES]

10

24

64

=

¥ ’ 1 : }U ' i i
B

2]

-3

4]

Mas adelante se hablara de algunas de estas funciones, cémo obtener su gréfica y su
ecuacion.

La siguiente grafica nos permite afirmar que no es la grafica de una funcién, ya que si
trazamos una recta paralela al eje Y, la corta en dos lugares distintos, eso es que dos

parejas ordenadas diferentes tienen el mismo primer valor.

24

16 .
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Nota'*": Toda funcién es una relacion, pero no toda relacién es una funcién.
Ejemplo: escribe el resultado del siguiente producto cartesiano y traza su gréfica

AXB, si A={1,2,3},B={2,3}

AxB={(1,2),(1,3),(2,2),2,3),3,2),(3,3)}

Observe que el nimero de pares ordenados, se puede calcular multiplicando el
nimero de elementos del conjunto A por el nimero de elementos del conjunto B,

esto es, 3x2=6 elementos correspondientes a las seis parejas ordenadas obtenidas.

Su grafica se muestra a continuacion:

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

Grafica del producto cartesiano AXB.

Ejemplo: calculemos el producto CxD, si C= {rojo, azul} y D= {amarillo, verde,
negro}
CxD={(rojo, amarillo),( rojo, verde),( rojo, negro),

(azul, amarillo),( azul, verde),( azul, negro)}

17 .
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negro

verde

amarillo

rojo azul

Producto cartesiano CxD.
Observe que para hacer la gréfica, el eje de las abscisas corresponde a los elementos

del conjunto Cy el eje de las ordenadas corresponde al conjunto D.

Ejemplo: hallar el producto ExF, si E= {x€Z/ 1<x<4},F={x€Z/ 2<x<5}

El conjunto E esta formado por las x, que pertenecen a los nimeros enteros (Z) que
son mayores que uno y menores que 4, por lo que E esta formado por los elementos
2y 3, de la misma forma, el conjunto F estd formado por los enteros mayores que 2 y

menores que 5, esto es, el 3y 4.

18 .
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Considerando que los conjuntos E={2,3} y F{3,4}
El producto cartesiano es: ExF={(2,3),(2,4),(3,3),(3,4)} y su grafica es la siguiente:

Producto cartesiano EXF.

Ejemplo: determinar si la siguiente relacién es una funcién, encuentra el dominio y

contradomio, y traza su grafica: {(x,y)/x, y€R 5x-3y=10}

Partiendo de la ecuacién:
5x — 3y =10

5x = 3y =10 =0

5x — 10 = 3y

_ 5x — 10
Y——3
_ 5x 10
Ty

Por lo que el dominio de la funcién x€ER y el contradominio es yER, por lo tanto es

una funcion, siendo su gréfica la siguiente linea recta:

19 .
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xl

N

Ejemplo: hallar si la siguiente relacién es una funcion, encuentra el dominio y
contradomio, y traza su grafica: {(x,y)/x,y€R 8x*-19y*=64}

8x" — 19y° = 64

8x" — 19y° — 64 =0 Igualando a cero
8x" — 64 = 19y° Despejando a y
5 8x" — 64
y = __?E;__
8x* — 64
= 19

Para que exista una solucidén real el radicando

debe de ser mayor o igual que cero.

.. 4 4
Domlnlo:{x/_—\/E > x> —2}

También puede escribirse Dominio= {x/-/8 = x >+/8}

20 .
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Para encontrar el contradominio despejamos y

_ V8x2—64

- V19
V19y=V8x2 — 64 elevando al cuadrado
19y*=8x*-64

19y*+64=8x"

19y% 464
y8 — 2

19y2+64
o

Podemos observar que no tiene denominador indeterminado y que y puede tomar
cualquier valor real, ya que si y es negativa o positiva al elevar al cuadrado su valor
es positivo, por lo tanto el contradominio es el conjunto de los nimero reales y es

una relacion.

8x° — 64
19

Gréficade y =

Ejemplo: hallar si la siguiente relacién es una funcion, encuentra el dominio y

contradomio, y traza su gréfica: {(x,y)/x,y€R x’-16x-12=0}

x*-16x-12=y
x*-16x+64=y+12+64

21 .
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(x-8)’=y+76

x-8 =,/y + 76 sacando raiz en ambos miembros

x= 8+ ./y + 76 investiguemos los valores donde y+76=> 0

y = —76 Contradominio son las y mayores o iguales que 76, y€[-76,0)

Para encontrar el dominio analicemos y=x’-16x-12 y podemos observar que y existe
para cualquier valor de x, por lo tanto:

Dom x€R'y es una funcién.

Ejemplo: indica si la siguiente relacion es una funcién, encuentra el dominio y

contradomio, y traza su grafica: {(x,y)/x,y€R y*+8x-32=0}

y*+8x-32=0 para encontrar el dominio despejamos y
y=V32 — 8x analizando 32-8x>0

X<4 0 X€(—00, 4]
Para encontrar el contradominio despejamos x
y*=32-8x
y=V32 — 8x
y=/8(4 —x) analizando el radicando 4-x=0

X< 4

X€(-0,4] La grafica que representa es una pardbola horizontal que abre a la
// EP MICHOACAN
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Ejemplo: determinemos el dominio y el contradominio de la siguiente funcién:

f(x)=x+1

En las funciones polinomiales su dominio y contradominio queda definido por todos
los nimeros reales, ya que al sustituir el valor de x en la funcién polinomial, se
obtiene un ndmero real. Por lo que el dominio y contradominio de la funcién
f(x)=x+1 son todos los niimeros reales, esto es:

Dom={x/x€R} y Rango={y/y€R}
También podemos notarlo cuando observamos que no tiene denominador por lo que
no existen indeterminaciones de la funcién, y decimos funcion, ya que al observar la

grafica y seguir la regla de la recta vertical lo podemos concluir.

Ejemplo: encontrar el dominio y el contradominio de la siguiente funcién:

f)===

2
X

En una funcién racional® f(x) =%, su dominio queda definido por los valores

numéricos que corresponden a Q(x)# 0, ya que se debe de considerar que el
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denominador debe de ser distinto de cero, porque de lo contrario no se obtendria un
nuimero real, simplemente el dominio omite las raices de Q(x).
Manipulando la ecuacion, factorizando el denominador y simplificando tendremos:

X

S ==

X —x
f(x)=

x(x—=1)
f(x) =

x—1

Considerando que f(x) no esta definida cuando el denominador es cero, por lo que el

dominio es el conjunto de las x tales que x#1

P

El contradominio se puede obtener haciendo y = ——

Despejando x y observando los valores reales que puede tomar y tendremos:

Y (x-1)=1

(x-1)=

RSIr

X= % +1 obsérvese que y debe ser distinto de cero para

que existan valores reales de x, por lo que se
puede concluir que y=0

Entonces el Contradominio={y€R/ y+#0}

] i1 % & LT |
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X

Grafica de f(x)=

x2—x

Ejemplo: calcular el dominio y el contradominio de la siguiente funcién:

2

‘f(x)::\ﬂ;;E

Tenemos una funcién racional, analicemos el denominador de

2
Y= e

Vx 4+ 1 > 0 nétese que debe ser la condicionalidad estricta, es

decir, debe ser mayor que 0, mas no igual, ya que tendriamos
una indeterminacion o division entre cero.
Resolviendo:
(Vx +1)? > (0)?
x+1>0

X > -1

Por lo que el dominio son todas las x que pertenecen a los nimeros reales que son
mayores que -1

{X/XER x>-1} 0 XE(-1,4+00)*

Para obtener el contradominio despejamos la x y observamos qué valores reales

puede tomar la y para que x exista,

2
y:\/x+1
y(\/x+1)=2

2 .
Vx +1 =3 elevando al cuadrado en ambos miembros tenemos:

4
x+1=}7

25 .
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4
x:?—l

Por lo que el contradominio son todas las y que pertenecen a los nimeros reales

tales que y debe ser distinta de O (y+0).

Si hacemos una tabla de valores podemos obtener la grafica, recuerde que x>-1

X y Una observacién muy importante es que

09 | +6.32 debemos considerar los dos signos de la raiz.
0 2
3 +1
8 +2/3

2
+Vx+1

Grafica de y=

Ejemplo: calcular el dominio y el contradominio de la siguiente funcién:

y=x"=3x+2

Analizando el radicando x*-3x+2 =0
Factorizando (x-1)(x-2)=0

Tenemos que considerar dos casos:
Caso |

Cuando los dos factores son positivos
x-1=20 y x-2=0

x>1 y x=2 eso se cumple cuando x>2

26 .
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Caso Il

x-1<0 y x-2<0

x<1 y x<2, estose cumple para x<1

Uniendo las dos soluciones de cada caso tendremos que

X€(-00, 1] U [2, +00) 0 2<x<1

Para calcular el contradominio despejamos x y observamos qué valores reales puede

tomary

y=+vx?—-3x+2
y?=x"-3x+2
y?-2=x’-3x  completando el trinomio cuadrado perfecto

y2—2+z:x2—3x+z reduciendo y factorizando

1 3 ,
y2+Z:(X'E)2 sacando raiz cuadrada

Contradominio=R

Gréfica de y=+vx2 — 3x + 2
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Grafica de y=Vx%2 —3x + 2 cuando solo consideramos la raiz positiva, queda al

lector terminar la gréfica cuando se consideran los dos signos de la raiz.

Analisis de ecuaciones

Cuando se conoce una ecuacién, es importante pasar a representar su lugar
geométrico, es conveniente previamente conocer algunas propiedades, tales como

1. Determinar si la recta o curva es o no simétrica respecto a los ejes y al origen.
2. Determinar los puntos de interseccion con los ejes, o si no los hay.

3. Determinar el dominio y la imagen (también llamado extension).

4. Determinar si tiene asintotas horizontales o verticales.

5. Hacer la grafica.

Comencemos con el punto nimero uno:

Simetria respecto al eje de las X: si se sustituye en la ecuacién y por -y, y la
ecuacion no se altera, entonces la curva es simétrica respecto al eje de las X, por lo
tanto, basta con observar si los exponentes de la y en todos los términos tienen
exponente par.

Simetria respecto al eje Y: Si se sustituye en la ecuacién x por —x, y la ecuacién no
se altera, entonces la curva es simétrica respecto al eje de las Y, por lo tanto basta
con observar si los exponentes de la x en todos los términos tienen exponente par.
Simetria respecto al origen: Es suficiente con observar que los exponentes de x y de y
tengan exponente par, o bien, que cumplan con tener simetria respecto a los dos
ejes.

Interseccion con el eje de las X: Sustituimos y=0 y resolvemos la ecuacion,
encontramos asi la abscisa del punto que intersecta al eje X, si no hay solucién real

significa que no tiene interseccién con el eje X.
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Interseccioén con el eje de las Y:  Sustituimos x=0 y resolvemos la ecuacion,
encontramos asi la ordenada del punto que interseca al eje Y, si no hay solucién real

significa que no tiene interseccion con el eje Y.

Extensién: Dominio y contradominio

Respecto a x: Para encontrar el dominio se despeja la y y se determinan los valores
reales que puede tomar la x, de manera que sea posible obtener un valor real para'y.

Respecto a y: Para encontrar el contradominio se despeja la x y se determinan los
valores reales que puede tomar la y, de manera que sea posible obtener un valor real
para X.

Asintotas: Es la recta que no es tocada por un punto por mas que se aproxime a ella,
hay asintotas de cualquier posicién, pero se hara énfasis en las asintotas horizontales
y en las verticales.

Asintotas verticales: Se despeja y, y se observa la x, si aparece en el denominador se
iguala a cero y los valores que hacen cero el denominador, son las abscisas
correspondientes a las ecuaciones de las asintotas verticales.

Asintotas horizontales: Se despeja x y se observa la y, si aparece en el denominador
se iguala a cero y los valores que hacen cero el denominador, son las ordenadas

correspondientes a las ecuaciones de las asintotas horizontales.

Ejemplo: Discutir la ecuacion x*+y*-9=0 vy graficarla.

Simetria respecto al eje X: como y tiene exponente par, se dice que existe simetria
respecto a x (o hacer también la sustitucion de x por —x)

Respecto al origen: todos los términos tienen exponente par, por lo tanto es simétrica
respecto al origen. Notese que existe simetria respecto al eje X y respecto al eje Y,
entonces existe simetria respecto al origen.

Intersecciones:

Con eje X: hacemos y=0
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x*+y*-9=0
x2+(0)?-9=0

x=%3
Por lo tanto la curva corta el eje X en dos puntos (-3,0) y (3,0)
Con eje Y: hacemos x=0
x*+y*-9=0
(0)*+y2-9=0
y*=9
y=1v9
y= 13
por lo tanto la curva corta al eje Y en dos puntos (0,-3) y (0,3).
Extension:
Respecto a x: (dominio) despejamos y
x*+y*-9=0
y*=9-x
y= V9 —x2
para que yER 9-x’>0; -x’<-9
(-1) -x’<-9(-1) multiplicando por -1 ambos miembros
x*>9 recuerde que se invierte la desigualdad
-3<x<3 o bien x€[-3,3]
Respecto a y (imagen) despejamos x
x*+y*-9=0
x*=9-y*
x= 19—y
para que yER 9-y’>0
-y*<-9
(-1)-y’<-9(-1)
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y’>9
-3<y<3 o y€I[-3,3]

Asintotas:
Horizontales: ya tenemos despejado x; x= +./9 —y?, si observamos, no tiene
denominador cony, por lo que la curva no tiene asintotas horizontales.

Verticales: ya tenemos despejado y; y= +V9 — x2, si observamos, tampoco tiene

denominador con x, por lo que la curva no tiene asintotas verticales.

Grafica: podemos usar la ecuacion y= +V9 —x2, damos valores a la variable

independiente x, que pertenezcan al intervalo que se obtuvo para su extensién

= y

N
-+
S

Il
-+
[\S)
(N

-+
=
Il
-+
[\S)
(o0]

-+
=
Il
-+
[\S)
(o0]

N
-+
S
Il
-+
[\S)
(N

h
L/

Fig. 26. x*+y*-9=0.

Recordemos que la curva es simétrica respecto a los 2 ejes y al origen, tracemos los
puntos de interseccién con los ejes.
La curva trazada corresponde a una circunferencia con centro en el origen C (0,0) y

radio r=3.
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1.5. Clasificacion de funciones

Las funciones pueden ser clasificadas en dos grandes grupos, como funciones

algebraicas y funciones trascendentes’.

Funcion
Algebraica »  Trascendente
] ] Trigonométricas
Racional Irracional g
l J’ Exponenciales

Entera . .

li ial Fraccionaria .
(Polinomial) Logaritmicas
— Constante
—| Lineal
— Cuadratica
— otras

Las funciones algebraicas son aquellas en las que se combinan operaciones finitas de
suma, resta, multiplicacién, division, potenciacién o radicacién, que afectan a la

variable independiente, por ejemplo:

f(x) =x%+3x fx)=vx—-9

h(x) = i—:: g(x) =6x3+3x—18

A su vez, una funcion algebraica puede ser racional entera o racional fraccionaria.
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Funcidn racional entera

Estas funciones también se conocen como polinomiales, y se caracterizan porque se

expresan a través de un polinomio de la forma®:

P(x)=ax"+a,_x""+..+a,x’ +ax+a,

Donde n es un ndmero positivo, y los ndmeros a,,a, ,,...,a,,a, se les denomina

coeficientes del polinomio y ademds son constantes. El grado del polinomio es n .

Por ejemplo en la siguiente funcién:

P(x)=2x"+x"=7x*+10

Su grado es 5.

Dentro de las funciones polinomiales tenemos varios casos:
Funcion constante:

cuando en el polinomio

P(x)=ax"+a, x""'+..+a,x’ +ax+a,

todos los coeficientes de x valen cero, tenemos la funcién constante®.

f() = ag
También es posible expresar esta funcion como
f&) =k

Df =R  (El dominio es el conjunto de todos los reales)

Rf = {k} (El rango o contradominio lo compone el valor k)

f(x)=k
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Ejemplo: la grafica de la funcién f(x) = 2

Funcion lineal

Cuando en el polinomio

n

P(x)=a,x"+a, x"'+..+a,x>+ax+a,
todos los coeficientes de x valen cero, excepto para ay # 0y a; # 0 tenemos la
funcion lineal®:

f(x) = a1x + ay.
Esta funcion también puede escribirse como

fx)=mx+b

Donde m representa la pendiente (grado de inclinacién) de la recta y b la ordenada
en el origen.
Para este tipo de funciones el dominio y rango esta en todos los reales R.

Df = R, o en forma de intervalo (—oo, )

Rf =R, o en forma de intervalo (—oo, )
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w0 w <0

Recordemos que la pendiente m, representa la razén de cambio de y respecto de x.

Ay
m_Ax

Ejemplo: obtener la grafica de la funcion y = %x +1

De la formula y = mx + b se puede identificar que m = § y b=1.

Conociendo dos puntos se traza la grafica de una funcién lineal, pues basta unirlos a

través de una recta que puede extenderse en ambos sentidos.

. 2 . . .
La pendiente m = 3, nos indica que por cada 3 unidades que nos desplacemos en la

direcciéon x, también nos desplazaremos 2 unidades en la direccién y. Conociendo

b=1, tenemos un punto de la gréfica (0,1).
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A partir de (0,1) nos desplazamos, 3 unidades en x, 2 unidades en y llegando al
punto (3,3). Dichos puntos se unen con una recta y se obtiene la gréfica

correspondiente.

Nota: si la pendiente es negativa un desplazamiento es positivo y el otro negativo.

Ejemplo: obtener la grafica de la funcion y = —%x +3

Como la pendiente es negativa, se tiene que por cada 2 unidades que nos
desplacemos en la direcciéon positiva de x, habra una unidad de desplazamiento en
la direccion negativa de y.

Esto nos permite obtener del punto (0,3) otro punto de coordenadas (2,2) y trazar una

recta para obtener la grafica correspondiente.

Funcion identidad

La funcién identidad es un caso particular de la funcién lineal y = mx + b que surge
cuando m = 7 y b = 0. Por lo que resulta la funcién f(x) = x.® También expresada
como y = x.

Como toda funcién polinomial, el dominio y rango lo conforman el conjunto de los

numeros reales.
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La gréfica de la funcién identidad es una recta con una inclinacién de 45°.

Funcion cuadratica

Esta funcién es de la forma f(x) = ax? + bx + c y representa una pardbola concava
hacia arriba o hacia abajo, dependiente del signo que tenga el coeficiente del

término cuadratico®.

a0

V(hk)

20
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Las coordenadas (h,k) del vértice de una parabola, se pueden obtener utilizando las

siguientes férmulas, tomando como base la forma general f(x) = ax? + bx + ¢

b= b L= 4ac — b?
- 2a  4a
Dominio: Df= R para las dos graficas
Rango:
_h2
Rf = [%, 00) céncava hacia arriba
_h2
Rf = [—oo, 2222 ] concava hacia abajo

Ejemplo: obtener la grafica de la funcién y = x* — 4x + 3 y determinar el dominio y

el rango.

Observamos los valores que tienen los coeficientes en la funcién dada y tenemos:

a=1, b=—-4 y ¢ = 3. Con estos valores calculamos las coordenadas del vértice:
b (=4 _
2 2(1)
. dac— b2 4B - (-4 12-16
" 4a 4(1) 4

Asi que las coordenadas V(h,k)=(2,-1).

Por otro lado, vemos que el coeficiente del término cuadrético es positivo a=1, por
lo que la parabola abre hacia arriba.

Dominio=R 0 x € (—0o0, )

Contradominio y €[-1,00)

Tabulando algunos valores para x, se obtiene:
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La gréfica es la siguiente:

Funcion potencia

Esta funcién tiene la forma f(x) = x™ donde n es un entero positivo’.

El dominio son todos los reales: x € (—oo, 00)

El rango es [0, o) si n es par. El rango es (—, ) cuando n es impar

para f(x) = x™ cuandon =1,2,3,4,5,6

-+
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De acuerdo con las gréficas, se puede observar que cuando n es par, la funcién
= x™ serd ida a | ibola y = x? imétri to al eje Y
f(x) = x™ sera muy parecida a la parabola y = x?, es simétrica respecto al eje Y, y

cuando n es impar serd semejante a la grafica de y = x3, es simétrica respecto del

origen.

1 e
Para f(x) = x™ cuando el exponente es —y n es entero positivo

Cuando n es igual a 2 se tiene la funcion raiz cuadrada
y = x1/2 = \x
El dominio para esta funcién es [0,).

Para valores pares: 4,6,8... sus graficas son semejantes a la de la raiz cuadrada.

. . .z . Sl 3
Cuando n es igual a 3 se tiene la funcién raiz cibica y = x1/3 = Y/x

El dominio para esta funcién son los reales (-0, o).

Para valores impares: 5,7,9... sus graficas son semejantes a la de la raiz cibica.
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A

v

Para f(x) = x™ cuandon = —1

. ., , _ 1
Cuando n = —1 se obtiene la funcién reciproca f(x) = x7* = -

El dominio son todos los reales excepto para 0.

Su grafica es una hipérbola teniendo como asintotas los ejes de coordenadas.

60
40

20

T T T
032 0.4 05

Funcion racional fraccionaria

También conocidas como funciones racionales, se caracterizan por expresarse como
el cociente de dos polinomios®
f =2
O(x)
donde Py Q son polinomios y Q(x) # 0.
El dominio para este tipo de funciones lo forman todos los valores de x, tales que

Q(x) # 0.

La siguiente es un ejemplo de funcion algebraica racional:

41 .
CONALEP MICHOACAN




YJ\BN [ANALISIS DE VARIABLES DEPENDIENTES]

X +2x+4

f@=""=

El valor de x que vuelve 0 al denominador, representa una asintota vertical (recta a la
cual tiende a tocar la gréfica, sin llegar a tocarla). Es decir, six —2 = 0, despejando
x=2.

En esta grafica se observa una asintota vertical cuya ecuacién es x = 2. La gréfica

tiende a tocar dicha asintota conforme x se acerca al valor 2.

2000+

1000+

T T T T
14 16 18 \i 0 22 24 26 28

- 1000+

~2000+

En la siguiente funcién el valor de x que hace 0 al denominador, es cuando
x +3 =0 despejando, x = -3
x+1

x+3

g(x)=

200

‘J L 100

T T T T T

-45 -4 -35 -3(7-2,5 2
X

- -100

- -200

Esta grafica tiene una asintota cuya ecuacién es x = -3. Cuando x se aproxima a -3

los valores de la funcién crecen hacia el infinito de manera positiva y negativamente.

42 .
CONALEP MICHOACAN




YJ\BN [ANALISIS DE VARIABLES DEPENDIENTES]

Finalmente, en la siguiente gréfica se observa una asintota que coincide con el eje y.

3
y==
X

500

400

300

200

100

02 06 -04 020

Funciones trascendentes

0z 0.4 0é 03

Las funciones trascendentes son aquellas que no son algebraicas. Estas son las

trigonométricas directas e inversas, logaritmicas y exponenciales.

Algunos ejemplos de ellas son:

f(x) = senx

f(x) — ta1;3x
f(x) =2%
flx) = e
f(x) = Inx?

f(x) = arccos3x

trigonométrica

trigonométrica

exponencial

exponencial

logaritmica

trigonométrica inversa
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Funciones trigonométricas*®

Otro tipo de funciones llamadas transcendentes”, de las que unas de las mads
importantes son las funciones trigonométricas que son muy importantes en ciencias
fisicas, ya que ayudan a describir el movimiento de tipo periédico, como el

ondulatorio.

Las principales funciones trigonométricas son seno, coseno y tangente, a partir de

estas se definen otras, las mds importantes son cosecante, secante y cotangente.

Es importante recordar que las funciones trigonométricas se aplican a los angulos

agudos en tridangulos rectangulos.

Aqui utilizaremos la definicion de las funciones trigonométricas a partir de la

relacién entre sus lados, pero también se pueden definir mediante series® .

Definiciones de las funciones trigonométricas

Considere el AABC rectangulo en C, designemos 6 el dngulo interior del vértice B.

A

b
Hipotenusa

Cateto
opuesto

—|0(=90°

Cc Cateto a
adyacente

La funcién seno de un angulo 6, la abreviamos sen 6. Es la razén entre el cateto

opuesto y la hipotenusa.
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Cateto opuesto
sen g =

Hipotenusa

sen g =

La funcién coseno de un angulo 6, la abreviamos cos 6. Es la razén entre el cateto
adyacente y la hipotenusa.

Cateto adyacente
cos 8 =

Hipotenusa

a
cos 9 = —
c

La funcién tangente de un angulo 6, la abreviamos tan 6. Es la razén entre el cateto
opuesto y el cateto adyacente.

Cateto opuesto
tan 6 =

Cateto adyacente

tan @ = —
a

A partir de estas tres funciones definimos sus reciprocas, cabe recordar que son

reciprocas si su producto es igual a uno.

La funcién cosecante de un dngulo 8, la abreviamos csc. Es la razén entre la
hipotenusa y el cateto opuesto.

Hipotenusa
csc O =
Cateto opuesto
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Q—C
CSsC —b

La funcién secante de un angulo 8, la abreviamos sec8. Es la razén entre la

hipotenusa y el cateto adyacente.

Hipotenusa

sec =
Cateto adyacente

sec O =

La funcién cotangente de un angulo 8, la abreviamos cot8. Es la razén entre el

cateto adyacente y el cateto opuesto.

Cateto adyacente

cot 8 =
Cateto opuesto

to a
co = -
b
Resumen de las funciones trigonométricas:
FUNCION RECIPROCA
Cateto opuesto Hipotenusa
sen @ = - cscO =
Hipotenusa Cateto opuesto
Cateto adyacente Hipotenusa
cosf = - secl =
Hipotenusa Cateto adyacente
Cateto opuesto Cateto adyacente
tanf = Cot 8 =
Cateto adyacente Cateto opuesto
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Funcién exponencial®®

Definicion: se llama funcién exponencial a la funcién f definida por
f(x) =b* b >0, b+1
donde b es llamada base y el exponente x € R .

Ejemplos de este tipo de funciones son:

F =5, 160 = (3) f0) = 36

Usaremos una base O<b<1 y daremos diferentes valores arbitrarios a la variable
independiente x, para obtener una tabla de valores y para trazar el lugar geométrico

de la funcion.

Enestecasobz% y —3<x<3.

x 1\*
f@=(3)

- 8

3

- 4

2

- 2

1

0 1

1 1
2

2 1 6
4 4 3 -2 -1 0 1 2 3 4

3 1
8 2

Esta grafica muestra que la funcién es decreciente
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En la gréfica de la funcién f(x) = (3)* observe que b>1, analoga a la funciéon

anterior damos valores arbitrarios a la variable independiente x para obtener su

gréfica.
[ fw=0r )

-3 0.03703

5.
-2 0.11111

4-
-1 0.33333

3-
0 1

24
1 3

1

0
3 27 5 4 3 2 Kl 0 1 2 3 4 5

Esta grafica muestra que la funcién es creciente

En la siguiente grafica se muestran las funciones f(x) = G)x y f(x) = (3)*, observe

que ambas pasan por el punto (0,1).

)

0,1)
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X

f@=(5) v =0

Ejemplo:
México cuenta con una poblacién de 117 millones de habitantes, se calcula que

aumentara al triple en 20 anos. Suponga que tenemos la misma tasa de crecimiento,

;qué poblacién tendremos en 10 anos, a partir de ahora?
Usaremos el modelo de crecimiento del tiempo de triplicacion
P = P,3'/e
PO es la poblacién inicial de 117 millones
t es el tiempo al que deseamos hacer el célculo t=10 afos

c estimacion aproximada de crecimiento

Sustituyendo:

P =117 (310/20) ~ 202.64 millones de habitantes

P (MILLONES)

ANOS
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Propiedades® de f(x) = b*, b >0, b # 1.

a) Si O<b<1, los valores de la variable x aumentan y los de f(x) disminuyen,
por lo tanto la funcién es decreciente.
b) Si b>1, cuando aumentan los valores de la variable x aumentan los de f(x), por
lo tanto la funcién es creciente.
c) En ambas gréficas cuando el exponente es cero f(0) = 1, es decir, cortan al eje
de las ordenadas en uno, su coordenada es (0,1).
d) El dominio de f es el conjunto de todos los nimeros reales positivos esto es
x € (—o0,), note que en ambos casos la grafica se acerca al eje de las abscisas X
pero no lo toca, en este caso el eje X es una asintota.
e) Las graficas son continuas, es decir, no dan saltos o tienen huecos.
f) Para cada valor de X existe uno y solo uno de f(x), estas funciones se llaman uno
a uno, lo que implica que tienen una funcién inversa llamada funcién logaritmica
la cual analizaremos mas adelante.

g) El rango o contradominio son las y € (0, o).

l@eo0o GeoGebra (2) 3
A ° * O . . . e ad
%7 b ad /7 /.'/7 ‘If\"? ®7 ‘2;7 .{‘7 N ABCV HET|| \i -u-‘J
-_b Vista Algebraica [x] » vista Grafica ) Bﬂ E
= Funcién
2 f(x) = (%)
1
2 glx) = (E)
3 hix) = G)
2 i(x) = (%)
e
2 j(x) = — (—)
: " 1 14
@ kix) = — G)
e
@ I(x) = — (E) N
x 2 1 0 1
2 m(x) = (%)
Entrada: ERN | .
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Funciones exponenciales graficadas con el programa Geogebra

Dominio y contradominio

Respecto de las gréficas anteriores podemos concluir que la funcién exponencial

f(x) = b* para b>0, b# 1 cumple con:
a) El dominio, es decir, los valores que puede tomar la variable independiente x, es el
conjunto de los niimeros reales, esto es x € (—oo, )

b) El rango o contradomio es el intervalo abierto y € (0, o)

Representacion grafica

Al comparar las gréficas del tipo f(x) = b*, se puede observar que ambas pasan por

(0,1). Cuando O<b<T1 la grafica es decreciente, y cuando b>1 la grafica es creciente.

0.2 -0.2

f(x) = b*parab>1 f(x) =b*para 0<b<1

Surge la pregunta, ;qué pasara con las graficas de las funciones exponenciales si
sumamos o restamos una constante?

Para responder a la pregunta observemos las graficas de las funciones exponenciales

fx) = G)x y f(x) = (3)* y sumemos uno a cada una para observar que sucede.
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Con f(x) = G)x +1 y f(x) =(3)*+ 1 grafica construyendo una tabla de valores,

observa que si x=0, f(x)=2.

f(x) )

X X

T o1 3 %

fo=(2) +1 £(x) = (3)%+1

2

Las graficas se desplazaron hacia arriba una unidad respecto del punto (0,1).

)

I CEY

X
Si restamos una constante a las funciones exponenciales f(x) = G) y f(x)=(3)*

tenemos f(x) = (%)x -1 vy f(x) =(3)*—1, note que las graficas bajan una

unidad respecto a (0,1).

1

f=() -1y re=0@>-1

2
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Concluimos que al sumar o restar, las graficas suben o bajan respectivamente las

unidades agregadas o restadas.

En matemadticas hay un ndmero irracional'® muy importante que puede ser base de la
funcion exponencial, dicho nimero es e que tiene un valor aproximado:

e =~ 2.71828182845904523536028747135266249775724709369995 ...
este nimero es llamado niimero de Euler o constante de Napier.
La funcién exponencial con base e recibe el nombre de funcién exponencial
natural® :

f(x) =e* obien y=¢e*

es comun que se le llame simplemente funcion exponencial.

Dado que la base es 2<e<3 la gréfica de la funcién exponencial natural se encuentra

entre las gréficas de f(x)=2" y f(x)=3* como se observa en la siguiente gréfica:

Funcién natural y = e* comparada cony = 2*¥ y y =3*%
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Funcién logaritmica®®

Sea a>0 con a# 1, la funcién logaritmica con base a, cuya notacién es log, se
define

log,x=y e a¥=x

asi, log, x es el exponente al que se debe elevar la base a para obtener x, log, x se

lee logaritmo base a de x.

Forma logaritmica Forma exponencial
Exponente Exponente
v
log,x =y a¥ =x
Base Base
Forma logaritmica Forma exponencial
logy0 1000 = 3 10% = 1000
log, 16 = 4 2* =16
l ( 1 ) —_3 3-3 — 1 1
%83\27) = T3 27
log;, 100 = 2 102 = 100
log, 64 = 3 43 = 64
log, b =x a*=»b
logs 125 =3 53 =125

Para practicar:
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Pasa de la forma logaritmica a la exponencial y viceversa, utiliza calculadora

cientifica para elevar.

Forma logaritmica Forma exponencial
logs1 =0
5% =125
logs 3125 =5
5* = 625
logs; 125 =3
56 =15625
logs 25 =2

Cuando la base usada en los logaritmos es 10 se llaman logaritmos comunes y se

denotan log,, 0 solo log, observa en tu calculadora generalmente es la tecla log.

Propiedades de los logaritmos'*

1. log, 1 =0 esto es porque a® =1

2. log,a =1 esto es porque a® = a

3. log,a* =x y al°* = x propiedades inversas
4

. Silog,x =log,y entoncesx =1y propiedad uno a uno

Ejemplos:
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a) Aplicando la propiedad 1, logg 1 = 0 porque 6° =1

b) Aplicando la propiedad 2, log\/gx/g =1 porque V5 =5

Funcién logaritmica natural

Si la base de los logaritmos es la constante e, se denota In x, se lee logaritmo natural

de x. La funcién logaritmica natural esta definida por
f(x) =log,x =Inx, x>0

esto implica que la funcién logaritmica natural y la funcién exponencial son

inversas®'

f(x)=eAx

1 g(x)=In x

Funciones f(x) = e*y g(x) =Inx

Las funciones f(x) =e* y g(x) =Inx son inversas, por lo que sus graficas son

reflexiones respecto de la recta y = x.
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La grafica siguiente muestra el dominio y contradominio de la funcién logaritmo
natural In. El dominio de la funcion son las x € (0, ) , lo que significa que no existe
el logaritmo de cero ni de nimeros negativos. El contradominio son las y € (—o0, ).
La funcién es creciente. El logaritmo de 1 es O por lo que afirmamos que la gréfica

pasa por (1,0).

Gréficade lnx

Teoremas de logaritmos aplicados a cualquier sistema de logaritmos

Teorema 1: log, MN = log, M + log, N
Teorema 2: logb% =log, M —log, N
Teorema 3: log, M™ = nlog, M

Teorema 4: log, VM = %logb M

La grafica siguiente muestra la familia de las funciones log, x para b=2,3,4,5 y 10,

observe que todas pasan por el punto de coordenadas (1,0).
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Operaciones con logaritmos

En los siguientes ejemplos se aplican las propiedades y teoremas sobre logaritmos,

puedes comprobar su veracidad con ayuda de la calculadora cientifica.

a) log 15=log (3x5)=log 3 + log 5
b) log =% — 1og 1000000 — log 100 = 6 — 2 = 4

100

c) log10° =5log10=5(1) =5

d) log ¥/1000000 = %log 1000000 = g(e) =3

Funcién creciente y decreciente

Otra manera de clasificar las funciones es de acuerdo con su monotonia.”
Una funcién f(x) es creciente en un intervalo /, si para cualquier par de valores

X1, X5, pertenecientes al intervalo /, tal que x; < x,, se tiene f(x;) < f(x3).

Ejemplo: sea la funcién: f(x)=x"en el intervalo [0,4], tomemos los puntos x=2 y

x=3.
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x; < x, esdecir, X, =2<x,=3
f@=@2)?=4
f@=@3)?=9

f(2) < f(3) esdecir, 4<9

Por lo tanto la funcién es creciente del punto 2 al 3.

T T T T T T T 1
1] 1 2 3 4
x

Una funcién f(x) es decreciente en un intervalo /, si para cualquier par de valores x;,

X,, pertenecientes al intervalo /, tal que x; < x,, se tiene f(x;) > f(x,).

Ejemplo 19. Sea la funcién: £(x) = x? en el intervalo [-4,0], tomemos los puntos x=-

3y x=-2.
x; < x, esdecir, que x; = -3 <x, =-2
f(=3)=(=3)?*=9
f(=2)=(-2)*=4

f(=3) > f(=2) esdecir, 9> 4

Se cumple que f(x;) > f(x,) por lo tanto la funcién es decreciente.
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Funcion par

Si en una funcién se sustituye la variable x por su simétrico —x y se cumple

f(=x) = f(x)

se dice que la funcién es par’**.

Ejemplo: verificar si la funcion f(x) = 3x? es par o impar
Se sustituye x por —=x

f(=x) =3(—x)? = 3x

Como se cumple que f(—x) = f(x), entonces es una funcién par.

Funcién impar

Si en una funcién se sustituye la variable x por su simétrico —-x y se cumple

f(=x) = —f(x)

se dice que la funcion es impar®’

Ejemplo: verificar si la funcion f(x) = x3 es par o impar
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Se sustituye x por —=x
f(=x) = (=x)° = =3x*

Como se cumple que f(—x) = —f(x), entonces es una funcién impar.

Ejemplo: verificar si la funcion f(x) = x* + 3x3 + 2x es par o impar

Se sustituye x por —=x
f(=x) = (—0)*+3(—x)* + 2(—x) = x* — 3x3 — 2x
Podemos ver que como f(—x) # f(x)la funcién no es par.
Por otro lado, para que la funcién sea impar se debe cumplir la condicién de que
f(=%) = —f (%) pero
—f(x) = —x* = 3x3 — 2xyf(—x) = x* — 3x3 — 2x
Dado que f(—x) # —f(x) la funcién no es impar.

Esta funcién no es impar, ni par.

De lo anterior se concluye:
La grafica de una funcién par es simétrica con respecto al eje Y.
La grafica de una funcién impar es simétrica con respecto al origen.

Hay funciones que no son pares ni impares.
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Funcion Par Funcion Impar
4 8

Nota: hasta aqui solo se ha hablado de algunas funciones que se presentan durante
el estudio del célculo. Sin embargo, es importante sefialar que existe una gran
cantidad de funciones que sera conveniente investigar, tales como la funcion
escalonada que se utiliza en los estacionamientos cuando nos cobran por hora o

fraccion, la funcion definida por intervalos, la funcion signo, entre otras.

1.6. Calculo de funciones

Se puede combinar, una funcién f con otra funcién h a través de las operaciones
aritméticas: suma, resta, multiplicacion y division. Las cuales se pueden definir de la
siguiente manera:”

Sean las funciones f y h,

Suma: (f+hx=f()+fh)

Resta: (f —hmx=f(x)—fh)
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Multiplicacion: (fh)x = f(x)f(h)

Division: (H)x= % donde f(h) # 0

El dominio de estas nuevas funciones f + h,f —h,fhy £ es la interseccion del

dominio f con el dominio h.

A continuacion veremos algunas operaciones con funciones.

Sumas de funciones

Ejemplo: dadas las funciones: f(x)=8x+1 y la funcién: g(x)=-5x’+2 calcular

r(x)=f(x)+g(x)

Primero podemos sustituir cada uno de los sumandos de la funcion propuesta de la
siguiente manera:

r(x)=f(x)+g(x)

r(x) = (8x+1)+(=5x> +2).
Lo segundo seria realizar la suma de los dos términos, esto se realiza primeramente
eliminando los paréntesis que agrupan cada una de las funciones. Recuerde que para
concretar este proceso se debe considerar el signo que antecede al paréntesis, es
decir: si el sigo que estd antes del primer paréntesis es positivo, se dice mas por
menos y el resultado de esta operaciéon de signos lo colocamos antes del término
considerado. Para nuestro caso, como en el primer grupo de términos no contiene
signo, se asume que este es positivo, es decir:

r(x)=f(x)+g(x)=+1(x)+g(x)
Ahora bien, el resultado de suprimir el primer paréntesis sera entonces:

+(8x+1)=+(+8x+1)=4+8x+1=8x+1

Para el segundo término tendremos:
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H=5x" +2) =H=5x" )+ (+2) ==5x" +2
De manera que suprimiendo los paréntesis de ambas funciones (o de cada grupo de
términos) tendremos:

r(x)=(8x+1)+(=5x" +2) =8x+1-5x" +2
El siguiente paso en el desarrollo de la suma, serd agrupar los términos semejantes,
que para nuestro caso solo tenemos los nimeros +1y +2:

r(x)=8x+1-5x" +2=8x—5x" +1+2=8x—5x"+3

Finalmente, como una manera ordenada de presentar el resultado, podemos ordenar
los términos, comenzando con los exponentes de mayor a menor, para finalmente
colocar los términos numéricos. Recuerde que este acomodo debe respetar el signo
de cada término como se observa en el acomodo del término -5x’.

r(x)=8x—5x" +3=-5x" +8x+3

r(x)=8x+1-5x" +2=8x—5x" +1+2=8x—5x"+3
Siendo el resultado final:

r(x)==5x"+8x+3

Resta de funciones

Dadas las funciones f(x)=3x+1 y la funcién g(x)=-2+6x ; calcular:

r(x)=f(x)-g(x)

Al igual que se hizo en la suma, lo primero que podemos realizar es sustituir cada
una de las funciones por sus valores correspondientes:

r(x)=f(x)—g(x)

r(x)=Bx+1)—(-2+6x).
Después, se eliminan los paréntesis que agrupan cada uno de los valores de las

funciones. Para este caso, igual que la suma, se debe considerar el signo que

64 .
CONALEP MICHOACAN




YJ\BN [ANALISIS DE VARIABLES DEPENDIENTES]

antecede al paréntesis, es decir, si el sigo que esta antes del primer paréntesis es

positivo; lo cual no cambia el signo de los términos de la primer funcion:
f(x)=0Cx+1)=3x+1

Ahora, la manipulacién del segundo término conlleva a considerar el signo negativo

que antecede a la funcion, lo cual, al aplicar la ley de los signos, cambia cada uno

de los signos de cada uno de los términos, como se muestra:

—g(x)=—(-2+6x)=—(-2)—(+6x) =+2 - 6x

Asi que finalmente, la resta se puede realizar en realidad como una suma, es decir;
agrupando cada uno de los términos semejantes, solo que antes de hacer esto, es
necesario considerar el resultado de las operaciones con los signos, en particular con
la funcion a la que le antecede el signo negativo. Asi, para este caso en particular

tendremos:

f(x)—g(x)=Cx+1)—(-2+6x)=3x+1+2—-6x
f(x)—g(x)=3x+14+2—-6x=-3x+3
r(x)=-3x+3

Que es el resultado final.

Producto de funciones

Dadas las funciones f(x)=2x+6 y la funcién g(x)=-2x"+8x—1; calcular

R(x)= f(x)xg(x)

Realizar el producto de dos funciones diferentes, conlleva al proceso de realizar el
producto mismo de sus valores, es decir que para este caso propuesto tendremos el

producto de los polinomios indicados:

R(x)= f(x)xg(x) =(2x+6)(—2x" +8x—1)
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Lo cual se lleva a cabo multiplicando cada uno de los términos algebraicos del

primer factor por los del segundo, es decir:

R(x)=(2x+6)(—2x" +8x—1) = (2x)(-2x" +8x—1)+(6)(-2x" +8x—1)

R(x) =(—4x> +16x7 —2x ) +(—12x" +48x —6) = —4x’ +16x” —2x—12x" +48x—6
R(x)=—4x’ +16x" —2x—12x" +48x— 6 =—4x’ +4x* +46x—6

Siendo este Gltimo el resultado final.

Cociente o division de funciones

JS(x)
g(x)

Dadas las funciones f(x)=2x+6 y g(x)=-2x"+8x—2; calcular R(x)=
Lo primero que debe realizarse, es la sustituciéon de los valores de las funciones en el
cociente propiamente dicho. Esto se expresa:

R(x)=f(x)= 22x+6
g(x) —2x"+8x-2

Este puede ser ya el resultado de la divisiéon, sin embargo, una manipulacién
algebraica puede exhibir un resultado mas sintetizado:

fx)  2x+6 (2)(x+3) . x+3

R(x) = = = =
) g 2 +8x-2 (2)(-l+4x—1) -lx’+4x-1

De esta manera, tendremos como resultado final:

x+3

R(x)=—F——
) —x” +4x -1

Como puede observarse, realizar esta operacion conlleva a la division a su vez de

dos cocientes. Esta operacién puede realizarse con el método de los productos
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cruzados, o bien, una vez acomodados en un divisor principal, realizando la ley de

la herradura.

No hay que perder de vista que en el desarrollo de las divisiones y multiplicaciones,

se deben considerar los signos para aplicar precisamente la ley de los signos.
Potencia de funciones

Elevar a la potencia 3 la funcién: f(x)=3x+2
Elevar a una potencia equivale a multiplicar por ella misma el nimero de veces que
la potencia lo indique. Para este caso, elevar al cubo esta funcién equivale a

multiplicarla por si misma tres veces, es decir:
3 3
(f(0) =(3x+2)
El desarrollo de este producto equivale a realizar el producto:
(3x+2) = (3x+2)(3x+2)(3x+2)

Para llevar un proceso similar al del producto (que ya hemos descrito), la
potenciacion puede realizarse primeramente con el producto de 2 de los factores vy el

resultado de nueva cuenta por el factor mismo; es decir:

(3x+2) =[(3x+2)(3x+2) | (3x+2) = (95" +12x+4)(3x+2)
El desarrollo de estos dos nuevos factores serd entonces:
(9% +12x+4)(3x+2) =27x +54x° +36x +8

Teniendo entonces como resultado:

(f(x)) =27x" +54x* +36x+8

Composicion de funciones
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La composicion de funciones es otra operacion entre funciones que se basa en

aplicar una funcién en otra en un orden determinado, dicho resultado es también

una funcion®*?’.

Dadas dos funciones f'y g , se Ilama funcién compuesta f°g a la funcion definida de

la siguiente forma:

(feg)(x) = f(g(x)

Se lee: "f composicién de g" o también "f segida de g"
@ : Q : @
e s

El dominio de f°g es el conjunto de toda x del dominio de g, tal que g(x) esta en el

dominio de f.

La funcién composicion tiene las siguientes propiedades:
f°(g°h) = (f°g)°h (asociativa)

f°g # g°f (no es conmutativa)

Dadas las funciones f(x) = x + 1y g(x) = x?, determinar :

f°9, 9°f, °f,° 9°9

fog=rf(g)=fx»H=x2+1
9°f=9(f(x)=gx+1)=(@x+12=x*+2x+1
ffr=ff@)=fax+D =+ +1=x+2
9°9 = 9(g(®) = g(x») = (()?)?* = x*
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Dadas las funciones f(x) = 2x? + 6 y g(x) = 7x + 2, determinar:
f°9, 9°f, f°f.° g°g-

fog=rf(g)=fTx+2)=2(7x+2)2+6=2(49x? +28x+4) + 6
= 98x2 4+ 56x + 8+ 6 = 98x2 + 56x14

9°f =9 (x) =g2x?>+6)=702x%>+6) +2 = 14x? + 42 + 20 = 14x% + 44

fof =f(f(x)) = f(2x2 +6) = 2(2x% + 6)2 + 6 = 2(4x* + 24x2 + 36) + 6
= 8x* +48x%2 + 72+ 6 = 8x* + 48x% + 78

9°9=9(g(x)=g(Tx+2)=7(Tx+2)+2=49x + 14+ 2 = 49x + 16

1.7. Modelacion de funciones

Ejemplos:
1. Un terreno rectangular tiene un perimetro de 80 m. Se desea expresar el area en

funcion del lado mas largo (base)

Un buen comienzo para el planteamiento de este problema, es realizar un dibujo
que represente lo mas posible al problema planteado, con todas las representaciones
de sus variables. De esta manera, podemos expresar en un bosquejo un dibujo como

el siguiente:
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1ln

perimetra=30 m

A A

De acuerdo a la figura, podemos expresar el drea del rectangulo en funcién de la
base o de la altura, es decir:
A(b,h)=bxh

Por otro lado, un calculo que puede ser también (til es la funcién del perimetro, que
se escribiria:

P(b,h)=(b+b)+(h+h)=2b+2h
Como conocemos el valor del perimetro, podemos sustituirlo en la expresion anterior
de manera que

P(b,h)=80m=2b+2h
Que podemos expresar como

80m=2b+2h
Esta es ya una ecuacion, pues sus valores estan en funcion de un valor en particular,
de hecho, puede expresarse de manera mas sintetizada como

40m=>b+h
Podemos despejar de esta ecuacion, la variable altura (h), para de esta manera tener
la ecuacién en funcion de la base (b), es decir:

h=40m-b
Sustituyendo esta variable en la funcién del area tendremos:

A(b,h) =bxh=bx(40m—b)

70 .
CONALEP MICHOACAN




YJ\BN [ANALISIS DE VARIABLES DEPENDIENTES]

Lo cual nos deja una expresion en funcion de una sola variable:
A(b) =bx(40m—b)=(40m)(b)-b’

Y que es la funcién pedida.

2. ;Co6mo se puede expresar el area de un triangulo equilatero como funcién de la

longitud x de uno de sus lados?

Al igual que en el problema anterior, un buen comienzo puede ser una

representacion del problema. Asi, un dibujo del triangulo ayudaria:

1cm

b | =
b | =

Como puede observarse, la figura muestra la representacién de un tridngulo
equilatero, esto es, con cada uno de sus lados iguales. La altura de esta parte de la
mitad del lado considerado como base (por ser un tridngulo rectdngulo), de ahi que
la base se divide en dos partes iguales a partir de la altura, que es una recta
perpendicular a la base.

Comenzando con el andlisis de la figura, tenemos que el area del rectangulo sera:

A(b,h):%

Como sabemos, la base puede sustituirse por el valor de la base, es decir:
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Por lo que puede observarse, debemos encontrar una expresién que vincule la
variable h con la variable x. Una manera de expresar lo anterior es considerando uno

de los triangulos rectangulo en los que se ha dividido el triangulo equilatero.

la

x 1 x
2 > X

En el triangulo mencionado, podemos expresar que por teorema de Pitagoras:

Despejando la variable h:

Que es una férmula que contiene solamente a la variable x. Por tanto, podemos

sustituir esta férmula en la funcién que expresa el area del tridngulo:

Que es la férmula pedida.

3. Se desea fabricar una caja sin tapa con una lamina de cartén cuadrada cuyos
lados midan 12cm. Encontrar una expresion del volumen que contendrd la caja en

funcion de cuatro recortes cuadrados que se realizardn en cada una de las esquinas

Un dibujo que represente el planteamiento del texto anterior puede ser similar al

siguiente:
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1lecm

12cm

Como puede observarse, la hoja de cartén tiene los recortes descritos, por lo que una

funcion que nos indique la base de la caja se expresaria como
b(x)=(12em—2x)(12cm—2x)
Puesto que el cuadro que haria las veces de base tiene como lado el valor de

12¢m —2x, como se muestra en la siguiente figura:
len

L3

x

*

T

Como puede observarse, el valor de la altura de la caja sera entonces de x, por lo
que el volumen total de la caja puede expresarse como el producto de la base por la

altura, es decir:
b(x)xh(x) = (12cm—2x)(12em—2x)(x)
Desarrollando el producto y agrupando términos semejantes, tendriamos:
Vix)= 4x(x—6cm)2

Que es la funcién pedida.
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1.8. Problemario

1. Analiza cada uno de los siguientes diagramas e identifica si corresponden a una
funcion o relacion:

?

2. Analiza cada uno de los siguientes conjuntos de pares ordenados, indicando si

I it

corresponde a una funcién o relacién:
a) A{(l,l),(2, 2),(3,3),(4, 4)}

b) F {(l, -1),(1,-2),(0,—4),(0,0), (3, 3)}
C) T{(S, 8),(3,2),(—1,-1),(0, 4)}

d) D{(O, 4),(0,-1),(0,-2),(0, —3)}

3. Estudia cada una de las siguientes graficas e identifica si corresponde a una

funcion o relacioén:
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a)

4. Calcula el dominio de las siguientes funciones:

a)g(x)=+x-1

3
b)f(x)= 5
c)g(x)=3x+2

2
d)f(x)= E

5. Grafica las siguientes funciones:
a)f(x)=4x-2
b) f(x)=2x"

e)g(x)=x-1

6. Relaciona ambas columnas, indicando dentro del paréntesis la literal que le

corresponda:

LC ) f(x)=4rx

2 )f=1-x

3.0 )gln)=x

4( Yf(x)=x"+x-5

S( )=
x+1

6.( ) f(x)=Cos3x’

7.(

) f(x)=~2x+7

a)Funcion lineal

b) Funcioén irracional

¢) Funcion Trigonométrica
d) Funcién constante

e) Funcion cuadratica

/) Funcion racional

g) Funcién identidad
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7. A partir de las funciones f(x)=4x—1, g(x)=3—x, h(x)=x>, r(x)=x+1, realiza las
siguientes operaciones:

a)f(x)+g(x)
b)h(x)+ f(x)
€)g(x)=r(x)
0@
h(x)
e)r(x)gg(x)
8. Un celular de una marca comercial, presenta una forma rectangular como se
muestra en la imagen, con un perimetro de 42cm. Expresa el drea del celular en

funcién de la longitud del lado menor.

9. Un cuaderno profesional tiene un drea de 638cm’. Expresar su perimetro como

funcién de la longitud de uno de sus lados.

10. Una caja de leche de cartén con base y tapa rectangular presenta un area total
de 920cm’. Expresa el volumen de la caja de leche en funcién de los lados de la

tapa.
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1.9. Autoevaluacion

1. Identifica la variable independiente que se encuentra en los siguientes enunciados
de funciones:

a) Area de un cuadrado 4=1/?

b) La energia potencial de un automévil en reposo Ep=mgh

c) El volumen de un cilindro V = nr2h

2. Escribe sobre la linea el tipo de funcién que corresponde a cada una de las
siguientes funciones:

a)f(x)=x+3
b f(x)=2r—-x"
o) f (x)=5x-1

Df)=5"

3. Cudl es el producto de las siguientes funciones f(x)=3x"-4 y g(x)=1-x

4. Determina el dominio de la siguiente funcién: #(r) =’ =36

5. Identifica si corresponde a una relacién o funcién los siguientes pares de
ordenados:

a) (3,1), 4,2), (5,3),(6,4)

b) (0,0), (0,1), (0,-1), (-1,0)

c) (3,4), 4,3),3,2),2,3)

6. Una fotografia presenta un perimetro de 72cm. Expresa el area de la fotografia en

funcién de lado mayor, segtin la imagen presentada.
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7. El drea de un portarretrato corresponde a 1050cm’. Expresa el perimetro como

funcion de uno de sus lados.

1.10. Soluciones del problemario

1. a)Relacion, b)Funcién, c)Funcion, d)Relacién
2. a)Funcion, b)Relacion, c)Funcion, d)Relacion
3. a)Relacién, b)Funcion, ¢) Funcion, d) Funcién

4.a)x>1,b) x#2, c)Todos los R, d) x#5

6. 1d, 2a,3g,4e,5f,6¢,7b
7.
a)3x+2
b)x* +4x-1
c)2—-2x
4x—1
3—x
e)3+2x—x’

d)

8. A(x)=21x—x’

1276 —2h*

9. P(h)=""—

10. ¥(x, ) :xy(230—§)

(b)
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1.11. Solucion de la autoevaluacion

1.a)/, b) m,h, c) h,r

. a) F. lineal ,b)F. cuadratica, c) F. irracional, d) F. racional
. 4+4x+3x7-3x

.r=26

. A) Funcion, B) Relacion, C) Relacion

. A(h)=38h—1’

o U1 B~ W N

7. P(h):¥+2h

1.12. Conclusiones

Es importante comprender el presente capitulo, ya que es uno de los pilares
fundamentales en las matematicas, ademas que te ayudard a entender mejor el
calculo. Ahora bien, en nuestra vida diaria nos enfrentamos a un sinfin de funciones
y relaciones, desde el inicio de nuestra concepcién, ya que debe de haber una
relaciéon con el sexo opuesto para poder existir y finalmente esta en funcién de la
madre en que se diera o no, nuestra existencia; las graficas las vemos reflejadas
como informacién en algunos recibos de cobro, como lo es en el servicio de la luz
eléctrica o del agua potable, ademas de que se requiere su identificacién, para poder
determinar el tipo de funcion o relacién que corresponde. Debes de considerar que
seguiras estudiando las funciones, por lo que se te invita a seguir indagando sobre el

tema, en las diferentes fuentes bibliograficas.

79 .
CONALEP MICHOACAN




YJ\BN [ANALISIS DE VARIABLES DEPENDIENTES]

Referencias

1 Molina Moreno, José Luis & et.al. (2011). México: CONALEPMICH/CIE

*Gozdlez G. Carlos, ET.AL. (2008). Matemdticas: Bachillerato 1. Madrid, Espafa. Editex, S.A.

’ Engler Adriana, ET.AL. (2005). Funciones. Santa Fe, Argentina. Ed. Universidad Nacional Del Litoral.
4 Rodriguez Nufiez, Marisol & et. al.(2011). México: CONALEPMICH

> Engler Adriana, et al. (2010). Funciones. Santa Fe, Argentina: UNL. Recuperado 15 de junio de 2011, de

http://www.google.com.mx/#sclient=psy&hl=es&tbm=bks&source=hp&g=funciones+englert+adriana&aq=f
&aqi=&aql=&oq=&pbx=1&bav=on.2,or.r gc.r pw.&fp=61d914ee0792{9b8&biw=1280&bih=540

® A. Bak Thor,Lichtenberg Jonas (1972). Functions of one several variables. Barcelona: Reverté. Recuperado
15 de junio de 2011, de
http://www.google.com.mx/#sclient=psy&hl=es&tbm=bks&source=hp&g=Functions+oft+one+several+varia
bles+A.+Bak+Thor%2CLichtenberg+Jonas.&aq=f&aqi=&aql=&oq=&pbx=1&bav=on.2,or.r gc.r pw.&fp=6
1d914ee07929b8&biw=1280&bih=540

" Prawda W. Juan (1995). Métodos y modelos de investigacién de operaciones. México: Limusa. Recuparado
15 de junio de 201, de

http:// www.google.com.mx/#sclient=psy&hl=es&tbm=bks&source=hp&q=Prawda+W.+Juan%2CM%C3%A
9todos+y+modelos+det+investigaci%C3%B3n+de+operaciones.M%C3%A9xico:+LImusa+%281995%29&a
g=f&aqi=&aql=&oq=&pbx=1&bav=on.2,or.r gc.r pw.&fp=61d914ee0792{9b8&biw=1280&bih=540

¥ Biografias y Vidas (2011). Leonhard Euler. Biografias y Vidas . Recuparado 15 de junio de 201, de
http://www.biografiasyvidas.com/biografia/e/euler.htm

? Bradley, Robert E. & Sandifer, Charles Edward (2007). Leonhard Euler: life, work and legacy. Netherlands
: Elsevier. Recuparado 15 de junio de 201, de

http://books.google.com.mx/books?id=75vJL Y-
PvsC&pg=PA214&dg=Introduction+to+analysistoft+the+infinite&hl=es&ei=Ax0zTo iHI6NsALz OCaCw
&sa=X&oi=book result&ct=book-

thumbnail&resnum=3&ved=0CDcQ6wEwA g#v=onepage&g=Introduction%20t0%20analysis%200f%20the
%?20infinite& f=false

' Enciclopedia Britanica. Recuperado el 16 de junio de 2011, de
http://www.britannica.com/EBchecked/topic/165066/Peter-Gustav-Lejeune-Dirichlet

' Axioma: proposicion tan obvia, clara y sencilla que se admite sin demostrar.

"2 Hidalgo de la Vega, Maria José, et al. (1988). Historia de la Grecia antigua. Salamanca: Universidad de
Salamanca. Recuperado el 16 de junio de 2011, de
http://books.google.com.mx/books?id=lw8 X TUFXelkC&printsec=frontcover&hl=es&source=gbs ge summ
ary r&cad=0#v=onepage&q&f=false

13 Barradas, Ignacio (2005). Las matemdticas del antiguo Egipto. Buenos Aires: Argenpress. Recuperado el
16 de junio de 2011, de http://www.revistaarabe.com.ar/noticias_matematicas_egipto.asp

' James Holton, Gerald Brush, & Stephen G. (1996). Introduccién a los conceptos y teorias de las ciencias
fisicas. Barcelona: Reverté. Recuperado el 16 de junio de 2011, de
http://books.google.com.mx/books?id=DROIYRS VWoC&printsec=frontcover&hl=es&source=gbs ge sum
mary r&cad=0#v=onepage&q&f=false

80 .
CONALEP MICHOACAN



YJ\BN [ANALISIS DE VARIABLES DEPENDIENTES]

'> G. Furones, Daniel (2011).Biografia de Johann Bernoulli. Astroseti. Recuperado el 17 de junio de 2011, de
http://www.astroseti.org/articulo/4494/biografia-de-johann-bernoulli

' Hairer, Ernst & Wanner, Gerhard (2008). Analysis by Its History. New York: Springer. Recuperado el 17
de junio de 2011, de
http://books.google.com.mx/books?id=Kzp4zPIL8B0C&pg=PR5&dg=Introduction+to+analysis+of+the+infi
nite,Book+I,+trad.+John&hl=es&ei= SEzTtPVOa CsQL287HnCg&sa=X&oi=book result&ct=result&resnu
m=2&ved=0CCOQ6AEwWAQ#v=onepage&q&f=false

7 Albert Dou, Euler. (1993). Métodos de mdximos y minimos. Barcelona: Universidad Autonoma de
Barcelona Recuperado el 17 de junio de 2011, de
http://books.google.com/books?id=amelmrfmwEMC&pg=PA 19&dg=Euler:+institutiones+calculi+differentia
lis&hl=es&ei=3ur2TaWxOoP2tgP-

05szCBw&sa=X&o0i=book result&ct=result&resnum=1&ved=0CCOQ6AEwAA#v=onepage&q=funci%C3%
B3n&f=false

'8 Guerra T. Manuel (1994). Geometria analitica. México: McGraw-Hill

' Juan Manuel Silva & Adriana Lazo (2003). Fundamentos de matemdticas:

dlgebra, trigonometria, geometria analitica y cdlculo. México: Limusa
http://books.google.com.mx/books?id=TyRUwQ4pKLMC&printsec=frontcover&hl=es&source=gbs ge sum
mary r&cad=0#v=onepage&q&f=false

2 De Oteyza Elena. (2006). Conocimientos Fundamentales de Matematicas Calculo diferencial e integral.
México. Pearson

2! Aguilar Marquez Arturo, et.al. (2010). Célculo diferencial e integral. México. Pearson.
2 Z=conjunto de los numeros enteros {...-4,-3,-2,-1,0,1,2,34,...}
** Funcion expresada como el cociente de dos funciones polinomiales P(x)/Q(x) donde Q(x)#0

** () notacién de intervalos abiertos por los dos extremos
% Stewart James. Calculo: Conceptos y Contextos.(2010). México. Cengage Learning

26 Ochoa Hernandez, Silvia & Carrefio Garcia, J. Jesus (2014) Representacién simbdlica y angulas del
entorno. México: CONALEP/CIE

27 Steiner Erich (2003).The Chemistry Maths Book. Espafia: Editorial Reverté, S.A.

28 Linés Escardd(1991). Principios de analisis matematico. Espafia: Editorial Reverté,
S.A.

29 Estrada William, Moreno Vladimir (2005) Colombia: Editorial Norma S.A.

30 James Stewart, Redlin Lothar, et al. (2007) Precélculo: Matematicas para el Calculo.México: Cengage
Learning Editores, S.A.

31 Fleming Walter, Varberg Dale (1991) Algebra y trigonometria con geometria analitica. México:
Prentice-Hall Hispanoamericana, S.A.

*?Mendez Hinojosa Arturo. (2007). Matematicas 4. México. Santillana

Haar R. Bart M. Frontend vision and multi-scale image analysis. (2003). KluwerAcademic Publisher.

81 .
CONALEP MICHOACAN




YJ\BN [ANALISIS DE VARIABLES DEPENDIENTES]

**Fuenlabrada Samuel. Célculo Diferencial. (2008). McGraw Hill Interamericana
> G. Zill Dennis. (1987). Calculo con geometria analitica. México. Grupo Editorial Iberoamérica.
*Fuenlabrada Samuel.(1995) Matemdticas IV Cadlculo Diferencial México: McGraw-Hill

*"Gonzélez G: Carlos, et al.(2008). Matemdticas, 1 Bachillerato. México. Editex

82 .
CONALEP MICHOACAN



/YN [LIMITES DE FUNCIONES]

Capitulo 2: Limites de funciones

1.0

o
N
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2. Introduccion

La idea del Iimite de una funcién es intuitiva, nos refiere hacia donde va, a dénde
llega la funcién al acercarse a un valor determinado.

Es en el siglo XIX aparece el término limite de manera formal por Fourier, Bolzano y
Euler.

Al tratar de explicar los pequenos desplazamientos de un cuerpo en fisica surge este

concepto, y el algebra para describirlo, asi, surge el calculo infinitesimal.

Una definicion practica del concepto de limite' puede ser a partir de una serie de

nameros, esto es: el limite de una sucesion.

Por ejemplo, la sucesion:

1 I 1 1 1 1 1 1
. “T00" " 1000 "

Y

1

/2P A Y B ’ -
2 3 4 5 10 n
Podemos observar que el cociente de las fracciones se va acercando cada vez mas

y mds a un determinado valor:

1,05,03,025,02,....1,...,.01,... .001, ..., 32

El valor al que tiende es cada vez mas pequeio pero no exacto, ya que a medida que
crece el valor de n, el cociente tiende a ser cada vez mas cercano a cero, si hacemos

que n tienda a infinito, el cociente sera cero; es decir:

1
— =0 cuando n —> o
n

1
léase — = 0, cuando n tiende a infinito.
n

Es necesario aclarar que solo podemos colocar el signo de igual, cuando la n tiene
como tendencia una cantidad que es tan cercana como sea posible a la expresada,

infinito, para nuestro caso.
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Por otro lado, si realizamos la misma operacion tratando de expresar una fraccién

cuyo denominador tienda a cero (recuerde que la operacion de cualquier nimero
entre cero no esta definida), ;como podemos expresar el resultado?. Analizando esta
situacion de manera similar a la anterior, podemos comenzar expresando una

sucesion de cocientes, cuyo denominador se vaya haciendo en cada ocasion mds

pequeno:
LI R U S BN S S |
! .9/ .8/"'/5/ ! 1/ /Ol/"'/.OOI/ . '0001/' ./ n
El cociente tomara los valores:
1, 11,125, ...,2,...,10, ...,100, ...,1000, ... 10000, ...., ;o0?

De acuerdo a estos resultados y al proceso de andlisis descrito en el ejemplo
anterior, podemos afirmar que dada la sucesién de fracciones, donde el
denominador de estas se hace cada vez mas pequenio, el resultado de la fraccion uno
entre n cuando n tiende a cero sera infinito.

En otras palabras:

1
— = cuando n—>0
n

Una definicién practica de limite de una funcién nos lleva a situarnos en un
conocimiento elemental y practico del concepto de Iimite, afirmar que f tiende a L

en a, equivale a expresarlo en la ecuacion:
limf(x) =1L
x—-a

Esta definicion se retoma el concepto de funcién y debido a que, la variable n puede
tomar cualquier valor, lo que nos proporciona una evaluacién de la funcién. De
hecho, practicamente la tendencia de la variable es equivalente a tomar su valor,

solo que no se debe olvidar que es un valor tan cercano como sea posible a la
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tendencia, no es igual a ese valor. Por lo que, considerando los ejemplos anteriores,

I N B e
podemos reescribir que la funcion — tiende a cero en infinito de acuerdo a la
n

notacion de limite. Esto es:

1 P oo (1
— =0 cuando n — <0 serd equivalente a escribir: hm(—)z 0
n n—e| pn

De la misma manera, podemos afirmar que

1 . . . (1
— =oo cuando n — 0 serd equivalente a: lim| — |=oo
n n—0 n

Por otro lado, podemos evaluar la funcién con cualquier otro valor definiéndolo

como su limite. De esta manera, cuando de se evalta la funcién anterior en diez,

podemos decir:
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2.1. Limites laterales

Calcularemos el limite de funciones analizando el comportamiento de la variable

independiente y dependiente.

Analicemos la siguiente funcién racional cuya ecuacion es :

5x%2 —3x—2
o) = x—1

para describir su comportamiento es importante observar los valores para los cuales
esta definida.

Su dominio son todos los nimeros reales con excepcién del 1, ya que dicho valor
hace cero el denominador y por lo tanto indeterminada a la funcion.

Pero analicemos que sucede cuando la variable independiente x se acerca a 1 sin

llegar a serlo, desde valores menores que él y valores mayores que él.

Realicemos una tabla de valores donde la funciéon tome valores menores que uno

acercandose por la izquierda y donde la variable x se hacer al uno por la derecha.
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Comencemos acercandonos al valor x = 1 por la izquierda:

x f
0 2
25 3.25
0.5 4.5
0.75 5.75
0.9 6.5
0.99 6.95
0.999 6.995
0.9999 | 6.9995
0.99999 | 6.99995

Se lee: el limite de f(x), cuando x tiende a 1 por la izquierda, es 7, y lo

representamos por el simbolo:

A e =7

Ahora acerquémonos al uno por la derecha:

x f0
2 12
1.75 10.75
1.5 9.5
1.25 8.25
1.1 7.5
1.01 7.05
1.001 7.005
1.0001 7.0005
1.00001 | 7.00005
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Podemos concluir que el Iimite de f(x), cuando x tiende a 1 por la derecha, es 7, y

lo representaremos mediante el simbolo:
lim f(x)=7
Jlim_f(x)

5x2-3x-2

Analizando el numerador de la funcién f(x) = es factorizable de la

siguiente manera:
Gx+2)(x—1)

fGo) = —
reduciendo tenemos:
f(x)=5x+2

Asi :

limxS_))(1+ 2=7

4 3 2 1 / ) 1 2 3 4

Observa que se puede obtener el resultado del limite sustituyendo directamente en la
funcién y haciendo las operaciones indicadas, siempre y cuando esté definido el

resultado, esto es que no quede un resultado indeterminado.
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2.2. Teoremas de limites

Los limites se pueden encontrar de manera directa para lo cual usaremos los

siguientes teoremas.

Teorema 1: Simy b son dos contantes cualquiera,

lim(mx +b) =ma+b

x—-a

Ejemplo:
Calcular el limite cuando x tiende a 3 de la funcién f(x) = 5x — 2, esto se denota de
la siguiente manera

lin;(Sx—2)=5(3)—2=15—2=13

» Vista Algebraica x| » Vista Grafica X
= Funcion 18
s f(x) =5x—2
= Punto
J A=(3,13) 16+
14
43,12)
12
104
8.
64
44
Z_
O T T
-12 -10 -8 -6 -4 -2 /b 2 4 6 8 10 12 14
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Teorema 2: Si ¢ es una constante, entonces para cualquier nimero a,

limec=c
xXx-a

Ejemplo:
Calcular el limite cuando x tiende a 5 de la funcién f(x) = 6, esto se denota de la
siguiente manera

lim6 =6

x-5

Teorema 3: limy,x = a

Ejemplo:
Calcular el limite cuando x tiende a 8 de la funcién f(x) = x, esto se denota de la
siguiente manera

limx =8
x—8

Teorema 4: Si lim,_, f(x) = Ly lim,_, g(x) = M, entonces

lim[f(x) g =L+M

Teorema 5: Si lim,_, f(x) = Ly lim,_, g(x) = M, entonces

lim f(x) - g(x) = LM
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Ejemplo:
Calcular limy_4 x(7x + 2) = limyo x - limy4 (7x +2) =4-30 = 120
» Vista Algebraica x| » Vista Grafica x
= Funcion
0 f(x) =x(Tx+2) Al4,120)
= Nimero 1o @
) oa= 120
= Punto
7 A= (4,120
100
o4
60
A
2
0
-60 -40 -20 0 20 40 60 80 100

Teorema 6: Si lim,_,, f (x) = L y n es cualquier entero positivo, entonces
lim[f(x)]* = L*
x—=a

Ejemplo:

Calcular limy,_; (4x +9)? = [4(—=1) + 9]> = [-4+ 9]?> = [5]? = 25

.1 fx) L

ma 7: Silimy,,——==—

Teorema 7: Si limy o M
x limy ,,x 2

lim,_,— =
CaICU|ar X2 x+1 lim,_, x+1 3

Vista Algebraica %] > Vista Grafica
= Funcién
x
i) =
® =1
Punto
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Teorema 8: Silim,_, f(x) = L, entonces lim,_,, V/f(x) = VL

Ejemplo:

2 2 : 2 ; 2,15

. x“+1 . x“+1 lim x“+1 lim x“+lim 1 10 5

Calcular lim,_5 = [lim,_; = [—x= =X 3 — __
x+1 x+1 lim,_ 3 x+1 lim, 3 x+lim,_,31 4 2

Teorema 9: Si a es cualquier nimero, excepto 0

11
lim—=—
xsax  a
Ejemplo:

. 1 1
Calcular lim,_,q -=:

» Vista Algebraica x| » Vista Grafica X
= Funcién
5 f(x) = 1
X
= Nimero 64
2 a=0.11
= Punto
2 A=(90.11)

Entrada: f(9)=1/9=.11

@
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2.3. Limites de funciones determinados e indeterminados

3_8

. X
Calculemos lim,._,, —

. . . . . ., 0
Si sustituimos el valor x=2 tendremos una indeterminacion 5

Pero si Factorizamos el numerador para quitar la indeterminacién, tendremos:

o x3-8  (x—-2)(x*+8x+64)
lim = lim =limx%?+8x+ 64 =84
x-2 X — 2 x—2 x—2 x—2

80+

754

704

65

60
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Calcular:
-4
xol6 x — 16

Sustituyendo x por el valor 16, tendremos :

Vie—4 4-4 0 N
16 — 16 = 0 = 0 forma mdeterminaada

cuando esto sucede tratamos de quitar la indeterminacién, multiplicando por el

conjugado, asi:

V-4 Jx+4 x—16 , 1 1

lim X = lim = lim ——=
x->16 X — 16 fx +4 x-16 (x—16)(\/§+ 4) x-164/x +4 8

» Vista Algebraica x| » Vista Grafica X
= Funcion 64
5 fx) = VX4
x—16
= Punto
J A =(16,0.13) 4
o A, indefinido
24
0 O
0 2 4 6 8 10 12 14 16
-24
-4
-64
-84
Entrada: f(16)=1/8=0.125 aproximadamente 0.13 © 4| @
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Calcular:

y 4x? —9
o3 2x+3

e . 3 . . .
Al sustituir el valor de x por del de —~, obtenemos una indeterminacion

0 . .
5= forma indeterminada

Por lo tanto buscamos quitar la indeterminacién, Factorizamos el numerado de la

siguiente manera:

2x+3)(2x —3) 3

lim lim (2x—3) =-6
x-=3/, 2x+ 3 x—-3/,
» Vista Algebraica o x| » Vista Grafica X
= Funcion
2 _
21k = 42);4-; 0
- Nimero K3 4 3 2 1 0 1 2 3 4
) aindefinido
= Punto
2 A=(-15,-6) M
24
Calcular:

] 3z—-1
za“l% 9z2 -1

. 1 . . 0
Al sustituir el valor de z por - tenemos una forma indeterminada =, por lo tanto

intentaremos quitar la indeterminacién, Factorizamos el denominador y tendremos:
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) 32-1  _ .1 _1
i (B3z2—DBz+ 1) zo1)33z+1 2

Calcular:

xlirglo(xz +2x —1)2 = ((10)? + 2(10) — 1)? = (119)? = 14,161

Calcular:

. Vx+4+9-3
lim ——

x—0 X

. 0 . .
Al sustituir el valor de x por 0 tenemos = forma indeterminada

Multiplicamos por el conjugado para intentar quitar la indeterminacion

_ \/x+9—3><\/x+9+3 i x+9 -9
1m = 11m
x>0 x Vx+9+4+3 x0x(vx+9+3)

X
=1 =
xl—r’nox(\/x + 9+ 3)

1

1
lim ————— =
xli%(x/x+9+3) 6

Calcular:

- x2-25
im
x»>-5 x+5

. . . ., 0
Al sustituir x por -5 obtenemos una indeterminacion -
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Para quitar la indeterminacién factorizamos y reducimos como se muestra a

continuacion:

x?—25 I (x—=5x+5)

erPS x+5 x—>—5 x+5 = x]ll’zls(x N 5) =-10
Lo
101
5
T T 0 T T
-10 -5 0 5 10 15

Calcular:

lim(x3 — 2x + 1)
x-3

Sustituimos y tenemos:

lin%(x3—2x+1)=(3)3—2(3)+1=27—6+1=22
x—
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Calcular:

i 5¢+4 5@B)+4 15+4 19
wBax+1 43)+1 12+1 13

Calcular:

o Vx+1-1
lim ——

x-0 X

Al sustituir queda una indeterminacién por lo que multiplicamos por el conjugado

devx+T—-1queesvx+1+1

CVrFIo1 . WEFI-DEETI41)
lim—— =1lim =
x=0 X x=0 x(Vx+1+1)

lim xri-1 = lim ad =
x>0x(Vx+1+1) *»>0x(Wx+1+1)
lm—— = — 1

=0 (Vx + 1+ 1) 2

VO+141

S~

-0.54
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Calcular:

x4+ 2x+1
xl$x2+3x—1

Sustituimos el valor de la variable x por 2

. x*+2x+1 (2 +2()+1 9
2 xZ+3x—1 (2)2+32)—1 9

12 10 -8 6 b K \ 0 2 4 6 8
-14
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2.4. Limites unilaterales

Definicién: Sea funa funcién definida en todos los nimeros de algin intervalo
abierto’ (a,c). Entonces, el limite de f(x), cuando x se aproxima a a por la derecha
es L, y se escribe:

A Sl =1

Definicién: Sea funa funcién definida en todos los nimeros de algin intervalo
abierto’ (d, a). Entonces, el limite de f(x), cuando x se aproxima a a por la izquierda

es L, y se escribe:

S =1

Por ejemplo, sea f(x) definida por

1si 0<x
f(x)=40six=0
—1six<0

Comencemos por trazar la grafica:

Tenemos f(x) = 1 si x > 0 tenemos una semirrecta horizontal y = 1 para x > 0

El punto f(x) = 0 representa un punto de coordenadas (0,0)

Y la semirrecta f(x)=-1six<0,y=—1parax<0 que representa una

semirrecta horizontal.
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De la grifica podemos observar que lim,_,+ f(x) =+1 y que lim,,,- f(x) = —1,

de esto podemos concluir que como:
lim,_,+ f(x) # limy_o- f(x) -~ el limite lateral lim,_, f(x) no existe
esto se concluye ya que el limite por la izquierda y el limite por la derecha son

diferentes el limite lateral no existe.

Teorema: El limy,, f(x) = Ly 3 lim,_ ,+ f(x) = limy_4- f(x) y existen
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2.5. Limites al infinito

Cuando una funcién crece o decrece sin medida, a medida que la funcién se

aproxima a un determinado valor, decimos que su limite es infinito, esto es:

limy,_, f(x) = o (El [imite crece)

lim,_, f(x) = — (El limite decrece)
Graficamente podemos observar el comportamiento de una funcién f que tiende al

infinito cuando x tiende a un valor a. La recta x = a representa una asintota vertical

de la grafica de dicha funcion.

A

fx

X

. . 1
Por ejemplo calcular lim,,

Vemos que la funcién crece cuando x tiende a cero por la derecha

X 0.000001 | 0.00001 | 0.001 0.01 0.1
f(x) 1000000 100000 1000 100 10

y decrece cuando tiende a cero por la izquierda

X -0.1 -0.01 -0.001 -0.00001 -0.000001

f(x) -10 -100 -1000 -100000 -1000000
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Por lo que podemos escribir:

1

lim —= o
x—0t x

lim — = —o0
x—-0" X

La ecuacién x = 0 representa la asintota vertical, la cual coincide con el eje Y. como

se ve en la siguiente gréfica:

» Vista Algebraica * » Vista Grafica X
= Funcion

S f(x) = 1

X

= Nimero

2 oa=1
- Recta

J b:x=0

fix)=1/x para x>0

fix)=1/x para x<0

. s . . 1 .
Concluimos que el limite: lim,_,, = no existe.

Un limite al infinito, es aquel en el cual una funcién se aproxima a un valor A,
cuando la variable independiente tiende al infinito positiva o negativamente®*.

lim f(x) = A

X—00

Se lee el limite de una funcién f(x) cuando x tiende al infinito es igual a A.

La recta y = A representa una asintota horizontal de la grafica de dicha funcién.
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20t . 1 . s
De la grafica anterior ( f(x) = ~) se puede observar que cuando x — oo la funcion

f(x) tiende al valor 0O, lo cual se puede escribir como:

lim f(x) =0

X— 00

Y cuando la variable x tiende hacia menos infinito x — —oo la funcién f(x) también
tiende al valor de 0. Es decir:

lim f(x) =0

X——00

El eje horizontal, eje X, representa una asintota horizontal.

En conclusion, silimy,e f(x) =k osi limy,_ f(x) =k sediceque y=kesla

ecuacion de la asintota horizontal.

Cuando x — o0, una manera de calcular el limite de una funcién es dividiendo cada

2 . . . c
término entre la base de mayor exponente’ y aplicar lim,_ =0

Por ejemplo calcular:

5x% —8x+ 2
im ——
x-o 4x% +x+1
Dividimos cada término del numerador y del denominador entre la variable de

mayor exponente

Dividamos entre x2 para evitar la indeterminacién

. 5x%Z-8x+2 ) 8 2
o 5X7 —8x+2 IIm——7— limG-24+3) 540-0 5
lm = = = e
xoe Ax? A x+ 1 gy 2L a4 242y 4+0+40 4
x—00 x2 xX—00 x x
Por lo tanto:

. 5x*—8x+2 5
oo a2 tx+1 4
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» Vista Algebraica

= Funcion

s f(x) =

Calcular:

lim

5x2—8x+2
4x2+x+1

X

. 3x
3x—5 lm(5-

» Vista Grafica

-10

5

3x —5

x—oo x* — 1

lim

. 3 5
@ mGG—2 0-0_

xooxt—1

Calcular:

X

4
4

x4

limG -2y  lm@a-2) 1-0

x—-oo X

9x +1
x—o0 x3 + 10

lim

10 15 20 25 30

0—0
7=

El mayor exponente es x3, asi que dividimos cada término entre él:

. 9x 1 . 9 1
ox+1 _m(GE+te) ImMGE+HE o0+0 o

lim

Por lo tanto:

lim

9x +1 _

xoox3 +10

Xm0 x3 + 10 i X2 10V 07 1+0 1
,gg?o(x3 + x3) 9&1—{120(1 + x3)
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» Vista Algebraica * » Vista Grafica X
= Funcion

J f(x) =

9x+1
x*+10

Los siguientes resultados son muy dtiles al aplicar el limite

Si x tiendea 0

. X 0

llquoz - 0 c - 0

l. C _ C _ . | l/ .
imy_,o - = == (no existe el limite)
Si x tiende a oo

. C C

hmx_,oo)—( =0 ==0

. X co

llmx_mzzoo ?zooﬂ

limy ,,c+x=0c+o0=0 A

lim,_,,, cx = o0 croo=o003#

Es importante recordar que o no es un nimero, nos indica que la
cantidad crece (+) o decrece (—o0) haciéndose cada vez mds grande

0 mas pequena respectivamente.
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2.6. Continuidad de una funcion

La continuidad de una funcién se refiere a que su grafica no sufra algin brinco o
rompimiento, es decir, que pueda ser dibujada sin tener que despegar el lapiz del
papel. La continuidad de una funcién se puede analizar en un punto o en un

intervalo.

Continuidad en un punto
Se dice que una funcién es continua en un punto x = ¢, si su grafica no se
interrumpe en dicho punto.

Se muestran algunas graficas que nos muestran la discontinuidad:

A A A

La continuidad puntual de una funcién queda definida cuando x = ¢ al cumplir las
tres condiciones siguientes'
1. f(c) esta finida
2. lim,_ f(x) si existe
3. limyesc f(x) = f(c)
Si una de ella no existe, entonces se considera discontinua la funcién en c.
Dicho de otra forma, una funcion f(x), se dice continua en un punto x = q, si el

limite de la funcion en el punto a es igual al valor de la funcién en ese mismo punto,

es decir, si limy_, f(x) = f(a).
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Veamos el siguiente ejemplo de una funcién continua.

Determinaremos si la funcion f(x) = x?> +2x +1 es continuaen x = 1.

Aplicamos las tres condiciones para decidir si es continua dicha funcién:

L) =)2+2)+1=4
2. limysq f(x) =limes; (2 +2x+ D) =(1)?*+2(1)+1=4

3. f(D) =limys f(x)

Observamos que las tres condiciones se cumplen, por lo que la funcion si es

continua en x = 1.

¥ Vista Algebraica d x| » Vista Grafica X
=] [El
= Funcion

) fi(x) = x4 2x+1
- Punto

) f=(L,4

f(1,4)
1 2 3 4 5 §
-1

Entrada: f(1)=4 '@
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Ahora determinaremos si la funcion f(x) = x—il es continua en x = —1.
1
_1 — — —
f(=1) a1

im0 < 11 1
Jim flx) = lim ———=———==7

Observe que no se cumple la condicién uno y dos, por lo que la funcién es

discontinua en x = —1.
» Vista Algebraica x| » Vista Grafica X
= Funcion
f 1 “
2 1) = x+1
= Nlimero
) b=w
24
0 ¥
4 2 0 2 4 6
-2
-44
Entrada: f(-1)=indefinida| ®: @
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Si f(x)=+/5-x, calcularemos lim,_5 f(x)

La gréafica de f(x) es la siguiente:

~limys- f(x) =0 y lim, o+ f(x) = A de donde se deduce que
lim £ (x) = 2
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2.7. Razones de cambio

En la vida cotidiana es comun la resolucion de problemas a través de la comparacién
entre dos cantidades, con la finalidad de saber cuantas veces una cantidad contiene

a la otra.

Desde el punto de vista matematico se dice que una razén es la comparacion por

cociente que se establece entre dos cantidades.’

Por ejemplo si un cuerpo A tiene una masa de 30 kilogramos y un cuerpo B tiene
una masa de 6 kilogramos, se dice que la razon de sus masas es 30/6 (se lee “30 es a

6”). En otras palabras el cuerpo A contiene 5 veces la masa de B.

I :

La razén de cambio entre dos cantidades es un valor que representa el cambio o
variacion de una cantidad respecto a la unidad de cambio de la otra. También se

conoce como tasa de cambio o tasa de variacion.

Por ejemplo, la pendiente de una recta no vertical, se determina mediante la

expresion:
Ay

m=-—
Ax

Aqui la pendiente m representa la razon de cambio o variacién de la variable y

respecto a la variacion de la variable x. si m=3/2, esto nos indica que la y cambia 3
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unidades en direccién vertical por cada 2 unidades que cambia x en direccién

horizontal.

(9]

AQ— — = ——

El objetivo principal del célculo diferencial se enfoca a determinar con precisién la

razén de cambio de una funcion respecto a su variable independiente.

El desarrollo del célculo se remontan a la antigua Grecia, donde personajes como
Leucipo, Demdcrito y Antifén plantearon los siguientes problemas, determinar:’

e Larecta tangente a una curva asi como la pendiente a dicha recta.

e Lavelocidad instantanea de un cuerpo.

e El drea bajo una curva.

e Los maximos y minimos de una funcion.
El problema de la recta tangente es objeto de estudio en el calculo diferencial y el

problema del area bajo una curva al célculo integral.
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02 o 02 04 06 08 1 12 14 18§ 18 2 22 2

La recta tangente a una curva

Suponga que se tiene la curva de una funcion continua y = f(x) y la recta tangente
T en un punto P cuyas coordenadas son (a, f(a)). Para definir la ecuacion de dicha
recta se requiere conocer un punto y su pendiente. Las coordenadas de un punto
estan explicitas en el punto de tangencia por lo que solo se requiere determinar la

pendiente de dicha recta.

fla) F----- P(a, f(a))

7 a x >

Para ello, se parte de una recta secante que pasa por los puntos P y otro punto
cualquier Q de la grafica cuyas coordenadas son (a + Ax, f (a + Ax)), entonces la

pendiente de la secante S, sera:

_f(a+Ax)—f(a)_£
¢ (a+Ax)—a  Ax
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f(a+ Ax)

fla)

Si ahora el punto Q se acerca cada vez mas hacia el punto P, haciendo que el
incremento de la variable independiente, Ax , sea cada vez mds pequeno, entonces

la pendiente de la recta secante S, se aproxima a la pendiente de la recta tangente T.

y @
A s

fla+ Ax)| ---------------%

fla)f -1 g

» x

Por tanto, se dice que la pendiente de la recta tangente a una curva de la funcién f,
en el punto P (a, f(a)) es:

. fla+Ax) — f(a)

m

m= li
Ax—0 Ax

También conocida como razén de cambio instantanea.

La velocidad instantanea, como razon de cambio
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Otro caso que motivo la aparicion del concepto de derivada estd relacionado con el
movimiento rectilineo de particulas.

Una particula que se mueve a lo largo de una linea recta, ocupard una cierta
posicién en cualquier instante ¢.

La posicion de la particula P estd definida partiendo de un origen fijo O sobre la
linea recta y una direccién positiva a lo largo de la linea. Se mide la distancia x de
O a P, la cual define completamente la posicion de la particula llamada

coordenada de posicién®.

Cuando se conoce la coordenada de posicion x de la particula en todo valor del

tiempo ¢ decimos que se conoce el movimiento de la particula.

A partir de la posicion P de la particula en el tiempo ¢ y la coordenada x tenemos
una nueva posicion P’ en un tiempo ¢+ At¢; la coordenada de la posicion P’resulta
de agregar un incremento Ax a la coordenada x de la posicion P, por tanto, la
velocidad promedio de la particula en el intervalo de tiempo At queda definido

como el cociente del desplazamiento Ax vy el intervalo de tiempo At.

R (rt\) (rt\+At)
}; i 4 N { > X
(0 p P

_f+A)—f()  Ax

Upromedio - T At
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La velocidad instantanea v de la particula en el instante ¢, resulta de la velocidad

promedio a partir de intervalos de tiempo Az y desplazamientos Ax cada vez mas

pequenos.
_ f+a) -
v= lim
At—0 At

El problema de la recta tangente y la velocidad instantdnea tienen un mismo limite

como solucién y expresa una razén de cambio instantanea.
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2.8. Derivada

La derivada de una funcion se define como el limite de la razon del incremento de la
funcion al incremento de la variable independiente, cuando dicho incremento tiende

a cero.’

m = lim & = lim f(x A0 — fx)
tan = x50 Ax T Ax—0 Ax

A partir de esta definicion podemos obtener la derivada (o razén de cambio
instantdnea) de una funcién considerando lo que se conoce como la regla de los
cuatro pasos.

e Obtener la funcién incrementada.

e Obtener el incremento de la funcion.

e Obtener la razén de incrementos

e Obtener el limite cuando Ax tiende a cero.

De manera simbdlica se tiene:

. f)y f(x+2Ax)
2. Ay = f(x + Ax) — f(x)

Ay _ FOexAX)—f (%)
Ax Ax

Ay

4. mtan == llmAx_)O E
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Formas de representar una derivada

Existen diferentes simbolos para representar la derivada de una funcién, los mas

comunes que se pueden encontrar en los textos son:

dy :
f’(x): a) y’) y; ny: Dy

Veamos los siguientes ejemplos para visualizar el procedimiento derivativo mediante

estos cuatro pasos.

Ejemplo 1. Encontrar la derivada de y = 2x2.

y+Ay =2(x+Ax)’

Ay =2(x" +2xAx + Ax*) - 2x°
Ay =2x" +4xAx+2Ax* - 2x°
Ay = 4xAx +2Ax°

Ay _ 4xAx+2Ax¢°
Ax Ax

&=4x+2Ax

Ax

Q = lim (4x+2Ax)
dx Ax—0

, dy

=—=4x

Y dx

Ejemplo 2. Encontrar la derivada de y = 2x + 5x2.

y+Ay =2(x+ Ax)+5(x + Ax)’

Ay =2(x+Ax)+5(x+Ax)* —2x—5x"

Ay =2x+2Ax+5x +10xAx +5Ax” —2x — 5%
Ay = 2Ax +10xAx +5Ax”
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Ay _ 2Ax +10xAx +5Ax
Ax Ax

&:2+10x+5Ax
Ax

d—— lim (2+10x+5Ax)

dx Ax—0

,_dy
=—=2+10x
d dx

Ejemplo 3. Obtener la derivada de y = V5x.
y+Ay:\/§(x+Ax)%
Ay =5 (x+Ax)%

Ay =~5((x+Ax) - (x)} )

X =
x 2 24x

Ejemplo 4. Hallar la derivada de y = x3 + 3x.
y+Ay = (x+Ax)’ +3(x + Ax)
Ay = (x+Ax)’ +3(x+Ax)—x’ —3x
Ay = (x° +3x°Ax +3xAx” + Ax’ ) +3(x + Ax)—x* —3x
Ay =x" +3x°Ax+3xAx” + Ax’ +3x+3Ax — x’ —3x
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Ay _ 3x°Ax+3xAx” +Ax’ +3Ax
Ax Ax

g=3x2+3xAx+Ax2 +3
Ax

Y lim (3x7 +3xAx+Ax* +3)

dx Ax—0
,_dy 2
=—=3x"+3
Y dx

Ejemplo 5. Hallar la derivada de y = sen x.
y+Ay = sen(x+Ax)
Ay = sen(x+Ax)—senx

Ay sen(x+Ax)—senx
Ax Ax

Aplicando una relacién trigonométrica para la suma de angulos tenemos:

sen(x+Ax) = senx-cos Ax+cos x - sen Ax

Ay senx-cosAx+cosx-senAx—senx

Ax Ax

Tomando el limite cuando Ax — 0 y recordando:
lim (Sen Ax ]: |

Ax—0 Ax

dy . (senx-cosAx cosx-senAx senx

— =lim + -

dx M0 Ax Ax Ax

dy
=00 1 oo
+cosx(1)

, dy
=—=cosx
Y dx
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Este procedimiento tiene la desventaja de ser algo laborioso por lo que se han

desarrollado férmulas que nos permiten obtener la derivada de manera mas practica.

Estas formulas se clasifican, de acuerdo al tipo de funciones a derivar, en dos grandes

categorias: para funciones algebraicas y para funciones trascendentes.

Férmulas para derivar funciones algebraicas

Se recomienda memorizar las férmulas, asi como poder enunciarlas verbalmente. La
demostracion de estas formulas se deja como reto para el estudiante.

Para estas formulas, se considera a u, v y w como funciones derivables de x, mientras

que ¢ como una constante.”

—c=0
1 dx
d
_x e
2 dx
d du dv dw
3. —@wW+v-w)=—+———
dx dx dx dx
—CV =C—
4 dx d
5 i n nvn—ld_v
dx dx

d
5a. —x"=nx""!

dx
dv du
6 —uv=u—+v—
dx d dx
pdu_ dv
7 i (E) — _dx dx
dx \v v2
d [u
7a. ™ (C)
dy dy dv . .y
— = —=-—, siendoy funcion de v.
8 dx dv dx’ yf

A continuacién se enuncian cada una de estas férmulas.”

1. La derivada de una constante es cero.

—c=0
dxc

122 .
CONALEP MICHOACAN



I8 [LIMITES DE FUNCIONES]

Ejemplo 6. Determinar la derivada de y = 8.
y' =0

Ejemplo 7. Determinar la derivada de y = e.
y' =0

Ejemplo 8. Determinar la derivada de y = V5.
y' =0

2. La derivada de una variable respecto a si misma es uno.

—_ =1
dxx

Ejemplo 9. Determinar la derivada de y = s.

,_ds_l
Y T ds

Ejemplo 10. Determinar la derivada de y = 6.

,_do_
Y =1

Ejemplo 11. Determinar la derivada de y = t.

,_dt_
T

3. La derivada de una suma de un nimero finito de n funciones, es igual a la suma

algebraica de las derivadas de las funciones.

wt )_du_l_dv dw
dxu v_w_dx dx dx

123 .
CONALEP MICHOACAN



I8 [LIMITES DE FUNCIONES]

Ejemplo 12. Determinar la derivada de y = x + 2.

’—d +d2—1+0—1
y_dxx dx~ N

Ejemplo 13. Determinar la derivada de y = 10 — x.

’—d10 d =0-1=-1
y_dx dxx_ N

4. La derivada del producto de una constante por una funcion, es igual al producto

de la constante por la derivada de la funcion.

d _ dv
dxcv_cdx

Ejemplo 14. Determinar la derivada de y = 20x.

=202 = 200) = 20
Y EAR T B

Ejemplo 15. Determinar la derivada de y = —35x + 7.

’—d( 35)+d7— 35d +0=-35(1)=-35
y_dx x dx ' dxx N N

5. La derivada de una potencia de exponente constante, es igual al producto del
exponente por la funcién elevada a un exponente disminuido en una unidad y por la

derivada de la funcion.

— vt =ny"l—
dx dx

Si v = x entonces la férmula se simplifica de la siguiente manera:

d
—x" =nxn1
dx

Ejemplo 16. Determinar la derivada de y = x1°.
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y' =10x1°"1 = 10x°

Ejemplo 17. Determinar la derivada de y = —5x°©.

d
' — 5 —y6 = — 6-1) — _ 5
y dex 5(6x°1) 30x

2

Ejemplo 18. Determinar la derivada de y = x5.
=(EE =@ -G

y = 3 X3 = 3 X3 3 = X 3 = T

3
Ejemplo 19. Determinar la derivada de y = v/x.

Primeramente escribir el radical en forma de exponente fraccionario, esto es:
1
y = \/?_C = x2
Ahora aplicando la férmula
SlCERE
=(=]xz =|z)x
¥ =2 2
1 1
y = _1/2 = —
2x 24/x

Ejemplo 20. Determinar la derivada de y = (10x — 2)°.
Seav=10x—2 yn=6

d
y' =6(10x —2)°1! a(le —2) =6(10x —2)5(10 — 0) = 60(10x — 2)5

Ejemplo 21. Determinar la derivada de y = (x® — 15x + 1)2.
Seav=x3—-15x+1 yn=2

d
y'=2(x3—-15x + 1)1 a(x3 —15x+1) =2(x3—15x+1)(3x2 —-15+0) =

y' = 2(x®*—15x + 1)(3x% — 15)
factorizando

y' =2(x*—15x + 1)3(x% — 5)
y' =6(x%—15x+1)(x? —5)
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6. La derivada de un producto de dos funciones, es igual al producto de la primera
funcion por la derivada de la segunda, mas el producto de la segunda por la derivada
de la primera.

d dv du

auv = ua+va

Ejemplo 22. Determinar la derivada de y = (\/;)(xz +3).

Aplicando la férmula conu =+x y v = (x? +3)
y' = \/Ei(xz +3)+(x2+3) ixl/2
dx dx

y' =+x(2x) + (x2 +3)(1/2)x"1/2

, (x2+3)
V' = 2Nt S

(x2+3)

"= 2xvx +
y Vx NS

Ejemplo 23. Determinar la derivada de y = (V3x — 1)(Vx).
Aplicando la férmulaconu=vV3x—-1 y v = VX tenemos que

d d
r—f 1/3 4 3 1/2
y 3x 1dxx + Vx T (Bx—-1)

y = W=D (2)F+ V5 () Gr- 0 L@

, V3x— 1 Vx 2
Y'=3m Yz @
V3x -1 33/x

I: +
Y 3x2  2V3x—1

7. La derivada de un cociente de funciones es igual al producto del denominador por
la derivada del numerador, menos el producto del numerador por la derivada del

denominador, todo dividido por el cuadrado del denominador.
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" du u dv
i (li) — ax ax
dx \v v?

Cuando v = ¢ la férmula se simplifica como sigue:

du dc c du du
d (u‘) — ax dx — dx _ dx 1 du
c? c c

cdx

Ejemplo 24. Determinar la derivada de y = (3x + 1)/(x + 5).

Aplicaremos la férmula considerandou =3x+1 y v=x+5

L (x#5)=Bx+1) - Bx+ 1) (x+5)

Y (x +5)°

453 - Gr+ DA

Y= (x +5)°

| 3x415-3x—1 14

Y I T a+5)? (@45

Ejemplo 25. Determinar la derivada de y = v10 + x2/6x.
Considerar u = v10 + x2 y v = 6x asi que segln la férmula.

(6x) == (10 + x*)"/? = V10 + 27 == 6x

Y (6x)°
1 _ 6x

(60) () (10 + 22 VIO F 22(6)  rprmrr — OVI0 47

Y= 362 = 362
3x Aoy 3x-6(10+x?)
y, — Vio+x2 6v10 + x — V1042
36x? 36x2
3x—60—6x2

. Vo 3x—60-— 6x?

y = =

36x2  36x2V10 + x2
, _3(x—20—2x%) x—20—2x?
36x2v10 + x2 12x2v10 + x2
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Regla de la cadena

Esta regla permite calcular la derivada de una funcién de funcién.
Sea y una funcién que puede ser derivable respecto de uy esta a su vez derivable

respecto a x, entonces y es derivable con respecto a x."° Esto es:

y'(x) =g -hx)

8. Siy =gy u=h(x), la derivada de y con respecto de x, es igual al producto
de la derivada de y con respecto a u, por la derivada de u con respecto a x.

Segun la notacion de Leibniz,

dy dg du
dx du dx

Ejemplo 26. Determinar la derivada dy/dx/ dadas las funciones

y =u* u=>5x.

Determinamos primeramente las derivadas,

dy d . s

o amt T

du d d 5
—_— — = —_— 1/2:—
ooV TSR TR

Finalmente aplicamos la férmula de la cadena,

dy dy du _ 5)_10u3

a—@'a—“u”(m e

Ejemplo 27. Determinar la derivada dy/dx/ dadas las funciones

y =2u? u=(5x%—3x).

Determinamos primeramente las derivadas,
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Z—z = %(Zuz) = 4u

Z—Z= ;—X(sz —3x) =10x -3
Por la tanto,

Zi Zi Zu = (4u)(10x — 3)

Derivadas de funciones implicitas

Para obtener la derivada de una funcién implicita, se procede a derivar término a

término, considerando a y como una funcién de x y luego despejar de la ecuacion

obtenida el término dy/dxf

Ejemplo 28. Hallar la derivada de la siguiente funcién: 3x* + 5x3y + xy° = 0.

Procedemos a derivar término a término

d d d d
2 3x) + = (5x%y) + == (xy®) = == (0)
123 +5[x +y(3x2)] [ (5y3)+y]—0

d d
12x3 + 5x3£+ 15x2y + 5xy* dy+ y> =0

Factorizamos el término de la derivada,

d
%(5x3 + 5xy*) + 12b3 + 15x%2y +y°> =0
Despejando

d
%(5x3 + 5xy*) = —12b3 — 15x%y — y°
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dy =-12b>—15x?y —y°®
dx 5x3 + 5Sxy*

Se hace notar que el resultado de la derivada obtenida, queda en términos tanto de x

como de y.

Ejemplo 29. Hallar la derivada de la siguiente funcién de la circunferencia con

centro en el origen: x2 + y% =r2.

Derivando término a término
d d

— 24— 2 = 42

dx dx dx

dy
2x+2ya—0

Despejando el término de la derivada

2ya= —2x

dy —2x x

dx 2y vy
Ejemplo 30. Hallar la derivada de la siguiente funcién 4x2? + xy —x = 2y?2.
Derivando término a término

d d d d
— 2 — e = 2
dx (4x?) + dx (xy) dxx dx 2y%)

420+ [r Ly ) 1= 2(29 )
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dy dy
8x+xa+y—1—4ya

dy dy
xa—l}ya—l—Bx—y

dy
a(x—4y)—1—8x—y

Finalmente
dy 1—-8x-y
dx  x—4y
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Férmulas para derivar funciones trascendentes

Ahora se vera otra lista de férmulas para derivar funciones trascendentes, tales como

las trigonométricas, exponenciales y logaritmicas.*

d 1dv
9. ;(hl v) = e
d _ logvd_v
10. dx (logv) T v oax
2 (v) = qv dv
1. —(@)=a’"lna—_
L vy v
2. —(e")=e"—
4 vy = v-1 3% oY
3. — wv) =vu dx+lnu u’ —
d d
14. —=(senv)=cosv—
dx dx
d d
15. —(cosv) = —senv—
dx dx
d d
16. —(tanv) = sec?v=
dx dx
a — o2y,
7. — (ctg v) = —csc v—
d dv
18. ;(secv) =secv-tanv—
d dv
19. ;(csc V) = —cscv ctgv—
dv
a _ “Vax
20.  — (arc senv) = N
dv
a _ /ax
21, — (arc cosv) = —
dv
a _ ax
22. — (arctanv) = —
dv
a __Yax
23. — (arcctgv) = —
dv
a _ Vax
24, — (arcsecv) = T
dv
a _ /ax
25, — (arccscv) = e
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Recordemos que, el logaritmo de un niimero N, en una base dada b, es el exponente
x, al cual se eleva la base para obtener dicho ndmero'.

logy N =x; esdecir, b* =N

Los logaritmos naturales tienen como base el nimero e: In N

Los logaritmos vulgares tienen como base el nimero 10: log N

El logaritmo de base 10 de un nimero, se obtiene del producto de su logaritmo
natural por la constante loge, es decir:

logN =loge-InN

9. La derivada del logaritmo natural de una funcién es igual a la derivada de la

funcién dividida por la funcién.

d(l )_1dv
dx nv T vdx

Dado que logv =loge - Inv

10. La derivada del logaritmo decimal de una funcién, es igual a la derivada de la

funcion multiplicada por el cociente del logaritmo decimal de e entre la funcion.

loge dv
dx

d
o (logv) =

Veamos algunos ejemplos:

Ejemplo 31. Derivar y = In 2x.

Considerando como v = 2x aplicamos la férmula
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1d 1 1
T

Ejemplo 31. Derivar y = In 2x.

Considerando como v = 2x aplicamos la férmula

1d 1 1
y —ﬂa(zx) = E(Z) ==
Ejemplo 32. Derivar y = In x*.

Considerando como v = x* aplicamos la férmula

1d 1 4
r— 4) — 3y — —
Y = idx ) x* (4x%) x

Ejemplo 33. Derivar y = In(5x% — 10x + 5).

Para aplicar directamente la férmula considerar v = 5x3 — 10x + 5

y'= (5x3 — iOx + 5);!_x(5x3 —10x+5)
1
y'= (5x3 —10x +5) +(15x% —10)
. 15x%2 — 10 5(3x2 —2)
Y Tt —10x+5 5(x°—2x+1)
, 3x2 -2
S I |

Ejemplo 34. Derivar y = log (x + 1).

Considerando v = x + 1 aplicamos la férmula 10
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y’=x+1-d_(x+1)

y,=loge (1+0)
x+1

. loge

y=x+1

En ocasiones, cuando se derivan funciones logaritmicas es muy util hacer uso de las

leyes de los logaritmos, antes de aplicar directamente las férmulas.

Inab =Ina+Inb

nE=Ina—Inb
nE— na-—Iin

Ina® =nlna

1
InVa=-Ina
n

In1=0

Ine=1 engeneral log,a=1

Ejemplo 35. Derivar y = In vx — x3.

Se puede expresar la funcion en forma exponencial

y =In(x — x3)1/2

Y aplicar leyes de los logaritmos
1

y = Eln(x —x3?)

Aplicamos la férmula de derivacion

1 1 d 5
V= m T
’ 1 2

Y _E.(x—x3).(1_3x)
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1—3x2

Y= 2(x —x3)

3x+1

Ejemplo 36. Derivary =In

r—1 "

Dado que la funcidn es un cociente

_ 3x+1
Y= nx—l

Aplicamos leyes de los logaritmos
=In@Bx+1)—In(x—1)

Y procedemos a derivar

' : d(3+) : 1

Y T 3x+1 dx Y (x )
1

Y =37 ()——(1)

, 3 1

y:

3x+1 x—1

11 y 12. La derivada de una constante elevada a un exponente variable es igual al
producto del logaritmo natural de la constante por la constante elevada al exponente

variable por la derivada del exponente.

dv
d—(a )=a lnaa

En caso de que a = e resulta que al aplicar logaritmos Ina = Ine y recordando que

Ine =1, tenemos:

d dv
d_(e )=e dx

Ejemplo 37. Derivar y = a?*.

Para aplicar la férmula considerar v = 2x
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d
’ p— zx —
y' =a**lna I (2x)

y'=a**Ina (2)

y'=2a**Ina
Ejemplo 38. Derivar y = 3*.

Considerando v = x

"=3%1 3d
y'=3"In3-—x

y'=3*-1n3
Ejemplo 39. Derivar y = e*.

Para aplicar la férmula considerar v = x

4 xd
=e*—x

y dx

y'=e*

Esta funcion tiene la particularidad de que su derivada es igual a la funciéon misma.
Ejemplo 40. Derivar y = e%*.

En este caso v = 6x
y' = et i(6x)
dx

y' =e®(6)
y' = 6eb
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13. La derivada de una funcién con un exponente variable, es igual a la suma de los
dos resultados que se obtienen derivando en primer lugar segin férmula 5,
considerando el exponente como constante, y después derivar segin férmula 11,

considerando la funcion constante.

(v)_ v—ldu+l YL v
dx u = vuU dx nu-u dx

Ejemplo 41. Derivar y = x2*.

Aplicando la férmula, consideraru =x y v =2x
d d
I — 2 . 2x—1 . 1 . 2x . 2
y XX oy % T Inxxt oo 2x

y' =2x-x2*"14+1Inx-x%*-(2)
y' =2x-x2*-x"14+ 2Inx - x?*
y' = 2x%* 4+ 2x?* -Inx
Factorizando

y' =2x?*(1+Inx)

Otra alternativa de solucién es a través de logaritmos.

Aplicamos logaritmos naturales en ambos miembros de la funcion
y = x2*

Iny = Inx?*

Bajamos el exponente

Iny =2xInx

Derivamos en forma implicita

dl —d 2x1
I ny—dx(xnx)
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1 dy
———=2|x" —lnx+lnx —x]
y dx

d

di =2y [x —+lnx] =2y(1+Inx)

Como y = x2%
y' =2x?*(1+Inx)

Mismo resultado que se obtuvo con la aplicacion directa de la férmula 13

Ejemplo 42. Derivar la funciéon y = xVex,

. , d _1du dv
Aplicando la férmula 13: —@W") = vu’"' —+ Inu - u’ —
dx dx dx

Se debe consideraru = x v =+v2x

d
y' —\/_(x‘/zx 1) x+lnx xm-am

— 1
r— \/2x -1 \/ﬂ
y =V2x-x"¥ x4+ x -lnx(—)
V2x
= VB v 10X
X V2x
\/2—(\/294 lnx)
y =x" | —+—=
x V2x

Este resultado puede simplificarse Ilevando a cabo algunas operaciones algebraicas

yrzxm(2x+xlnx) \/—(x(2+lnx)) xJz—x(2+lnx)
xV2x xV2x V2x

— 2+ 1Inx
ro— ZX( )
=x

Y V2x

Solucién alterna:

Como en el ejemplo anterior, podemos utilizar logaritmos antes de derivar.
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y ="

Iny = Inx"2* =\2x - Inx

Derivando ambos miembros

d d
aln;y:g(\lzx'ln.X)

1d d d
—-—y=\/2x—lnx+lnx—\/2x
y dx dx dx

1 dy 1 1

— —=V2x'—+Inx-—

y dx X V2x
dy_ V2x Inx

dx ~ x V2x

Comoy = x‘/z

, @(m lnx)
Y =x

x  2x

Como ya se vio, el resultado simplificado es

— 2+ 1Inx
=x
Y V2x

14. La derivada del seno de una funcién, es igual al coseno de la funcién por la

derivada de la funcion.

d( )= dv
R senv —cosvdx

Ejemplo 43. Encontrar la derivada de y = sen (10x).

Sea v = 10x
"= (10)d10
y' = cos xdx X

y' = cos(10x) - 10
y" =10 cos (10x)
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Ejemplo 44. Encontrar la derivada de y = sen (—3x2).

Sea v = —3x?

d
- — 2y —(— 2
y' = cos( 3x)dx( 3x2)

y' = cos(—3x2%)(—6x)
y' = —6x cos(—3x2)

Ejemplo 45. Encontrar la derivada de y = sen (e*).

Seav = e*
d
y' =cose E(e )

y' = cose* (e¥)

y' = e* cos(e¥)
Ejemplo 46. Encontrar la derivada de y = sen3(5x).

Antes de resolver la derivada, es conveniente aclarar que
sen3(5x) # sen (5x)3

Por otro lado,

sen3(5x) = [sen (5x)]3

Por lo que al derivar la funcién, tenemos que

d d
fF— — 3 = — 3
y' =—_sen (50) 7 [sen (5x)]

d
y' = 3[sen (5x)]3°! T en (5x)

y' = 3[sen (5x)]?[5 cos (5x)]
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Finalmente nos queda

y' = 15 sen?(5x)cos (5x)

15. La derivada del coseno de una funcién, es igual a menos seno de la funcién por

la derivada de la funcion.

d( ) = dv
R cosV) = senvdx

Ejemplo 47. Encontrar la derivada de y = cos (20x%).

Sea v = 20x*
y' = —sen (20x“)i (20x%)
dx

== —sen (20x%*)(80x3)

yl
y' = —80x3 s n (20x*)

Ejemplo 48. Encontrar la derivada de y = cos®(4x).

Dado que
y = cos®(4x) = [cos(4x)]°

Procedemos a derivar
r o d 4 5
y' == [cos(4x)]

y' = 5[cos(4x)]>1 %[cos(llx)]

y' = 5[cos(4x)]*[—4 sen (4x)]
y' = =20 cos*(4x)(sen( 4x))
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Ejemplo 49. Encontrar la derivada de y = %cosz(x).

Dado que
— 2 —_ 1 2
y = 5cos (x) = E[cos x]
Derivando
1d
y' = EE[COS x]?
1 d
y' =3 2- cosx-acosx
y' = cosx-(—senx)
y' = —cosx senx

16. La derivada de la tangente de una funcion, es igual al cuadrado de la secante de

la funcién por la derivada de la funcién.

d dv
B = 29 —
o (tanv) = sec?v e

Ejemplo 50. Encontrar la derivada de y = tan(x? — 2).

Seav =x%-2
y' =sec?(x? — Z)i(x2 -2)
dx

y' = sec?(x? — 2)(2x)
y' = 2x sec?(x? — 2)

Ejemplo 51. Encontrar la derivada de y = tan(In x).

Seav=lnx
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y' = sec?(Inx) aln X

y' =sec?(Inx) (%)

, _Inx-sec?(Inx)

y X

17. La derivada de la cotangente de una funcién, es igual a menos el cuadrado de la
cosecante de la funcién por la derivada de la funcion.

d dv
—_ - _ 24,
! (cotv) cSc?v

Ejemplo 52. Encontrar la derivada de y = cot (x3).

Seav = x3

d
y' = —cscx3 E(}F’)

y' = —cscx? (3x?)
y' = —3x2cscx3

18. La derivada de la secante de una funcién, es igual al producto de la secante de la

funcién por la tangente de la funcién y por la funcién misma.

( ) . dv
—(secv) =secv-tanv—
dx dx

Ejemplo 53. Encontrar la derivada de y = sece?*.

Sea v = e?*
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d
y' =sece?* -tane?X - —e?¥
dx

y' = sece?* - tan e?* (e2*)(2)

y' = 2e?*sece?* tane?¥

19. La derivada de la cosecante de una funcién, es igual al producto de menos

cosecante de la funcién por la tangente de la funcién y por la funcién misma.

d B . dv
I (cscv) = —cscv-c gvdx

Ejemplo 54. Encontrar la derivada de y = csce?*.

Seav = e?*
d
y' = —csce?* -cote?* - —e?*
dx
y' = —csce?* - cote?* (e?*)(2)
y' = —2e?* csce?* cote?*

20. La derivada del arco seno de una funcion es igual al cociente de la derivada de

[a funcion entre la raiz cuadrada de uno menos el cuadrado de la funcion.

dv
d /dx
e (arc senv) = ﬁ

Ejemplo 55. Hallar la derivada de y = arc sen (9x).

Sea v =9x
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PR,
J1—(9x)2
9
Y= V1 — 81x?

Ejemplo 56. Hallar la derivada de y = arc sen (x3).

r

Seav = x3
a .3
yr dx(x)
1—(x3)2
. 3x2
Y V1 —x6

21. La derivada del arco coseno de una funcion, es igual al cociente negativo de la

derivada de la funcion entre la raiz cuadrada de uno menos el cuadrado de la

funcion.

dv
d /dx
E(CI.T’C coS 17) = —ﬁ

Ejemplo 57. Hallar la derivada de y = arc cos (9x).

Sea v =9x
d
y’ _ E(9x)
1— (9x)2
. 9
NG w7 >

Ejemplo 58. Hallar la derivada de y = arc cos (x3).
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Seav = x3
4a .3
yl — ax (x )
1—(x3)?
. 3x2
Y V1 —x6

22. La derivada del arco tangente de una funcion, es igual al cociente de la derivada

de la funcién entre uno mas el cuadrado de la funcién.

dv

d / dx
o (arctanv) = Th o2

Ejemplo 59. Hallar la derivada de y = arc tan (9x).

Seav =9
<~ (9x)
yl — dx
1+ (9x)?
.9
Y TI1t81x?

Ejemplo 60. Hallar la derivada de y = arc tan (x3).

Seav = x3
= (x%)
yl — dx
1+ (x3)2
L 3x?
Y= 1+ x®
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23. La derivada del arco cotangente de una funcién, es igual al cociente negativo de
la derivada de la funcion entre uno mas el cuadrado de la funcion.

dv /dx

d
— (arcctgv) = 1T,

dx

Ejemplo 61. Hallar la derivada de y = arc cot (9x).

Seav =9
- (9x)
yl — __dx
1+ (9x)2
o 9
Y T T it 81x?

Ejemplo 62. Hallar la derivada de y = arc cot (x2).

Seav = x3
d 3
Y= —(x7)
1+ (x3)2
L 3x?
Y= 1+ x®

24. La derivada del arco secante de una funcion, es igual al cociente de la derivada
de la funcién entre el producto de la funcién, multiplicada por la raiz cuadrada del
cuadrado de la funciéon menos uno.

d17/
dx
vvrv2 —1

d
— (arcsecv) =
dx
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Ejemplo 63. Hallar la derivada de y = arc sec (9x).

Sea v =9x
d
y’ _ ;(93()
9x(9x)2 — 1
. 9
Y T oVBLai =1

Ejemplo 64. Hallar la derivada de y = arc sec (x3).

Seav = x3
a . 3
yr ax (x )
x3/(x3)?2 -1
. 3x2
Y x3vVxe —1

25. La derivada del arco cosecante de una funcioén, es igual al cociente negativo de
la derivada de la funcién entre el producto de la funcién multiplicada por la raiz

cuadrada del cuadrado de la funcién menos uno.

dv
d /4
— (arccscv) = — ———4X
dx vWr?z -1

Ejemplo 65. Hallar la derivada de y = arc csc (9x).

Sea v =9x

% (9x)

- 9x/(9x)2 — 1

r —
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9
Y T T VB =1

Ejemplo 66. Hallar la derivada de y = arc csc (x3?).

Seav = x3
d
, ;(?ﬁ)
Yy =
3 /(x3)2 _ 1
. 3x?
Y x3vVxe —1

Derivadas sucesivas

Son derivadas que se obtienen de otra derivada.

conocen como derivadas de orden superior'".

A las derivadas obtenidas se les

Se llama primera derivada, a la derivada de una funcién, la cual se denota como

La segunda derivada de una funcién, es decir, la derivada de la derivada se denota

, ,_dy
ffx)=y' = T
como
r n d dy dZy
e =y = (5) = 5
La tercera derivada se denota como
s 1 d dzy dgy
fr=y ‘E(W)‘ﬁ
La n-ésima derivada se denota como
d™y
n = y(n) = 2
fre) =y dx™
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Ejemplo 67. Obtener hasta la tercera derivada de la siguiente funcién y = 2x°.

y' = 10x*
y" = 40x3
y'" = 120x?

Ejemplo 68. Obtener hasta la quinta derivada de la siguiente funcién y = sen 2x.

y' = 2cos2x

y" = —4sen2x

y'"" = —8cos2x

y!V =16 sen 2x

y¥ =32 cos 2x

Ejemplo 69. Obtener la segunda derivada de la funcién y = 7xx2j110.

(- 1) == (7%% +10) — (72 + 10) = (x — 1)

yl

(x — 1)?
L (x—1)(14x) — (7x% + 10)(1)
B (x —1)°
. 14x% — 14x — 7x%2 — 10
Y= (x —1)?
,_7x2—14x—10
Y T -1y

Ahora obtengamos la segunda derivada

(x —1)2 L (7% — 14x — 10) — (7x2 — 14% — 10) = (x — 1)?
— dx dx
(x—1)*
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L (x—=1D2(14x —14) — (7x? = 14x —10)(2)(x — 1)(1)

(x —1)*
. (x=2x+1)(14x —14) — (7x* — 14x — 10)(2x — 2)
N @ -1
y
(14x3 — 14x% — 28x% + 28x + 14x — 14) — (14x3 — 14x% — 28x?% + 28x — 20x + 20)
N x—D*
y
14x3 — 14x? — 28x?% + 28x + 14x — 14 — 14x3 + 14x?% + 28x2 — 28x + 20x — 20
N & - D*
| 34x—34
T E
. 34(x—1)
BCEE
. 34
GNCEVE

2.9. Aplicaciones
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Razon de cambio

Recuerde que una razén en matemadticas significa que se comparan dos cantidades

en forma de cociente.'

La razén de cambio de una variable que depende de otra, es una medida de cuanto

cambia la primera respecto a un cambio de la segunda.

La férmula para calcular el volumen de un recipiente cuibico esV = I3,

donde [ representa la longitud de las aristas del cubo.

Supoéngase una longitud inicial de [ = 2 m. Esto implica un volumen inicial de

Vi=02m)2=8m3

Si la longitud de la arista sufre un pequefo incremento Al, el volumen final serd

Vi = (2 + AD3,

El cambio de volumen que sufre el recipiente es AV =V —V; = (2 + Al)® — 8 m?

A través de una razén de cambio podemos comparar el cambio de volumen que se
generd cuando la arista se incrementé de 2m a (2 m + Al) m. La razén de cambio

correspondiente se expresa como

AV
Al

Por otro lado, si el incremento de longitud Al de la arista es muy pequefo y se
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aproxima a cero, es decir,

1 AV
AL AL

Al resultado de este limite se le conoce como razén instantinea de cambio.* En
nuestro caso es la razén instantdnea de cambio del volumen V con respecto a la

arista L.

En el caso que estamos analizando, cuando la arista mide [ = 2 m, determinemos la

razon instantanea de cambio:

AV = (2 + AD)3 — 23

AV = 23 + 3(22) (A1) + 3(2)(AD)? + (AD)? — 23
AV = 12(AD) + 6(AD? + (Al)?

La razén de incrementos es:

AV 12(AD + 6(AD? + (AD?
Al Al

=12 4+ 6(Al) + (AD)?
Aplicando el limite:

lim % — Iim[12 + 6(AD) + (AL)?] = 12
Amar = fimli2 +elal + @b =

Este resultado nos indica que cuando la arista del recipiente cibico es de 2 m, la

razon del cambio del volumen es de 12 veces el cambio de la arista.

Este limite por definicién es la derivada.
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En este sentido la derivada de una funcién representa la razén de cambio.

Con el uso del concepto de derivada, el problema del recipiente cibico puede ser

resuelto de la siguiente manera:

Determinar la razén de cambio del volumen de un cubo cuando la longitud de la

arista es de 2 m.
V=13

Derivando la funcién
V' = 3l?

Evaluando paral = 2

V'(2) =3(2)?=12m?3

Razones de cambio relacionadas

En la vida cotidiana existen diversas situaciones en la cuales se presentan variables

que varian con el tiempo.

Cuando dos de estas cantidades se relacionan por medio de una ecuacién y es
posible conocer la razon de cambio de una de ellas al derivar la ecuacién respecto

del tiempo, se puede obtener la razén a la cual cambia la otra cantidad*

. . . . . . ds
Si srepresenta una distancia recorrida, la derivada respecto del tiempo —— representa

la razon de cambio, la cual se conoce como velocidad.
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Si V representa el volumen de agua desalojado de un tinaco en el transcurso del

. av , . . .
tiempo, entonces — representa la razn de cambio de dicho volumen en el tiempo.

Veamos algunos ejemplos de aplicacion.

Ejemplo 70. En una fabrica se deposita aceite industrial a razéon de 3 m3/min en el
interior de un contenedor cuya forma es cénica, con una altura de 14 m y un radio
de 2.5 m. Determinar la razén a la cual sube el aceite cuando este se encuentra a

una altura de 6 m.

Sean

t = minutos transcurridos al comenzar el llenado

¥/t
r = radio del aceite en t minutos 14
h = altura en m alcanzada a los t minutos h

v

V = metros cubicos de aceite a los t minutos

. . . dv
Como el llenado es a razén de 3 m? /min se tiene - =3

: . dn
Se quiere determinar —, cuando h = 6 m

La ecuacién del volumen nos permite relacionar V y h.
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1 2
V ==nr*h
3
Sin embargo se requiere primero tener r en términos de h. De la figura se observan

los triangulos semejantes, lo que nos permite expresar:

r_2.5 _2.5h
nT14 T 1a

Sustituyendo en la ecuacién del volumen

V—1 2h—1 (Z'Sh)zh—oo333h3
— 3= 3T 1 -

Derivando en ambos miembros de la ecuacion

v = 0.0333(3h%) = 0.1001h? dh
dt e dt

dh
3 =0.1001h?2—

dt
Despejando %
dh 3
dt  0.1001h?

Evaluando esta expresion cuando h=6 m

dh _ & —5 0.8318
dt  0.1001(6)* 3.6064

Finalmente, el nivel de aceite sube con una razén de 0.8318 m/min cuando el aceite

estd a una altura de 6 m.
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Ejemplo 71. Del ejemplo anterior, supéngase que se deposita el aceite industrial a la
misma razén de 3 m3/min, pero cuya forma es cilindrica con una altura de 14 my
un radio de 1.5 m. Determinar la razén a la cual sube el aceite cuando éste ha

alcanzado una altura de 6 m.

Sean
1.5m
| | PN
t = minutos transcurridos al comenzar el llenado A \/
h = altura en m alcanzada a los t minutos 14 Q
V = metros cubicos de aceite a los t minutos h
v

. . . dv
Como el llenado es a razén de 3 m? /min se tiene - = 3

. . dh
Se quiere determinar —, cuando h = 6 m

La ecuacién del volumen nos permite relacionar V y h.
V =nr2h

Derivamos en ambos miembros

v dh
dr " dt
Despejando
dh 1 av
dt  nr?de

Sustituyendo datos
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dh
dt  m(1.5)2

= 0.4249

Observamos que la razén de cambio es constante y no depende de h. Por lo que a 6

m o cualquier otra altura el nivel de aceite sube a razén de 0.4249 m/min.

Ejemplo 72. Dos lanchas parten de un punto P. Una de ellas se mueve hacia el este a
razén de 100 km/h, mientras que la otra se mueve hacia el sur a razén de 120 km/h.
Determinar la razén de cambio de la distancia que las separa cuando la lancha que

va al este se ubica a 20 km y la que va al sur a 30 km, ambas de su punto de partida.

Sea
— i ; P, X o
t = tiempo transcurrido (hrs) . >
x = distancia en direccién este (km) y /
/
: : . ., s
y = distancia en direccién norte (km) /

s = separacion entre las lanchas (km)a las t horas

Tenemos los siguientes datos:

x=20km
100 km/h
dt m/
y=30km

dy

Fie 120 km/h

. ds
La rapidez a la cual se separan las lanchas es —

La ecuaciéon que nos permite relacionar las variables, se obtiene al aplicar el

teorema de Pitdgoras. Segun la figura.
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x2 +y? = 2
Derivando implicitamente
d d

d
R BTN SR
a Ya? T Al

dt dt dt
ds xdx+ydy
dt sdt sdt

Nos falta determinar s

s =/x% + y2 =+/20% + 302 = V400 + 900 = V1300 = 36.05 km

Sustituyendo datos

ds xdx yd_)’_(ﬂ)(loopr(i)(lzo)

dt sdt sdt \3605 36.05

d

d—i — 55.47 + 99.86 = 155.33 km/h

Finalmente decimos que las lanchas se alejan a una razén de
4 _ 155.33 km/h

- 1oo33km/
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Diferenciales

La derivada de una funcién en un punto dado representa, desde el punto de vista

geométrico, a la pendiente de la recta tangente a la curva de la funcién en dicho

punto.'
secant

tangent

y

De la figura podemos ver que para pequeios valores del incremento Ax, la

pendiente de la secante se aproxima a la pendiente de la tangente. Es decir,
Ay

= Msec = Mign

Ax

Ay~ .
E~f(x)

De aqui que

Ay = f'(x)Ax

Se llama diferencial de la variable independiente x al incremento Ax y se representa
como dx. Mientras que a la expresion f'(x)Ax se le denomina diferencial de la

variable dependiente y, la cual se representa como dy."

La diferencial de una funcién f se obtiene llevando a cabo el producto de su

derivada por el diferencial de la variable independiente dx.* Se puede expresar
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como

dy = f'(x)dx

Ejemplo 73. Determinar la diferencial de y = 4x2 + 2x — 1.

Primero se obtiene la derivada
y' =8x+2
Para obtener su diferencial se multiplica por dx

dy = (8x + 2)dx

Ejemplo 74. Obtener la diferencial de y = v5x2 + 6.

y = (5x? + 6)Y/?

Se determina primeramente su derivada

y = %(sz + 6)_§%(5x2 +6)
, 1
Y = mere
5x
5x2+6
Para obtener su diferencial, se multiplica por dx
5x

dy = ———dx
Y V5x2 + 6

r

Ejemplo 75. Determinar la diferencial de y = 3 cos 2x.

"=3( 2)d2
' =3 (-sen2x) —2x

y' = =3 sen 2x(2)
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y' = —6sen 2x

Asi que su diferencial es

dy = —6 sen 2x dx

Los diferenciales son utilizados para obtener aproximaciones de una funcién
incrementada cuando el incremento de x es pequefio (Ax =~ 0).”

Partiendo de

flx +Ax) = f(x) + Ay

Se tiene la aproximacion

fx +Ax) = f(x) + f'(x)Ay

fx+A)=~f(x)+dy

Ejemplo 76. Mediante diferenciales obtener una aproximacion de v36.2 .

Partimos de que la funcién es
flx)=+x

Queremos calcular

f(x + Ax) = Vx + Ax

x=36 y Ax=dx=0.2
Obtengamos el diferencial de la funcién

y=\/§=x1/2

1
dy = Ex‘l/zdx

1
dy = —dx
Y= oux

Por lo tanto

1
Vx + Ax = \Jx + —Ax
v 2\x

1
v36 + 0.2 = v36 + ——(0.2
2\/36( )
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V36.2 =~ 6+ 0.01666
V36.2 = 6.01666
Mediante una calculadora se tiene que v36.2 = 6.01664

Ejemplo 77. Calcular mediante diferenciales el incremento del area de un cuadrado,

cuando sus lados que miden 3 m, sufren un aumento de 3 mm.

La funcién para determinar el drea de un cuadrado cuyo lado mide x es

A =x?

Y se tienen los datos

x=3m

Ax = 3mm = 0.003m

Obtengamos la diferencial de la funcién

dA = 2xdx

Sustituyendo datos

dA = 2(3)(0.003) = 0.018 m?

Con un incremento en el lado del cuadrado de 3 mm, el area incrementa

aproximadamente 0.018 m3.

Ejemplo 78. A una placa circular con un radio de 5cm se le aplica calor,
aumentando su radio en 0.015 cm. Determinar aproximadamente cuanto aumento la

superficie de la placa.

La férmula para determinar el drea de un circulo de radio r es

A=nmnr?
dA_ d 5
dr _ﬂdrr

A =nQ2r) =2nr
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Por tanto

dA = 2nrdr

dA = 2n(5)(0.015)
dA = 0.4712 cm?

Con fines comparativos, el resultado con cuatro decimales de precision es
A; = n(5)? = 78.5398

A = m(5.015)2 = 79.0117

AA = 79.0117 — 78.5368 = 0.4719 cm?
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2.10. Problemario

1. Calcular el valor de los siguientes limites:
a) limy_,1 50

b) lim,_q 5x3

C) limy,4 x

d) lim,__,(—13x)

e) limy_5(6x2% — x)

f) limg__;(4s — 65 + 3)

g) limg_, (6% + 20 + 6)

h) lim, ., (2x + 1)(3 + x)

i) lim,_, V5x + 29

Y lim 3x2+41
J =20y 2

k) lim,_¢ (t - é)

. (x2+2x+1)
D limye,y =———
100

m) lim, 4 G107

n) lim—o (— 5+ 1)

A) limyoe(5x2 +x + 7)

2. Calcular los siguientes limites

a) lim,_; (=)

x2-1

(x2+5x—14)
x=2

b) lim,_,

. 9—t2
¢) lime—s (55)

d) tim, o (

—20x5—12x4)
10x3

&) lim, . (357)
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£) lim 45x3+9x2-6x
) X700 23-9x3
12-3x%

g) limye, ===

Vx+1-1
b

h) lim,_q

N1 Vx+6-6
|) hquOT
1552—35+5

3) limy e, 352—5—8

3. Determinar si las funciones siguientes son continuas en los puntos indicados para

cada caso. Aplicar los criterios de continuidad.

a) f(x)=3x*—x, enx=1yenx=0

b) g(x)=x—53, enx=—-2yenx=0
c) h(t)=tt2;_29, ent=-3 yent=3

4. Determinar los puntos de discontinuidad en las siguientes funciones:

a) f(x)=2x*—5x

b) g(x) = ==

x2-9

5. Determinar si las siguientes funciones son continuas en el intervalo indicado:

a) f(x)= xzs_xz%' en el intervalo (—2,6)

b) f(x) =2 + 3x — 5x* enel intervalo (—3,8)
c) f(x)= ;—XZ, en el intervalo (—2,5)

10x3+20x2

d) fx)= —— en el intervalo (—1,1)

6. Encontrar los limites unilaterales de las siguientes funciones:

a) fx)=vxz2—-16

b) f(x)=v4-x°
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7. Hallar la derivada de las siguientes funciones usando la regla general de

derivacion
7.1, y=x’-2

7.2. —§x2 +9

8. Mediante el uso de las férmulas algebraicas, determinar la derivada de las

siguientes funciones:

8.1.y = 100
8.2.y =—-25x
8.3.y=§x
8.4.y =+m

8.5.y =+mx2 +1

8.6.y = 23x2% + 2x3
87.y=3x*—-5x34+x2—-x+7
88.y=ax?+bx+c
89.y=mx+b

8.10. y = x*/5 + 2x2/3 — 3x72
8.11.y=Vx?
812.y=09x+2)(5—x)
8.13.y=203x* +x)(2x— 1)

5 6 1
8.14.y=){—2—xf3 E

8.15. y = (12x2 + 5x + 3)3
8.16.y = (4 — 5x2% + V/x)2

8.17.y =+vVx? - 16
13x2
8.18.y = ijl
2_
8.19.y ==
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Vx+1

xX—

8.20.y =

[

9. Determinar la derivada de las siguientes funciones implicitas:

9.1. -+ =1

a b
9.2.x?+y? =52
93.Yx+3fy—-1=0
9.4.x>+6xy+y?=2x+5

95.x3+ /xy+y3 =k

10. Mediante el uso de las férmulas trascendentes, determinar la derivada de las
siguientes funciones:

10.1. y = In(mx + b)

10.2. y = In(mx + b)?

10.3. y = In(10x?)

10.4. y = In3(2x)

10.5. y = log 2x

10.6.y = logx—2

10.7.y =In(x + /x)

10.8.y =In (L)

1+x
109.y=e7%
10.10. y = e**
10.11. y = 3xInx?
10.12. y = 5%
10.13.y = &
10.14. y = x3%

1015,y =(x2—-1)*
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10.16. y = sen (ax? + bx + ¢)
10.17. y = sen (2x)cos (2x)

senx

10.18. y =

tan x
10.19. y = e3* cos(e3¥)
10.20. y = sen x In(cosx)

11. Hallar la segunda derivada de las funciones siguientes:
vsen x
X

11.1.y=
11.2. y = tan(1 — x?)

12. Hallar la sexta derivada de las funciones siguientes:
12.1. y = 5sen (x)

12.2. y = e?*+1

13. Resolver los siguientes problemas:

dr

13.1. Un globo aerostdtico pierde aire a razén de 1.2 m? /min. ;Con qué rapidez —

va disminuyendo el valor del radio del globo cuandor =3m .

13.2. Una placa@uadrada de acero de 1.5 m de lado, se somete a una contraccién
térmica durante un proceso de enfriamiento, lo cual origina una disminucién en sus
lados de 5 mm. Determinar aproximadamente cuanto disminuye el drea de la placa

dA.

170 .
CONALEP MICHOACAN



AN [LIMITES DE FUNCIONES]

13.3. Obtener una aproximacién del resultado de V50.

13.4. Encontrar el valor minimo relativo que puede alcanzar la funcién:
A(x)=6x" +10x-3

13.5. Encontrar el valor maximo y minimo relativo que tiene la funcién:
B(x)=3x"+5x>+4

13.6. ;Cual es el valor maximo que puede alcanzar la funcién seno?
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2.11. Autoevaluacion

1. Encuentre el Iimite de la siguiente funcién:
lim 2
x—0 \/Z

2. Obtener el valor del limite por la izquierda y por la derecha para comprobar si son

iguales y existe.

. 2x—4
lim

=2 2x" —8

3. Calcula el valor de los siguientes limites:

a) lims’
b) li1r013x—2
2_
o) lim>~ 3
=0 44 x
2_
d i S5x 33
=0 44 x
3_
&) lim= >
X—>oo X —

4. Determinar si las siguientes funcione son continuas en los puntos sefialados.

a) f(x)=x"en x=0, x=2

b) f(x)=vx-2en x=2, x=-2

5. Hallar la derivada de las siguientes funciones usando la regla general de
derivacion.

5.1. y=4x’-2x

5.2.—2x% +2

6. Se requiere colocar una cerca de un terreno rectangular que tiene un area de 50
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metros cuadrados. Uno de los lados mas largos del terreno colinda con un rio, por lo

que no se requiere cercar ese lado. Expresar la longitud de la cerca en funcién del

lado que colinda con el rio y el valor que debe de tener dicho lado para que la

longitud de la cerca sea minima.

7. Determinar los maximos y minimos de la funcion f(x) = x3 — 6x2 + 9x + 5.

8. Derivar por férmulas.
8.1. y=5x*-3x"+6x+8

8.2. y=x’senx

8.3.y = Vb —xZ
84.y= xx_—f
8.5.y = V5 —9x

8.6.y =12x3—10x2 +5x — 4
8.7.y = xVb? + x?

2—x
1+2x2

8.8.y=

8.9. F(t) = (2 — 5¢)2

8.10.r=+v1 -2t
b—x
8.11.y =

8.12.y =3x3 +2x%2 — 4x* + 5x° — 6
8.13.y = (x*? —x)3

8.14.y =Ln(2x —1)

8.15.y = e’

9. Deriva la siguiente funcién implicita.
9.1.5x> + x3y + y®x =5

10. Usando diferenciales calcular:

10.1. sen 50°
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10.2. cos 61°
10.3. V33
10.4. V66
10.5. V10
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2.12. Soluciones del problemario
a) 50

b) O

c) 4

d) 24

i) No existe

175

CONALEP MICHOACAN



AN [LIMITES DE FUNCIONES]

)5

3.

ax=1S51 x=0,51
b)x =-2,51 x=0,No
c)t=-3,No t=3,No

4.

a) Ninguno
b) x = +3
5.

a) No es continua
b) Si es continua
¢) No es continua

d) Si es continua

a) 3 a) lim f(x)=0

x—>—4

3 b) lim f(x)=no existe

¥ x——4*

C) 1111_14f(x) =no existe

d) lim f(x) =no existe

o1 x—4"

e) lim f(x)=0

x—4*

) ) lin}f(x) =no existe
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b) lim f(x)=no existe

x—-2"

b) b) lim f(x)=0

Ny ¢) lim f(x) =no existe
x—-2

d) lim f(x)=0

e) lim f(x) =no existe

x—=2+

f) lin;f(x) =no existe

7.1.3x°
7.2. y’:—%x
8.1.y'=0
8.2.y' =-25
—
8.3.y = -
8.4.y'=0
8.5.y' = 2'/mx

8.6.y" = 46x + 6x2
8.7.y' =12x3 —15x?2 + 2x — 1
8.8.y' =2ax+b
89.y =m

r— 2 4, 2 6
810.Y ==zt 3515

' 3
8.11.Y ===
8.12.y" =43 — 18x
8.13.y"' = 360x2 — 40x — 20

1
2Vx3

8.14.y = —%— 18x2 —

8.15. y' = 3(24x + 5)(12x2 + 5x + 3)?
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20x—— V=,
. 7= _ 20Vx2—-1
8.16.y" = (4-5x2+V%)°  Yx(4—5x24Vx)2
r X
8.17.y Vx2-16
, _ 26x(x+1)
8.18.y" = (2x+1)2

3x2-16x+16

8.19.y = ot

8.20.y = —m
9.1.y" = —Z—;
92.y' =-=
03y =)
9.4.y = 13;‘;?
9.5.y' = —Z//%
10.2.y" = ="
103.y =2

10.4. y' = 2000
10.5.y" = =2<
10.6.y" = ==&
10.7. y' =%
10.8.y" = x(11+x)
10.9.y" = —=

10.10. y’' = kek*
10.11.y" = 3(2 + Inx?)
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10.12.y" =4-5% -In5

10.13. y = £2CxD
x
10.14. y" = 3x3*(1 + Inx)
10.15.y" = —(x2 —1)~% Lzz"_z +1In(x2 — 1)]
10.16. y’ = (2ax + b) cos(ax? + bx + ¢)
10.17. y" = 2 cos 4x
10.18. y' = —sen x
10.19. y' = 3e3*[cos e3* — 3e3¥sen e3*]
10.20. y" = cos(x) - In (cosx) — sen x - tanx
R e

11.2. y" = =2sec (1 — x?)[sec(1 — x?) — 4x?]
12.1. y¥ = =5 sen (x)
12.2. yVI = 64e2x+1

dr

13.1.— = —1.06 cm/min

dt
13.2. dA = —0.015m? paraun Al = —0.005m
13.3. f() +dy =7 +— = 7.07142
13.4.-.833
13.5. Maximo relativo: 1.11, minimo relativo: 0

13.6. 1
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2.13. Soluciones de la autoevaluacion

. 2x—4 1 .. 2x-4 _
2. lim——=— lim— =— son iguales
=2 2x" =8 4 x-22x" -8 4

4

- lim

2x-4

=2 2y2 -8

existe

a) f(0)=0=lin;1x2 f(2):4zlirr21x2 o f(x)=x" siescontinuaen x=0y x=2

b) f(2)=0, 1irr21\/x—2 no estd definido por la izquierda, f(—2)=no estad definida. .-

f(x)=+x-2 noescontinuaen x=2y x=-2

5.1.y'=12x*-2x
5.2. =2x?

2

1
6. L(x)=x+ 00m valor minimo: 10 m.

7. Maximo en x=1 y minimo en x=3
8.1. y'=20x’-6x+6

8.2. y'=x’cosx+2xsenx

X

83.V ===

—2x3+6x2
8.4.y' = —

X

3

8.5.y = —

2
(5-9x)3

8.6.y' =36x%2—20x+5
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’ b2%+2x2
87.Y = et

, _ 2x%-8x-1
8.8.y" = (1+2x2)2

PN 3
8.9. f'(t) = ot
8.10. L= -2

dt 1-2¢

,_ __2b

8.11.y = D)t

8.12.y' =9x2 + 4x — 16x3 + 25x*
8.13.y" = (6x — 3)(x? — x)?

8.14.y" =

2x—1
8.15. 2xex”

dy 25x4'—3x2;y—;y6

9.1. ==

dx x3+6xy5

10.1. 7687
10.2. 0.484892
10.3. 2.0125
10.4. 4.04166
10.5. 3.16
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2.14. Conclusiones

Este capitulo es la introduccién a una nueva forma de ver el mundo a través de las
funciones y su comportamiento, ya que mediante ellas podemos describir nuestro

entorno y su comportamiento.

Este capitulo te brindé una nueva herramienta algebraica dtil en el andlisis de
funciones y de pequenas variaciones que ocurren en cantidades continuas, hablamos
sobre el concepto de derivada como razén de cambio, pendientes de curvas, valores
maximos y minimos, se vieron aplicaciones de optimizacién, pero hay muchas otras
aplicaciones en el campo de la ingenieria, la fisica, la economia, la quimica e
inclusive en las ciencias sociales. Lo visto en este capitulo es prerrequisito para tu

préximo curso de calculo integral.
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