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Estimado	
  estudiante:	
  
	
  
Las	
   palabras	
   que	
   sombrean	
   estas	
   páginas,	
   no	
   son	
   simple	
   ciencia	
   dentro	
   del	
   diálogo	
   como	
  
depósitos	
  de	
  datos	
  e	
  información,	
  ni	
  son	
  cuestión	
  de	
  vocabulario	
  o	
  listado	
  de	
  definiciones,	
  son	
  la	
  
experiencia	
   generosa	
   de	
   la	
   comunidad	
   CONALEP	
  Michoacán,	
   esa	
   realidad	
   oculta	
   pero	
   necesaria	
  
que	
  respaldó	
  las	
  tareas	
  de	
  investigación	
  y	
  composición	
  literaria	
  del	
  discurso	
  que	
  integra	
  este	
  libro.	
  
Nos	
  referimos	
  a	
  los	
  profesores,	
  administrativos	
  y	
  sindicatos	
  que	
  hoy	
  convergen	
  en	
  el	
  umbral	
  de	
  la	
  
existencia	
   para	
   apoyar	
   a	
   un	
   grupo	
   de	
   profesores	
   escritores	
   que	
   han	
   creado	
   en	
   el	
   sereno	
   libre,	
  
arquitecturas	
  de	
  conocimientos	
  como	
  un	
  viaje	
  de	
  aprendizaje	
  que	
  exigirá	
  del	
  estudiante,	
  lo	
  mejor	
  
de	
   sí	
  mismo	
  ante	
   la	
  presencia	
   luminosa	
  del	
   texto,	
  ese	
  que	
  pretende	
  enseñarle	
  a	
   caminar	
   con	
   la	
  
frente	
  en	
  alto.	
  
	
  
Las	
   ideas	
  asociadas	
  en	
  este	
   libro,	
  equivalen	
  a	
   la	
   imaginación	
  lograda	
  en	
  el	
  acto	
  de	
  escribir	
  desde	
  
otros	
  textos,	
  al	
  decodificarlas	
  el	
  estudiante,	
  se	
  le	
  exige	
  más	
  vocabulario	
  para	
  enriquecer	
  su	
  habla	
  y	
  
hacer	
  ver	
  a	
  sus	
  ojos	
  más	
  allá	
  de	
  la	
  estrechez	
  de	
  la	
  información	
  que	
  inunda	
  a	
  la	
  sociedad	
  moderna.	
  
El	
   libro	
   no	
   presenta	
   la	
   superficie	
   de	
   la	
   existencia	
   como	
   cruda	
   observación,	
   procura	
   que	
   su	
  
dificultad	
   incite	
  a	
  perforar	
   la	
  realidad	
  hasta	
  reflexiones	
  que	
  renueven	
  los	
  modos	
   inciertos	
  de	
  dar	
  
significado	
   al	
   mundo.	
   La	
   ciencia,	
   la	
   literatura	
   y	
   la	
   tecnología	
   no	
   las	
   percibimos	
   como	
   mundos	
  
incomunicables,	
  los	
  valores	
  son	
  explícitos	
  caminos	
  que	
  las	
  vinculan	
  entorno	
  al	
  currículo	
  del	
  técnico	
  
bachiller.	
  Tienen	
  estos	
  textos	
  organización	
  de	
  premisas,	
  técnicas,	
  justificaciones,	
  normas,	
  criterios	
  
y	
   como	
  Usted	
   se	
   dará	
   cuenta,	
   también	
  mostrará	
   nuestros	
   límites	
   para	
   seguir	
   haciendo	
   puentes	
  
entre	
   las	
   incesantes	
   creaciones	
   de	
   nuevas	
   fronteras	
   de	
   la	
   investigación	
   científica	
   y	
   técnica.	
   Se	
  
pretende	
  que	
  estos	
  libros	
  sean	
  contenido	
  y	
  no	
  un	
  libro	
  de	
  prácticas	
  escolares,	
  sean	
  la	
  herramienta	
  
de	
  complementación	
  para	
  enriquecer	
  los	
  discursos	
  de	
  la	
  enseñanza-­‐aprendizaje.	
  
	
  
Los	
   profesores	
   de	
   CONALEP	
   enfrentan	
   a	
   diario	
   las	
   carencias	
   visibles	
   de	
   medios	
   tecnológicos,	
  
materiales	
  y	
  documentales,	
   sería	
   fácil	
  usar	
   las	
  palabras	
  para	
   señalar	
  hasta	
  el	
   cansancio	
  nuestras	
  
apremias,	
   pero	
   se	
   ha	
   decidido	
   mejor	
   producir	
   libros	
   como	
   testimonios	
   vivos	
   y	
   luminosos	
   que	
  
renueven	
   el	
   rol	
   social	
   de	
   la	
   academia	
   colegiada	
   sensible	
   a	
   la	
   condición	
   social,	
   susceptible	
   de	
   ir	
  
perfeccionándose	
  con	
  la	
  acumulación	
  de	
  esta	
  experiencia	
  literaria,	
  para	
  servir	
  de	
  mejor	
  manera	
  al	
  
enriquecimiento	
  de	
  las	
  competencias	
  necesarias	
  para	
  realizar	
  el	
  sueño	
  de	
  éxito	
  de	
  tantos	
  jóvenes	
  
Michoacanos.	
  	
  
	
  

Lic.	
  José	
  Arturo	
  Villaseñor	
  Gómez	
  
Director	
  General	
  del	
  CONALEP	
  Michoacán	
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Mensaje	
  a	
  la	
  comunidad	
  académica	
  
	
  

	
  
	
  
	
  
Se vive una época difícil para los libros, no son momentos de lectura tampoco, sin embargo, 
esto no debe ser un motivo para no producir literatura para educar mentes creativas, nuestra 
generación considera importante que sea la literatura la que emocione a realizar los grandes 
sueños de nuestros jóvenes. Si el libro escrito por mexicanos para mexicanos  se perdiera, la 
conciencia de nuestra sociedad quedaría en orfandad, congelada de sentido y seriamos 
habitantes de un mundo siempre detrás de mascaras en rituales de simulación. Este 
argumento presente en El laberinto de la soledad, Octavio Paz nos dice al hombre moderno, 
seamos universales sin dejar de ser diferentes. El efecto de producir literatura en una 
sociedad, es como dice Steven Pinker, es “sacar los ángeles que llevamos dentro”, es lo 
mejor de nuestro ser como oferta de conocimiento y valores al servicio de nuestra sociedad. 
El efecto Malinche que prefiere libros de traducción, ocasiona la perdida de identidad y 
crear la cultura de producir experiencias de conocimiento como herencia educativa para 
nuestros estudiantes.  Los Aztecas en su derrota se sintieron abandonados por sus dioses, en 
el presente si cancelásemos que la voz de nuestro profesores que hablaran desde libros a las 
nuevas generaciones, es algo equivalente, al negar que las ideas en su crecimiento son una 
respuesta sociolingüística económica y democrática de identidad de una nación. Michoacán 
es un proyecto histórico de libertad, sin ignorar la realidad  del malestar de la cultura actual, 
CONALEP desarrolla un programa académico  para impulsar su capacidad y compromiso 
social para generar las ideas curriculares para enriquecer  la sensibilidad y la imaginación 
científica, técnica y humanista de su comunidad. 
 
Producir literatura curricular en CONALEP Michoacán, es asumir su personalidad moral, 
como dueña de una conciencia movida para una educación con la pasión de razones y 
expresiones culturales con la competencia para transformar positivamente la realidad. Aun 
cuando esta realidad adversa, de actitudes de autoridades renuentes a transformar la realidad 
educativa y de presiones económicas, hoy entregamos esta literatura escrita con profesores 
de CONALEP, máxime reconocimiento, porque trabajaron de manera altruista durante 
extenuantes y largas jornadas de trabajo; la comunidad CONALEP y la sociedad  
Michoacana toda, reciban esta obra como testimonio de la grandeza de este histórico 
Michoacán.   

	
  
	
  

Lic.	
  José	
  Azahir	
  Gutiérrez	
  Hernández	
  
Director	
  Académico	
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Enfoque por competencias 

Este texto de apoyo es una introducción a las representaciones simbólicas del entorno que 

sirven como antecedentes y base para la geometría analítica y el cálculo de variables. Tales 

representaciones simbólicas incluyen desigualdades, funciones exponenciales, geometría y 

trigonometría. 

 

Características del libro de apoyo para el estudiante: 

 

Cada capítulo cuenta con una introducción, que incluye contexto histórico y  aplicaciones, 

definiciones, ejemplos de ejercicios resueltos, datos curiosos, preguntas reto, problemario, 

autoevaluación, soluciones y conclusiones, que sin ser finales, más bien son una invitación 

al análisis de otras posibilidades y aplicaciones de este tema. 

 

En su versión digital, las referencias son accesibles siguiendo la liga en la red.  
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En toda obra literaria se afirma una realidad 
independiente de la lengua y del estilo: la escritura 
considerada como la relación que establece el escritor 
con la sociedad, el lenguaje literario transformado por 
su destino social. Esta tercera dimensión de la forma 
tiene una historia que sigue paso a paso el 
desgarramiento de la conciencia: de la escritura 
transparente de los clásicos a la cada vez más 
perturbadora del siglo XIX, para llegar a la escritura  
neutra de nuestros días. 
 

Roland Barthes, El grado cero de la escritura 
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Palabra	
  escrita	
  bajo	
  luz	
  
	
  
En un mundo cada día con más canales de comunicación, la palabra escrita camina por los 
muros que denuncian el drama catastrófico sobre el medio ambiente y sobre el control de la 
vida humana; el combustible de esta desesperanza produce apatía profunda por tener 
contacto con el mundo de la literatura, esta distorsión moral parece reflejarse entre los que 
no quieren sentir responsabilidad ni pensar, dejando a otros su indiferencia al ser prisioneros 
de ligeras razones y tirria justificada en la empresa de sobrevivir.  
 
Especular en un mundo sin libros es exponer al mundo a la ausencia de pensamiento, 
creatividad y esperanza. Los libros, dedicados a ser arrebatados por el lector, están  
expuestos a ser poseídos por las bibliotecas vacías y que con el tiempo opacan sus páginas y 
empolvan la cubierta de lo que alguna vez fue un objeto de inspiración. Resulta difícil 
transcribir este instante de un peligroso espacio donde ya muy pocas palabras sobreviven 
dentro de la reflexión y las pocas sobrevivientes han abandonado la unión del sentido de 
vivir y el sentido del pensar científico. Escribir pasa de ser un placer repentino a ser una 
necesidad inminente, es el puente entre lo conocido y lo inexplorado. Es un reto de hoy en 
día inmiscuirse en lo que una vez fue lo cercano y dejar de lado la novedad tecnológica 
para poder a través de las barreras que nos ciegan abrir fronteras literarias. Es un proyecto 
que conspira a favor de la libertad creativa, de la felicidad lúcida cargada de libros 
embajadores de nuevas realidades.   
 
Entre un mar de razones dentro del libro escolar en crisis, se percibe la ausencia de esa 
narrativa del cuerpo del texto, misma que alimenta al lector de una experiencia de 
conocimiento, su ausencia, es más un mal glosario, de un mal armado viaje literario 
científico o de ficción. En esos viajes de libros en crisis, nos cansamos de mirar espacios 
vacíos de talento, emociones y sensibilidad para responder a un entorno adverso; son 
muchas veces un triunfalismo de autoevaluación y una falsa puerta de una real competencia 
para actuar en la realidad. Uno no solo vive, escucha la voz interior de un libro, uno es 
fundado en el manejo del lenguaje que explica, crea, aplica o expande los límites del 
horizonte de nuestro imaginario actuante en lo real. No vivimos leyendo texto, sino leyendo 
el paisaje de una realidad, el libro toma la voz del progreso en una siempre reconstrucción 
lingüística del sujeto que explica, transforma y comunica desde los desafíos de su 
generación. 
 
La información cruda que tanto rellena los libros grises, oscuros y papel pintado; requiere ser 
dotada de conceptos que permitan alimentar al sujeto que toma decisiones, que explora con 
paso lento, que mira por dentro del lenguaje y aplica la información que cobra sentido en la 
siempre  expansión de las ideas.  
 
Escribir un libro es siempre reconstruir un discurso, sus lectores en este discurso son el 
puente a un texto profundo que demanda esfuerzo en la reconstrucción de los procesos de 
razonamiento y el entretejido del discurso que involucra información de fondo, esas fuentes 
que justifican su análisis y poseen significado privilegiado para la comprensión de una 
realidad.  
 
El lector puede hacer uso del libro con su propia experiencia y con su autoayuda, al precisar 
términos y conceptos para prolongar su horizonte de interpretación, el libro se hace cargo de 



	
  
	
  

x	
  

la memoria de un plan de estudios, es un discurso de diferentes capas de argumentos, tras 
este texto se anuncia un orden de experiencia propuesto para su aprendizaje. El libro está 
conformado para jóvenes con memoria sin dolor para nuevas palabras, aborda el olvido 
como una deficiencia de interactividad entre el discurso argumentativo y los referentes 
conceptuales. Esto es el reto en la producción de los libros CONALEP. La propuesta es una 
reconstrucción de una semántica más profunda, como el principal reto del estudiante 
técnico bachiller del siglo XXI.  
 
Libro,…	
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Capítulo 1: Desigualdades 
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Representación de la desigualdad x2+y3-z2≤ 0. Gráfica hecha en mathematica 9 

 
 
 
 
 

 
En arquitectura y diseño se aplica el uso  y solución de desigualdades 

Ciudad de Pátzcuaro Michoacán 
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Introducción 

 

En 1631, Walter Warner, matemático y filósofo publicó en El Álgebra de Thomas 

Harriot1, el artículo Artis Analyticae Praxis ad Aequationes resolvendas, donde por 

primera vez aparecen los signos de desigualdades que actualmente son usados. 

 

La geometría analítica hace uso de desigualdades en la resolución de dominio y 

contradominio de funciones y la desigualdad triangular. 

 

Algunas desigualdades en el sentido propio de una inecuación pueden ser 

relacionadas con el desarrollo del Cálculo, como por ejemplo, máximos y mínimos.2 

 

 
Gráfica hecha con mathematica 9 

 

 

 

 
1.  

Pregunta reto: 

 

Si disminuyo en diez la tercera parte de un número, me queda 

uno mayor que 50. ¿Qué puedes decir del número? 

 



2014	
   [DESIGUALDADES]	
  
	
  

	
   -­‐-­‐-­‐	
  	
  	
  4	
  	
  	
  -­‐-­‐-­‐	
  
CONALEP	
  MICHOACÁN	
   	
  

Desigualdades 

 

Se define en la matemática a la desigualdad como la relación que existe entre dos 

valores cuando estos son distintos. En nuestro caso los valores que se usan son 

elementos del conjunto ordenado de los reales, para casos de comparación. Al 

conjunto de todas las soluciones se le llama el conjunto solución y constituyen la 

resolución de la desigualdad. 

 

Los signos de desigualdad son: 

 
 

Signos de desigualdad Se lee 

> mayor que 

< menor que 

≥ mayor que o igual a 

≤ menor que o igual a 

 
Definición de intervalo: 

Es un conjunto de números reales (ℝ ) con la propiedad de que cualquier número 

que se encuentra entre dos números en el conjunto está también incluido en el 

conjunto. La solución de una desigualdad puede representarse en notación gráfica, 

notación de intervalo y notación de conjuntos por comprensión. 

 

 

 

 

 

 

Curiosidades matemáticas: un matemático de nombre Edward Kasner 

notó que no existía un término para designar  el número 10100, 

entonces creó el neologismo GOO-GOL, palabra que según Kasner  

inventó su sobrino de 9 años de edad, ¿te parece conocido el término 

con el del buscador Google? 



2014	
   [DESIGUALDADES]	
  
	
  

	
   -­‐-­‐-­‐	
  	
  	
  5	
  	
  	
  -­‐-­‐-­‐	
  
CONALEP	
  MICHOACÁN	
   	
  

Nomenclatura  

 
Tipo de intervalos Notación de 

intervalos 

Notación gráfica 

 

Notación por 

comprensión 

 

 

Abierto 

 

 

(a, b) 

 

(         ) 

a        b 

 

 

 

 

{x ∈ ℝ ∣ a < 𝑥 < b} 

 

Semi-abierto por la 

derecha 

 

[a, b) 

 

[         ) 

a        b 

 

 

{  𝑥 ∈ ℝ ∣ a ≤ 𝑥 < b} 

 

Semi-abierto por la 

izquierda 

 

(a, b] 

 

(         ] 

a        b 

 

 

{  𝑥 ∈ ℝ ∣ a < 𝑥 ≤ b} 

 

 

Cerrado 

 

 

[a, b] 

 

[         ] 

a        b 

 

 

 

{  𝑥 ∈ ℝ ∣ a ≤ 𝑥 ≤ b} 

 
Nota: (a, a), [a, a), y (a, a] representan el conjunto vacío, [a, a] denota el conjunto 

{a}. Cuando 𝑎 > 𝑏, se asume que todas las notaciones representan el conjunto vacío. 

Estándar internacional ISO-31-11. 

Como se puede ver en las desigualdades, el conjunto de soluciones son de tamaño 

infinito. Por ejemplo, considere la desigualdad 𝑥 > 3. Tiene un conjunto infinito de 
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soluciones debido a que cualquier número real mayor que 3, tales como 3.0001, 4, 

5.2, 6, !"
!

,  14.5, 100 000, verifican la desigualdad.  

 

Los símbolos -∞  y  ∞    representan infinito negativo y positivo e indican que los 

números continúan indefinidamente en la dirección negativa o positiva. El infinito 

siempre lleva un paréntesis en la notación de intervalos. Estos símbolos no deben ser 

confundidos con  números reales.  

 

Como se puede ver en los siguientes intervalos: 

 

(a, +∞)  = {  𝑥 | 𝑥 > a} 

(-∞, b)  = {  𝑥 | 𝑥 < b} 

[a, +∞) = {  𝑥 | 𝑥 ≥ a} 

(-∞, b]  = {  𝑥 | 𝑥 ≤ b} 

(-∞,+∞) = ℝ 

 

En los intervalos (a, b), [a, b], [a, b) y (a, b], los números a y b son los puntos 

extremos del intervalo. 

 

Ejemplos: 

 

a) El intervalo abierto (-4,9) 

 

En notación de conjuntos por comprensión {𝑥 ∈ ℝ/-4<  𝑥 <9} 

Esto indica que 𝑥 toma cualquier valor entre -4 y 9, excepto estos valores llamados 

extremos. 

 
Su representación gráfica :          
 
 

 

1
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  )	
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b) El intervalo semi-abierto por la derecha [3,12) 

 

En notación de conjuntos por comprensión {𝑥 ∈ ℝ/ 3  ≤   𝑥 < 12} 

 

Esto indica que 𝑥 toma cualquier valor mayor o igual a 3  y menor que 12. 

 

Su representación gráfica:       

  

 
 
     

c) El intervalo semi-abierto por la izquierda  (0,6] 

 

En notación de conjuntos por comprensión {𝑥 ∈ ℝ/ 0  <   𝑥 ≤ 6} 

Esto  indica que 𝑥 toma cualquier valor mayor que 0 y menor o igual que 6. 

Su representación gráfica :  

       

 

 

 

d) El intervalo cerrado [-2,5] 

 

En notación de conjuntos por comprensión {𝑥 ∈ ℝ/ -2  ≤ 𝑥 ≤ 5} 

Esto  indica que 𝑥 toma cualquier valor mayor o igual que -2 y menor o igual que 5. 

Su representación gráfica :  
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e) La figura siguiente ilustra el intervalo (10,∞): 

 

 

En notación de conjuntos por comprensión {𝑥 ∈ ℝ/ 10<   𝑥 } 

Esto  indica que 𝑥 toma cualquier valor mayor que 10 . 

 

 

f) La figura siguiente  ilustra el intervalo (−∞,−7): 

 

 

 

 
En notación de conjuntos por comprensión {𝑥 ∈ ℝ/ -7>   𝑥 } 

Esto  indica que 𝑥 toma cualquier valor menor  que -7. 

 

 

    g) La figura siguiente ilustra el intervalo [3,∞): 

 

 

 

 

En notación de conjuntos por comprensión {𝑥 ∈ ℝ/ 3≤   𝑥 } 

Esto  indica que 𝑥 toma cualquier valor mayor o igual  a 3. 
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h) La figura siguiente ilustra el intervalo  (-∞,6]: 

 

 

 

 

 

En notación de conjuntos por comprensión {𝑥 ∈ ℝ/ 6≥   𝑥 } 

Esto  indica que 𝑥 toma cualquier valor menor  o igual  a 6. 

 

i) La figura siguiente ilustra  el conjunto de todos los números reales ℝ: 

 

 

 

 

Teoremas de las desigualdades 

Si a, b, c y d son números reales y a<b entonces 

Teorema Observaciones 

1. Si a<b, entonces a+c <b +c  

2. Si a<b, entonces a - c<b - c  

3. Si a<b, entonces ac<bc Si c>0, la desigualdad no cambia 

4. Si a<b, entonces ac>bc Si c<0, la desigualdad sí cambia 

5. Si a<b, entonces a/c < b/c Si c>0, la desigualdad no cambia 

6. Si a<b, entonces a/c > b/c Si c<0, la desigualdad sí cambia 

7. Si a<b y b<c, entonces a<c  

8. Si a<b y c<d, entonces 

a+c < b+d 

 

9. Si 0<a<b y 0<c<d, entonces 

ac< bd 
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Ejemplos: 

 

1.   3<5;  3+2<5+2, esto es 5<7. 

Si a ambos miembros de una desigualdad se suma una misma cantidad la 

desigualdad se mantiene. 

 

2.  -10<-4;  -10-5<-4-5, esto es -15<-9. 

Si a ambos miembros de una desigualdad se resta la misma cantidad la 

desigualdad se mantiene. 

 

3.   6<12;  (6)(7)<(12)(7), esto es 42<84. 

Si ambos miembros de una desigualdad se multiplican por  un número 

positivo la desigualdad se mantiene. 

 

4.   8<20;  (8)(-1)>(20)(-1), esto es -8>-21. 

Si  ambos miembros de una desigualdad se multiplican por un número 

negativo la desigualdad se invierte. 

 

5.   20<40; !"
!
< !"

!
, esto es 5<10. 

Si ambos miembros de una desigualdad se dividen por un número positivo, la 

desigualdad se mantiene. 

  

6.   20<40; !"
!!
> !"

!!
, esto es -5>-10. 

Si ambos miembros de una desigualdad se dividen por un número negativo la 

desigualdad se invierte. 

 

7.   4<7 y 7<10, entonces 4<10. 

Si una primera cantidad es menor que una segunda y esa segunda menor que 

una tercera, entonces la primera es menor que la tercera. 
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8. 3<7 y 5<12; entonces 3+5<7+12, eso es 8<19. 

Si una primera cantidad es menor que una segunda, y una tercera es menor 

que una cuarta, entonces la suma de la primera con la tercera es menor que la 

segunda con la cuarta. 

 

9. 0<3<5 y  0<6<11, entonces (3)(6)<(5)(11) esto es 18<55. 

 

Si un primer número positivo es menor que un segundo, y un tercer número 

positivo es menor que un cuarto, el producto del primero por el tercero, es 

menor que el producto del segundo por el cuarto. 

 

Solución de desigualdades 

 

Para resolver desigualdades puede separarse la variable en expresiones que incluyan 

el uso de <, ≤, > y  ≥. Deberá tomarse en cuenta que al multiplicar o dividir una 

desigualdad por un número negativo afecta la veracidad de la desigualdad. Véase el 

caso 4 < 6. Esta expresión señala la posición relativa entre estos dos números. Es 

decir, 4 está a la izquierda de 6. Cuando se multiplica cada número por (-1), cada 

número se convierte en su contrario. Esto invierte la posición relativa de los dos 

números y (-6) queda a la izquierda de (-4).  
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Lo mismo ocurre para la división. De manera que cada vez que ambos lados de una 

desigualdad son multiplicados o divididos por un número negativo, inviértase la 

desigualdad para mantener su veracidad. 

 

De manera que se pueden sumar, restar, multiplicar y dividir los miembros de una 

desigualdad por cualquier número siempre y cuando no se divida por cero. 

Podemos comprobar sustituyendo algunos valores del conjunto solución y 

verificando que satisfacen la igualdad. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Preguntas reto: 

 

 

 

 

 

 

         5cm < L < 7cm 

 

El lado de un cuadrado  L está entre 5 y 7 cm, 

¿cómo es su perímetro? 
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Para practicar: 

Completa la tercera columna de la tabla siguiente, escribiendo el resultado que se 

obtiene de aplicar la operación marcada en la segunda columna a los dos miembros 

de la desigualdad de la primera columna: 

 

8  𝑥 -2 > 7 Sumar 2  

𝑥 +3<11 Restar 3  

𝑥
8 ≤ 4 Multiplicar por 8  

-5𝑥 <10 Multiplicar por -2  

5𝑥   ≥50 Dividir entre 5  

-7𝑥   ≤49 Dividir entre -7  

 

¿Identificaste lo que ocurre al aplicar cada una de las operaciones indicadas? 

Discútelo con tus compañeros. 
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1.1.  Desigualdades absolutas 

 
Desigualdad incondicional o absoluta3,4:   es la que se  cumple  o verifica para 

cualquier valor que se le asigne a las incógnitas que intervienen en ella. 

 

Por ejemplo: 

𝑥! + 1 > 𝑥 
 

si 𝑥 toma el valor arbitrario 5,  (5)2+1>5 

               26>5 

esto se verifica para cualquier valor 𝑥 ∈ ℝ. 

 
Otro ejemplo de una desigualdad absoluta es:   
 

𝑥 + 𝑦 ! > 0 
 

verifiquemos  asignando los valores arbitrarios  𝑥 =-6    y   𝑦=4,  

−6+ 4 ! > 0 

−2 ! > 0  
4 > 0 

 
observe que si el resultado de sumar 𝑥 con 𝑦 es positivo el valor de esa cantidad al 

cuadrado será un número mayor que cero, y si dicha suma es negativa su cuadrado 

es un número positivo mayor que cero, por lo que cumple con cualquier valor que 

se les asigne a las variables 𝑥 y 𝑦 para 𝑥,𝑦 ≠0. 

 
Un tercer ejemplo es 10>5. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Para practicar: 

Escribe tres desigualdades absolutas y verifica que se cumplan 

con un valor arbitrario 

1._________________________________________________________________________	
  
	
  
2._________________________________________________________________________	
  
	
  
3._________________________________________________________________________	
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1.2.  Desigualdades condicionales o inecuaciones de dos  y de tres 
partes 
 

Desigualdad condicional o inecuación 1,2,5 : es la  que solo se verifica o cumple para 

ciertos valores de las incógnitas que involucra. 

 

Por ejemplo:        6𝑥 > 12 

    𝑥 > 2  dividiendo entre 6 ambos miembros  

la desigualdad se cumple para cualquier valor de 𝑥 > 2 

              {𝑥 ∈ ℝ/𝑥 > 2} o bien    𝑥 ∈(2,∞). 

 

Las inecuaciones pueden tener una o más incógnitas, si contiene varias se llaman 

inecuaciones indeterminadas, las hay de primer grado o lineales , esto es cuando el 

exponente más grande de la incógnita es uno,  y cuadráticas con una variable donde 

el mayor exponente de la incógnita es dos6 . También pueden tener dos términos o  

tres términos llamados  partes.  

 

Existen  también los sistemas de inecuaciones lineales que son usados en 

programación lineal , en este texto solo se analizarán desigualdades con 2 o tres 

partes y de primer y segundo grado con una incógnita. 

 

Ejemplo de inecuación  con una incógnita y dos partes: 

 

a)   7  𝑥 >14 
       7  𝑥 >14 dividiendo ambos miembros entre 7 

          𝑥 >2 
       
     {𝑥 ∈ ℝ/𝑥 > 2} 

 
 
𝑥 ∈  (2,∞) 
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b) Ejemplo de inecuación con una incógnita y tres partes: 

 

4<8𝑥 ≤16 

  
 !
!
< 𝑥 < 2 dividiendo los tres miembros entre 8  

 
 
{𝑥 ∈ ℝ/ !

!
    < 𝑥 ≤ 2} 

 

𝑥 ∈
1
2 , 2  

 
 

 
 
 

 
 

 
 

     c) Ejemplo de inecuación con dos partes y operaciones indicadas:  

2(𝑥 +1)<5(𝑥 +3)+2 

          2  𝑥 + 2 < 5  𝑥 +15 +2  realizando las operaciones indicadas 

          2  𝑥 – 5  𝑥 < 15 + 2 -2  reuniendo términos semejantes 

                 -3  𝑥 < 15           reduciendo 

      𝑥 > !"
!!

            dividiendo  entre -3 ambos miembros 

      𝑥 >-5 

 

Los valores que satisfacen la inecuación  son {𝑥 ∈   ℝ  /    𝑥 > −5}  

Es decir,  𝑥 ∈ (−5,∞) 
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Para resolver: indica en forma de 

intervalo la solución 

Solución: 

 

21  𝑥 >63 

 

 

10≤ 5𝑥 < 20 

 

 

4(𝑥 -1)<2(𝑥 +3)-2 

 

 

 

1.3. Desigualdades de primer grado  sin variables en el 

denominador 

 

Las desigualdades  de los ejemplos anteriores son desigualdades sin  variables en el  

denominador, recordemos que son de primer grado porque el exponente mayor de la 

incógnita es uno5. 

 

Es importante abordar el estudio de desigualdades con  valor absoluto ya que es base 

para tus estudios en el cálculo infinitesimal, por ello comenzaremos por definir el 

valor absoluto de un número. 

 

El símbolo 𝑥 , se lee el valor absoluto de x , y se define7 como 

 

𝑥 =    𝑥                𝑠𝑖  𝑥   ≥ 0
−𝑥      𝑠𝑖    𝑥 < 0  

 

 

Debemos tener cuidado en interpretar la definición, ya que –𝑥   representa el 

simétrico de un número negativo, que es un número positivo, por lo tanto  podemos 
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concluir que el valor absoluto de un número es siempre  el mismo número  con 

signo positivo. 

 

 

Ejemplos: 

5 = 5                                       −5 = 5                             −3− 4 =    −  7 = 7         0 = 0 
 
 
La interpretación geométrica8 del valor absoluto es la distancia desde el cero hasta el 

número no importando el sentido. 

Es importante antes de comenzar a resolver desigualdades con valor absoluto 

conocer las propiedades mediante los siguientes teoremas9: 

 

 

Teorema 1:  𝑥 ≤ 𝑎              𝑠𝑖  𝑦  𝑠𝑜𝑙𝑜  𝑠𝑖 − 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑎,𝑑𝑜𝑛𝑑𝑒  𝑎 ≥ 0 

 

Teorema 2:  𝑥   ≥ 𝑎          𝑠𝑖  𝑦  𝑠𝑜𝑙𝑜  𝑠𝑖      𝑥 ≥ 𝑎    𝑜  𝑏𝑖𝑒𝑛  𝑥 ≤ −𝑎,      𝑑𝑜𝑛𝑑𝑒  𝑎 > 0. 

 

 

Ejemplos:  

 

a) Encontrar el conjunto solución que satisface la desigualdad 

	
   𝑥 − 10 < 6.	
  
 

Observe que es un corolario del teorema 1, así que cambiaremos en dicho teorema 

el signo ≤ 𝑝𝑜𝑟   <. 

 

Entonces por teorema 1 , 𝑥 − 10 < 6 se cumple si y solo si 

 

-6 <  𝑥 -10  < 6                 es una desigualdad de 3 partes 
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 4  <   𝑥    < 16                sumando 10 en los tres miembros 

 

esto es 𝑥 ∈ (4,16), o {x ∈   ℝ /   4<x<16} 

 

su representación gráfica: 

 
 
 
 
 

b) 

Encontrar el conjunto solución que satisface la desigualdad 

 6𝑥 + 4 ≥ 10. 

 

Por teorema 2 se cumple si y solo si 

6x+4 ≥  10             o bien                  6  𝑥 +4≤-10 

    6𝑥 ≥ 6                                                6  𝑥 ≤ −14 

      𝑥 ≥ 1                                                𝑥 ≤ − !
!
 

 

Observemos la representación gráfica: 

 

 

 

 

 

 

Así el conjunto solución son las 𝑥 ∈ −∞,− !
!
∪ [1,∞) 

o {𝑥 ∈ ℝ  /   -7/3  >  𝑥  > 1} 
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Para practicar: 

 
Indica la solución en forma de intervalos y gráfica de las siguientes 

desigualdades con valor absoluto 

 

 

 
 

𝑥 + 5 ≤ 12 

  

 
 

3𝑥 + 6 > 18 

  

 
 

 
 

Curiosidades matemáticas: 

 

Sabías que el cubo de Rubik tiene 43,252,003,274,489,856,000 = 4.3 

x 1019 combinaciones posibles. 

 

                                
Gráfica hecha con mathematica 9 
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1.4. Desigualdades de segundo grado sin variables en el 

denominador 

 
 
En tu curso anterior: Manejo de Espacios y Cantidades, trabajaste con ecuaciones de 

segundo grado10, ahora trabajaremos con desigualdades de segundo grado que son 

aquellas que se pueden expresar de la forma ax2+bx+c >0 o <0 donde a, b y c son 

números reales, con a≠ 0. 

 

Ejemplos:  

 

a) Encontrar el conjunto solución de la siguiente desigualdad de segundo grado, 

indicando la solución en notación de intervalo y representándola de forma gráfica 

 

                           𝑥 2-  𝑥 -30≥ 0 

 

                      (𝑥 +5)(  𝑥 -6) ≥ 0     factorizando  la ecuación 

 

Analicemos dicho producto, tenemos dos factores que dan por resultado un número 

mayor o igual a cero, esto puede suceder de dos maneras: 

 

 

Caso 1: (𝑥 +5) ≥ 0  y (𝑥 -6)  ≥ 0, los dos factores son positivos o cero 

                  𝑥 ≥   −5        𝑥 ≥ 6 

 

  

 

 

se cumple simultáneamente para 𝑥 ∈ [6,∞) 
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Caso 2: (𝑥 +5) ≤ 0     y     (𝑥 -6)  ≤ 0, los dos factores son negativos o cero 

   𝑥  ≤ -5    y         𝑥 ≤  6 

 

 

 

 

 

se cumple simultáneamente para 𝑥 ∈ (−∞,−5] 

 

Si combinamos las soluciones de los dos casos tenemos 

 

 

 

 

 

La solución son las 𝑥 ∈ −∞,−5 ∪ [6,∞) 

 

 

 

Para practicar: 
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¿Cuál es el conjunto solución de la desigualdad de segundo grado  

𝑥 2-5  𝑥 -14≥ 0? 
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b) Encontrar el conjunto solución de la desigualdad de segundo grado  

𝑥 2+2  𝑥 -24<0 

 

Factorizando (𝑥 +6)(  𝑥 -4)<0 

 

Observemos que tenemos dos factores cuyo producto es negativo, tendremos dos 

casos: 

 

Caso 1: el primer factor es positivo y el segundo negativo para que dicho producto 

sea negativo es decir <0 

 

(𝑥 +6)> 0          y         (𝑥 -4) < 0 

      𝑥 > -6        y               𝑥 < 4 

 

busquemos la región donde se cumplen ambas condiciones 

con ayuda de la representación gráfica 

 

 

 

 

 

x ∈ (−6,4) 

 

Caso  2:  el primer factor es negativo y el segundo positivo, así el producto puede ser 

negativo, esto es <0 

 

(𝑥 +6) < 0            y             (𝑥 -4) >0 

     𝑥  < -6           y                   𝑥 > 4 
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busquemos la región donde se cumplen ambas condiciones 

con ayuda de la representación gráfica: 

 

 

 

 

 

 

Esta no puede ser una solución ya que no existe ningún valor de 𝑥 que sea menor 

que -6 y al mismo tiempo cumpla que sea mayor que 4. 

 

Por lo tanto la solución es  𝑥 ∈ (−6,4) 

Y su representación gráfica es 

 

 

 

 

 

 

Para practicar: 
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¿Cuál es el conjunto solución  de la desigualdad de segundo grado  

 

𝑥 2+5  𝑥 +6≤ 0? 
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1.5. Desigualdades con variable en el denominador 

 

Como su nombre lo indica, son desigualdades que tienen en su denominador a la 

incógnita, veamos los siguientes ejemplos: 

 

     a) 
!
!
> 4  

 

este tipo de desigualdad donde el denominador tiene a la  variable debemos 

considerar los casos posibles, observe que el denominador no puede ser cero, y que 

debe ser  un número positivo para que al dividir 8 entre dicho número dé un 

resultado positivo, ya que la desigualdad dice >4. 

Por lo tanto tenemos una condición que debemos considerar 𝑥>0, por lo que al 

multiplicar ambos miembros por 𝑥 la  desigualdad no se altera 

 

    8>4  𝑥  dividimos ambos miembros entre 4 

    2>  𝑥 

Tenemos dos condiciones, 𝑥 > 0      y    𝑥 < 2 observemos en la representación gráfica: 

 

 

 

 

 

 

Los valores de x que satisfacen simultáneamente las dos condiciones son las x∈ 0,2 , 

esto es {x  ∈   ℝ          /    0     <   𝑥     < 2}. 
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b) Encontrar el conjunto solución de  

𝑥
𝑥 − 1

< 5 

Consideremos dos casos: 

 

Caso 1: el denominador es positivo  

es decir  𝑥 − 1 > 0                  

        𝑥 > 1             

dado que es positivo podemos  multiplicar ambos miembros de la desigualdad 

original  por 𝑥 − 1  y la desigualdad no cambia. 

     
𝑥

𝑥 − 1
< 5  

𝑥 < 5 𝑥 − 1   

𝑥 < 5𝑥 − 5  

5 < 4𝑥  

  
!
!
< 𝑥  

Por una parte tenemos que 𝑥 > 1 y por otra que 𝑥 > !
!
 

Los valores que cumplen con ser mayores que 1 y mayores que !
!
 son los mayores 

que !
!
 

 

Por lo tanto la solución en el caso 1 son las  𝑥 ∈ (!
!
,∞) 
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Caso 2: el denominador es negativo, 

es decir 𝑥 − 1 < 0  

                𝑥 < 1 

 

Dado que estamos considerando que el denominador es negativo al multiplicar  

ambos miembros  de la desigualdad por  𝑥 − 1, la desigualdad se invierte 

   

  
!

!!!
< 5  

𝑥 > 5 𝑥 − 1   

𝑥 > 5𝑥 − 5  

5 > 4𝑥  

  
!
!
  > 𝑥  

  

Por una parte tenemos que 𝑥 < 1 y por otra que 𝑥 < !
!
 

 

 

 

 

 

Los valores que cumplen con ser menores que 1 y menores que 
!
!
 son los menores 

que 1. 

Por lo tanto la solución en el caso 2 son las  x  ∈ (−∞,1) 

combinando las dos soluciones de los casos 1 y 2 , en forma gráfica se puede 

ilustrar:  

 

 

	
   	
   	
   	
  
	
   	
   	
   	
   )	
  	
  	
  	
  	
  )	
  
	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
   	
  	
   1	
  	
  	
  	
  5/4	
  



2014	
   [DESIGUALDADES]	
  
	
  

	
   -­‐-­‐-­‐	
  	
  	
  28	
  	
  	
  -­‐-­‐-­‐	
  
CONALEP	
  MICHOACÁN	
   	
  

 

El conjunto solución son 𝑥 ∈ (−∞,1) ∪ (!
!
,∞). 

O bien {𝑥 ∈ ℝ / 1 >  x  < 5/4} en este caso también  podemos indicar la solución 

como el conjunto de los números reales menos el intervalo abierto de 1 a 5/4, esto es  

{x ∈ ℝ /  x ={ℝ}-(1,5/4)}. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Para resolver: 

Indica el conjunto solución de forma gráfica y en notación de intervalos, de las 

desigualdades: 

12
𝑥
≥ 2 

  

𝑥
2𝑥 + 1

≤ 2   

 
 
 
 
 
 
 
 

	
  
	
   	
   	
   	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  )	
  	
  	
  	
  	
  	
  (	
  
	
   	
   	
   	
  	
  	
  	
  	
  	
  1	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  5/4	
  
	
  	
  	
  

Preguntas reto: 

¿Cuál es el conjunto solución de la 

desigualdad  𝑥! − 1 > 0? 
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1.6. Problemario 

1. El perímetro de un cuadrado de lado 𝑥 es mayor que 24cm. ¿Cuánto debe medir  

su lado? 

2. Traduce al lenguaje algebraico el siguiente enunciado: 

 El número de autos en un estacionamiento es menor que 432. 

3.  Aplica los teoremas de desigualdades . 

Coloca el signo de desigualdad que corresponda para que la desigualdad se verifique 

si 0<𝑥 ≤ 4 

a)  𝑥 +2____6 

 

b) 𝑥 -8 _____-4  

4. Encuentra el conjunto solución de !!!!
!

< 2𝑥 + 1 

5. Encuentra el conjunto solución de 12  𝑥 +8≥ 200 

6. Encuentra el conjunto solución de 5  𝑥 + 3 < 54 

7. Encuentra el conjunto solución de !
!
≤ 48  

8. Encuentra el conjunto solución de -5  𝑥 >50 

9. Encuentra el conjunto solución de  12(3x-4)≥ 10 5𝑥 − 1 − 12  

10. Encuentra el conjunto solución de 5𝑥 + 17 ≤ 25 

11. Encuentra el conjunto solución de 20𝑥 − 5 ≥ 38 

12. Encuentra el conjunto solución de 𝑥 2-13  𝑥 +40>0 

13. Encuentra el conjunto solución de 𝑥 2+6  𝑥 +5≤ 0 

14. Encuentra el conjunto solución de !!
!!!!

< 15 

15. Encuentra el conjunto solución de  !"
!
≤   −5 
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Desigualdad xyz<1. Gráfica  hecha con Mathematica 9 
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1.7. Autoevaluación 

 
Resolver las siguientes desigualdades: 

1. 4  𝑥 -23<8  𝑥 +31 

2.  15𝑥 + 1 ≤ 12𝑥 + 2 

3.  40− 10𝑥 > 8− 16𝑥 

4.  6(2  𝑥 +5)< 10  𝑥 

5.  !!!!
!

 < 9-10x 

6.  30  𝑥 +46>26  𝑥 +44 

7.  !!!"!
!"

< 9+ 6𝑥 

8. 𝑥 2-  𝑥 -12 <0 

9.  𝑥 2-100 < 0  

10.  𝑥2+22  𝑥 +120≥0 

 
Desigualdad x-y>0. Gráfica  hecha con mathematica 9. 

 

-5

0

5 -5

0

5

-1.0

-0.5

0.0
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1.8. Soluciones del problemario 

 

1. 𝑥 >6cm 

2. 𝑥 < 432 

3. a)  𝑥 +2≤6 

 

b) 𝑥 -8 ≤-4  

4. 𝑥 ≥ − !
!
 

5. 𝑥 ≥ 16 

6. x <!"
!
 

7. 𝑥 ≤ 288 

8. 𝑥 >-10 

9. 𝑥 ≤ − !"
!
 

10. − !"
!
≤ 𝑥 ≤ !

!
 

11. 𝑥 ∈ −∞,− !!
!"

∪ [!"
!"
,∞) 

12. 𝑥 ∈ −∞,5 ∪ (8,∞)  

13. −5 ≤ 𝑥   ≤   −1 

14.  𝑥 ∈ −∞,− !
!
∪ (− !

!
,∞) 

15.  −4 ≤ 𝑥   < 0 

 

 
Desigualdad x2+y<2 y x+y<1. Gráfica hecha con mathematica 9 
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1.9. Soluciones de la autoevaluación 

 

1. 𝑥 > −   !"
!
 

2. 𝑥 ≤ !
!
 

3. 𝑥 >   − !"
!
 

4. 𝑥 < -15 

5. 𝑥 <    !"
!"

 

6. 𝑥 >   −   !
!
 

7. 𝑥 >   − !!
!"

 

8.  -3< 𝑥 <4 

9.  -10 < 𝑥 <10 

10.   𝑥 ∈ −∞,−12 ∪ [−10,∞) 

 

 
 

 
 

Desigualdad  1 <    !!!" !!
!!!" !!

 <2. Gráfica hecha con mathematica 9. 
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1.10. Conclusiones 

 
 
En este capítulo vimos cómo resolver desigualdades con y sin denominador, con dos 

y tres partes, con valor absoluto, de primer grado y segundo grado, con variable en el  

denominador,  hacemos hincapié en cumplir con los teoremas mencionados dando 

énfasis en la multiplicación y división por un número negativo. Este fue un pequeño 

acercamiento al fascinante mundo de las desigualdades y sus aplicaciones, en tu 

próximo curso de matemáticas las aplicarás para encontrar el dominio y 

contradominio de funciones, te invitamos a seguir los links de las referencias, ya que 

encontrarás más información. 

 

 
Gráfica hecha con mathematica 9 
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Capítulo 2: Función exponencial y 

logarítmica 

 

 

 

 
Función exponencial f(x)=ex. Gráfica hecha en mathematica 9. 
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Introducción 

 

Función es una relación entre dos conjuntos, donde a cada elemento del primer 

conjunto le corresponde uno del segundo conjunto1, 2 ,3, estos conjuntos se llaman 

dominio y contradominio. El gran matemático  Euler4, llamado por Laplace como “El 

maestro de todos nosotros5”, es quien introduce el término en el vocabulario 

matemático, pareciéndose al concepto de fórmula, término relacionado con 

variables y constantes. La definición moderna se le atribuye al  alemán Peter 

Dirichlet6 quien introduce el concepto  de función como una expresión, una regla o 

ley que define una relación entre una variable (variable independiente) y otra 

variable (variable dependiente). 

 

Si observamos a nuestro alrededor, y tratamos de definir lo que ocurre, podríamos 

hacerlo en términos matemáticos, tal vez quedar definido mediante los siguientes 

axiomas7: 

 

a) Todo evento en la naturaleza puede ser representado mediante ecuaciones o 

funciones y viceversa, toda ecuación o función puede ser la representación de algún 

evento en la naturaleza.  

 

b) Todo evento en la naturaleza tiene  patrones.  

 

Desde la antigüedad el hombre ha intentado buscar estas relaciones; comenzó 

colocando marcas en relación con el número de años o de animales que poseía. 

Herón de Alejandría en el siglo II D.C. encontró una fórmula que calcula el área de 

un triángulo en función de sus lados. Tratando de no malinterpretar a Platón8 podría 

decirse que llegó a la conclusión de que los números son el lenguaje para expresar 

las ideas, tal vez aventurándonos pero sin poder afirmarlo podríamos pensar que ya 
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tenían una noción de lo que es una función, de la misma forma se podría afirmar que 

los mayas, egipcios9 o chinos entre otras civilizaciones ya manejaban el concepto o 

solamente uno cercano a él, el de relación.  

Galileo10 al relacionar el movimiento de los cuerpos celestes en función de su 

posición, pretendió relacionar los conceptos, formulando leyes, así dio un gran paso 

hacia la concepción de lo que es una función. Poco después de Galileo, Descartes 

muestra la relación que existe entre una gráfica y una ecuación y viceversa. Sin 

embargo, la  definición de función se ha ido modificando con el tiempo, desde la 

construcción de tablas de raíces y potencias hasta como se emplea ahora. Se 

considera que Leibniz introduce este término, seguido por Bernoulli11 quien en 

septiembre de 1694 escribe una carta en respuesta a Leibniz; lo que describe como 

función en el sentido más actual: 

  … una cantidad formada de alguna manera a partir de cantidades indeterminadas y 

constantes12… 

En 1748 el concepto de función tomó énfasis gracias a la publicación “Introduction 

in analysin infinitorum” de Euler donde define función como: 

“…una función de una cantidad variable es una expresión analítica compuesta, 

como cualquiera que lo sea de dicha cantidad y de números o cantidades 

constantes13…” 

Así se da el crédito a Euler de precisar el concepto de función y del estudio de 

funciones elementales. Sin embargo, es  Peter Dirichlet quien introduce el concepto 

moderno de función. 

En este capítulo se presentan dos funciones de gran importancia, la función 

exponencial y la función logarítmica, que son empleadas para modelar 

observaciones, por ejemplo la memoria humana14, virus de computadora, análisis de 

datos: meteorología, datación por  carbono, puntajes del C.I., ciencia forense e 

interés compuesto. De forma exponencial crecen las bacterias en un cultivo, entre 

muchas otras aplicaciones. 
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2.1. Función exponencial 

Definición: 

Se llama función exponencial a la función 𝑓 definida por  

𝑓 𝑥 = 𝑏!                b > 0, b ≠ 1 

donde 𝑏 es llamada base y el exponente 𝑥 ∈ ℝ . 

Ejemplos de este tipo de funciones son:  

𝑓 𝑥 = 5!  , 𝑓 𝑥 =
1
5

!

   , 𝑓 𝑡 = 3𝑒!!"#   

 

Usaremos una base 0<b<1 y daremos diferentes valores arbitrarios a la variable 

independiente 𝑥, para obtener una tabla de valores y para trazar el lugar geométrico 

de la función. 

En este caso 𝑏 = !
!
    y   −3 ≤ 𝑥 ≤ 3. 

                            

 
 Esta gráfica muestra que la función es decreciente 

  

 

 

𝑥 
𝑓 𝑥 =

1
2

!

 

-

3 
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En la  gráfica de la función 𝑓 𝑥 = 3 ! observe que b>1, análoga a la función 

anterior damos valores arbitrarios  a la variable independiente 𝑥 para obtener su 

gráfica. 

                                                

 
                     Esta gráfica muestra que la función es creciente 

 

En la siguiente gráfica se muestran las funciones  𝑓 𝑥 = !
!

!
 y 𝑓 𝑥 = 3 !, observe 

que ambas pasan por el punto (0,1). 

 

𝑓 𝑥 =
1
2

!

      𝑦        𝑓 𝑥 = 3 ! 

 

𝑥 𝑓 𝑥 = 3 ! 

-3 0.03703 

-2 0.11111 

-1 0.33333 

0 1 

1 3 

2 9 

3 27 
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Ejemplo: 

México cuenta  con una población de 117 millones de habitantes, se calcula que 

aumentará al triple en 20 años. Suponga que tenemos la misma tasa de crecimiento, 

¿qué población  tendremos en 10 años, a partir de ahora? 

 

 Usaremos el modelo de crecimiento del tiempo de triplicación 

 

𝑃 =   𝑃!3
! ! 

 

P0 es la población inicial de 117 millones 

t es el tiempo al que deseamos hacer el cálculo t=10 años 

c estimación aproximada de crecimiento 

 

Sustituyendo: 

𝑃 = 117 3!" !" ≈ 202.64  𝑚𝑖𝑙𝑙𝑜𝑛𝑒𝑠  𝑑𝑒  ℎ𝑎𝑏𝑖𝑡𝑎𝑛𝑡𝑒𝑠 

 

 

 

 

 

 

 



2014	
   [EXPONENCIAL	
  Y	
  LOGARÍTMICA]	
  
	
  

	
   -­‐-­‐-­‐	
  	
  	
  7	
  	
  -­‐-­‐-­‐	
  
CONALEP	
  MICHOACÁN	
   	
  

Propiedades15 de 𝑓 𝑥 = 𝑏! , 𝑏 > 0, 𝑏 ≠ 1. 

 

a)  Si 0<b<1, los valores de la variable 𝑥 aumentan y los de 𝑓(𝑥) disminuyen, 

     por lo tanto la función es decreciente. 

b)  Si b>1, cuando aumentan los valores de la variable 𝑥 aumentan  los de 𝑓(𝑥),  por  

      lo tanto la función es creciente. 

c)  En ambas gráficas cuando el exponente es cero 𝑓 0 = 1, es decir cortan al eje de      

     las ordenadas en uno, su coordenada es (0,1). 

d)  El dominio de 𝑓 es el conjunto de todos los números reales positivos, esto es  

     𝑥 ∈ (−∞,∞), note que en ambos casos la gráfica se acerca al eje de las abscisas X  

     pero no lo toca,  en este caso el eje X es una asíntota. 

e)  Las gráficas son continuas, es decir, no dan saltos o tienen huecos. 

f)  Para cada valor de 𝑥 existe uno y solo uno de 𝑓 𝑥 , estas funciones se llaman uno  

    a uno lo que implica que tienen una función inversa llamada función logarítmica     

    la cual  analizaremos más adelante. 

g) El rango o contradominio son las 𝑦 ∈ 0,∞ . 

 
Funciones exponenciales graficadas con el programa Geogebra 
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Para practicar: 

Grafica las siguientes funciones exponenciales para los valores indicados en la tabla, 

en la calculadora científica la tecla con el símbolo ^ o  𝑦! te ayudará para elevar a 

las potencias que se indican: 

a) 𝑓 𝑥 =   2! 

𝑥 𝑓 𝑥 = 2! 
-3  
-2  
-1  
0  
1  
2  
3  
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b)  𝑓 𝑥 =    !
!

!
 

𝑥 𝑓 𝑥 = 2! 

-3  

-2  

-1  

0  

1  

2  

3  
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2.1.1. Dominio y contradominio  

Respecto de las gráficas anteriores podemos concluir que  la  función exponencial 

𝑓 𝑥 = 𝑏!  para b>0, b≠ 1  cumple con: 

a) El dominio, es decir, los valores que puede tomar la variable independiente 𝑥, 

es el conjunto de los números reales, esto es 𝑥 ∈ −∞,∞  

b) El rango o contradomio es el intervalo abierto  𝑦 ∈ 0,∞  

 

 

     2.1.2. Representación gráfica 

Al comparar las gráficas del tipo 𝑓 𝑥 =   𝑏!, se puede observar que ambas pasan por 

(0,1). Cuando 0<b<1 la gráfica es decreciente, y cuando b>1 la gráfica es creciente. 

                      
                                      𝑓 𝑥 =   𝑏!  𝑝𝑎𝑟𝑎  𝑏 > 1                                                      𝑓 𝑥 = 𝑏!𝑝𝑎𝑟𝑎    0 < 𝑏 < 1 

 

Surge la pregunta, ¿qué pasará con las gráficas de las funciones exponenciales si 

sumamos o restamos una constante? 

Para responder a la pregunta observemos las gráficas de las funciones exponenciales 

𝑓 𝑥 =    !
!

!
  y 𝑓 𝑥 = 3 ! y sumemos uno a cada una para observar qué sucede. 

Con 𝑓 𝑥 = !
!

!
+ 1   y     𝑓 𝑥 = 3 ! + 1 grafica construyendo una tabla de valores, 

observa que si 𝑥=0, f(x)=2. 



2014	
   [EXPONENCIAL	
  Y	
  LOGARÍTMICA]	
  
	
  

	
   -­‐-­‐-­‐	
  	
  	
  11	
  	
  -­‐-­‐-­‐	
  
CONALEP	
  MICHOACÁN	
   	
  

       

                      𝑓 𝑥 = !
!

!
+ 1                                                                                                                                        𝑓 𝑥 = 3 !+1 

Las gráficas se desplazaron hacia arriba una unidad respecto del punto (0,1). 

 

Si restamos una constante a las funciones exponenciales 𝑓 𝑥 =    !
!

!
  y 𝑓 𝑥 = 3 ! 

tenemos 𝑓 𝑥 = !
!

!
− 1   y     𝑓 𝑥 = 3 ! − 1, note que las gráficas bajan una 

unidad respecto a (0,1). 

 

𝑓 𝑥 = !
!

!
− 1   y     𝑓 𝑥 = 3 ! − 1 
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Concluimos que al sumar o restar, las gráficas suben o bajan respectivamente las 

unidades agregadas o restadas. 

 

En matemáticas hay un número irracional16 muy importante que puede ser base de la 

función exponencial, dicho número es 𝑒 que tiene un valor aproximado:   
𝑒 ≈ 2.71828182845904523536028747135266249775724709369995… 

este número es llamado número de Euler o constante de Napier.  

La función exponencial con base 𝑒  recibe el nombre de función exponencial  

natural16 : 

𝑓 𝑥 = 𝑒!  o bien  𝑦 = 𝑒!   

 

es común que se le llame simplemente función exponencial. 

 

Dado que la base es 2<e<3 la gráfica de la función exponencial natural se encuentra 

entre las gráficas de f(x)=2X y f(x)=3X como se observa en la siguiente gráfica: 

 
Función natural 𝑦 = 𝑒! comparada con 𝑦 = 2!   y  𝑦 = 3! 
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Para practicar: 

utiliza tu calculadora científica para calcular los valores siguientes: 

a) 𝑒!          b) 𝑒
!
!           c)  𝑒!!          d) 𝑒!!         e) 3𝑒!          f) !

!
𝑒
!!
!  

 

 

 

En la calculadora científica generalmente  la tecla 𝑒  !    se encuentra  arriba de la tecla 

ln, si está en otro color deberás presionar primero SHIFT o segunda función seguida 

del exponente al que deseas elevar la base 𝑒. 

 

Las funciones exponenciales cumplen con las leyes de los exponentes17  

LEY EJEMPLO 

 

aman= am+n 

 

e3e5 = e8 

 

𝑎!

𝑎! = 𝑎!!! 

 

 

𝑒!

𝑒! = 𝑒!!! = 𝑒! 

 

𝑎! ! = 𝑎!" 

 

𝑒! ! = 𝑒!" 

 

𝑎𝑏 ! = 𝑎!𝑏! 

 

𝑎𝑒 ! = 𝑎!𝑒! 

 

𝑎
𝑏

!
=
𝑎!

𝑏! 

 

3
𝑒

!

=
3!

𝑒! 
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Para practicar: 

Utiliza las leyes de los exponentes para calcular el resultado de las siguientes 

operaciones y después tu calculadora científica para comprobar tus resultados. 

 

a)  32  (e2 )3=                                 b) e5e4=                    c) 242e4e6= 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2.2. Propiedades de los logaritmos 

Sea 𝑎>0  con a≠ 1. La función logarítmica  con base 𝑎, cuya notación es 𝑙𝑜𝑔! se 

define  

log! 𝑥 = 𝑦       ⇔             𝑎! = 𝑥 

 

así, log! 𝑥  es el exponente al que se debe elevar la base 𝑎 para obtener 𝑥, log! 𝑥 se 

lee logaritmo base 𝑎 de 𝑥. 

 

 

 

 

Forma logarítmica                Forma exponencial 

             Exponente                         Exponente 

 

log! ! = !                                     !! = ! 

 

   

   Base                                        Base 

Curiosidades matemáticas: 
El símbolo de raíz se empezó a usar en 
1525 y apareció por primera vez en un 
libro alemán de álgebra. 
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Forma Logarítmica    Forma exponencial 

log!" 1000 = 3 10! = 1000 

log! 16 = 4 2! = 16 

log!
1
27 = −3 3!! =

1
3! =

1
27 

log!" 100 = 2 10! = 100 

log! 64 = 3 4! = 64 

log! 𝑏 = 𝑥 𝑎! = 𝑏 

log! 125 = 3 5! = 125 

 

 

Para practicar: 

Pasa de la forma logarítmica a la exponencial y viceversa, utiliza calculadora 

científica para elevar. 

 

 

 

 

 

Forma logarítmica Forma exponencial 

log! 1 = 0  

 5! = 125 

log! 3125 = 5  

 5! = 625 

log! 125 = 3  

 5! =15625 

log! 25 = 2  



2014	
   [EXPONENCIAL	
  Y	
  LOGARÍTMICA]	
  
	
  

	
   -­‐-­‐-­‐	
  	
  	
  16	
  	
  -­‐-­‐-­‐	
  
CONALEP	
  MICHOACÁN	
   	
  

Cuando la base usada en los logaritmos es 10 se llaman logaritmos comunes y se 

denotan log10 o solo log, observa en tu calculadora generalmente es la tecla log. 

 

 

Propiedades de los logaritmos14 

1.  log! 1 = 0    𝑒𝑠𝑡𝑜  𝑒𝑠  𝑝𝑜𝑟𝑞𝑢𝑒  𝑎! = 1 

2.  log! 𝑎 = 1    𝑒𝑠𝑡𝑜  𝑒𝑠  𝑝𝑜𝑟𝑞𝑢𝑒  𝑎! = 𝑎 

3.  log! 𝑎! = 𝑥      𝑦        𝑎!"#! ! = 𝑥    𝑝𝑟𝑜𝑝𝑖𝑒𝑑𝑎𝑑𝑒𝑠  𝑖𝑛𝑣𝑒𝑟𝑠𝑎𝑠 

4.      𝑆𝑖   log! 𝑥 = log! 𝑦          𝑒𝑛𝑡𝑜𝑛𝑐𝑒𝑠  𝑥 = 𝑦      𝑝𝑟𝑜𝑝𝑖𝑒𝑑𝑎𝑑  𝑢𝑛𝑜  𝑎  𝑢𝑛𝑜   

 

Ejemplos: 

a)  Aplicando la propiedad 1, log! 1 = 0      𝑝𝑜𝑟𝑞𝑢𝑒      6! = 1 

b)  Aplicando la propiedad 2 , log ! 5 = 1    𝑝𝑜𝑟𝑞𝑢𝑒     5
!
= 5 

 

 

Función logarítmica natural 

 

Si la base de los logaritmos es la constante 𝑒, se denota ln 𝑥 , se lee logaritmo natural 

de 𝑥. La función logarítmica natural está  definida por  

 

𝑓 𝑥 = log! 𝑥 = ln 𝑥,                  𝑥 > 0 

 

esto implica que la función logarítmica natural  y la función exponencial  son 

inversas18. 
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𝐹𝑢𝑛𝑐𝑖𝑜𝑛𝑒𝑠  𝑓 𝑥 = 𝑒!  𝑦  𝑔 𝑥 = ln 𝑥 

 

Las funciones 𝑓 𝑥 = 𝑒!  y 𝑔 𝑥 = ln 𝑥  son inversas, por lo que sus gráficas son 

reflexiones respecto de la recta 𝑦 = 𝑥. 

 

La gráfica siguiente muestra el dominio y contradominio de la función logaritmo 

natural ln. El dominio de la función son las 𝑥 ∈ 0,∞ ,  lo que significa que no existe 

el logaritmo de cero ni de números negativos. El contradominio son las 𝑦 ∈ −∞,∞ . 

La función es creciente. El logaritmo de 1 es 0 por lo que afirmamos que la gráfica 

pasa por (1,0). 

 
Gráfica de ln 𝑥 

 

 



2014	
   [EXPONENCIAL	
  Y	
  LOGARÍTMICA]	
  
	
  

	
   -­‐-­‐-­‐	
  	
  	
  18	
  	
  -­‐-­‐-­‐	
  
CONALEP	
  MICHOACÁN	
   	
  

Teoremas de logaritmos aplicados a cualquier sistema de logaritmos 

 

Teorema 1: log!𝑀𝑁 = log!𝑀 + log! 𝑁    

Teorema 2: log!
!
!
= log!𝑀 − log! 𝑁 

Teorema 3: log!𝑀! = 𝑛 log!𝑀 

Teorema 4: log! 𝑀! = !
!
log!𝑀 

 

La gráfica siguiente muestra la familia de las funciones log! 𝑥 para b=2,3,4,5 y 10, 

observe que todas pasan por el punto de coordenadas (1,0). 

 

 

2.3. Operaciones con logaritmos 

En los siguientes ejemplos se aplican las propiedades y teoremas sobre logaritmos, 

puedes comprobar su veracidad con ayuda de la calculadora científica. 

 

a)  log 15= log (3x5)= log 3 + log 5 

b)  log !""""""
!""

= log 1000000− log 100 = 6− 2 = 4 

c)  log 10! = 5 log 10 = 5 1 = 5 

d)  log 1000000! = !
!
log 1000000 = !

!
6 = 3 
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2.4. Ecuaciones exponenciales 

Las ecuaciones exponenciales16  son aquellas donde la incógnita es exponente. 

Ejemplos: 

2! = 16,   5!!! = 625,              4!!!! = 64 

 

A continuación se muestran distintos métodos para resolver ecuaciones 

exponenciales. 

 

Ejemplo:  

Resolver la  ecuación exponencial  

2! = 64 
como la incógnita que debemos despejar se encuentra en el 

exponente, tomamos el  logaritmo de cada miembro de la 

ecuación, aplicamos el teorema 3 y despejamos 

log 2! = log 64 

𝑥 log 2 = log 64 

𝑥 =
log 64
log 2  

𝑥 = 6 
Para comprobar, sustituimos para verificar que satisface la 

ecuación 

2! = 64 

64 ≡ 64 
 

 

 

 

 

 

 

Preguntas reto: 
 
¿Cuánto vale el logaritmo de -2? 
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Ejemplo: 

3!!!! = 3!!!! 
ambos miembros tienen la misma base, al ser una igualdad 

los exponentes son iguales 

5𝑥 − 4 = 2𝑥 − 1 

agrupando términos semejantes 

5𝑥 − 2𝑥 = 4 − 1 

3𝑥 = 3 

𝑥 = 1 

Comprobando 

3! ! !! = 3! ! !! 

3! = 3! 

3 ≡ 3 

Ejemplo: 

 

En la ecuación   𝑒 !!!! ! = 𝑒!!!!!!! la base es la misma, por lo 

tanto los exponentes también 

3𝑥 + 1 𝑥 =   𝑥! − 2𝑥 − 1 

3𝑥! + 𝑥 = 𝑥! − 2𝑥 − 1 

3𝑥! − 𝑥! + 𝑥 + 2𝑥 + 1 = 0 

2𝑥! + 3𝑥 + 1 = 0 

 

al reducir a la mínima expresión llegamos a una ecuación de 

segundo grado con una incógnita, que resolveremos por la 

fórmula general: 

 

𝑥 =   
−𝑏 ± 𝑏! − 4𝑎𝑐

2𝑎
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donde  𝑎 = 2,      𝑏 = 3        𝑦        𝑐 = 1  

sustituyendo los valores y reduciendo 

𝑥 =
−3 ± (3)! − 4(2)(1)

2(2)
 

𝑥 =
−3 ± 9 − 8

4
 

𝑥 =   
−3 ± 1
4

 

𝑥! =
−3 + 1
4

= −
2
4
= −

1
2

 

 

𝑥! =
−3 − 1
4

=
−4
4
= −1 

 

Ejemplo:  

9!!

9!"
= 1 

 

aplicando las leyes de los exponentes y expresando  1 = 9!  

 

9!!!!" =   9! 

𝑥! − 25 = 0 

𝑥! = 25 

𝑥! = 25 

𝑥 =   ±5 
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Ejemplo:  

resolver    𝑒!! = 3 
 

aplicando ln a los dos miembros 

 

ln 𝑒!! = ln 3 
 

recuerda que las funciones logaritmo natural y la función 

exponencial son inversas 

                                 2𝑥 = ln 3 

despejando la incógnita                      𝑥 =    !" !
!
 

utilizando la calculadora científica         𝑥 = 0.5493 
 

 

Para practicar:  

Forma  equipo con un compañero o compañera y resuelve  las siguientes ecuaciones 

exponenciales, comprueba que la solución obtenida sea la correcta utilizando la 

calculadora científica. 

 

Ecuación exponencial Solución 

	
  

7!!! = 16,807 

 

 

10!!!! = 10!!!! 

 

 

𝑒!! = 𝑒! 
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Para practicar: 

En equipo realiza los siguientes cálculos con ayuda de la calculadora científica, 

expresa tus resultados hasta diez milésimas 

 

log 0.1 

 

 

ln 1 

 

 

 

log  1 

 

 

ln e 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Curiosidades	
  matemáticas:	
  
	
  
La multiplicación era considerada muy difícil y, hasta el siglo XVI, 
solo se enseñaba en las universidades. 
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2.5. Ecuaciones logarítmicas 

Una ecuación logarítmica19 es aquella que  contiene a la función logaritmo de 

alguna expresión algebraica con una incógnita.  

 

Para  resolverlas  en ocasiones es conveniente transformar  de la forma logarítmica a 

la exponencial o viceversa. 

 

Ejemplo: 

Hallar la solución de la ecuación    

 

log! 𝑥 = 4 
 

expresando en forma exponencial 

 

2! = 𝑥   

desarrollando               16 = 𝑥 

 

 

Ejemplo: 

Resolver la ecuación       log! 81 =     2 
 

expresando en forma exponencial      𝑥! = 81 

 

aplicamos raíz cuadrada a los dos miembros  

𝑥! =   ±9 
 

analizando las dos soluciones 𝑥!   = 9          𝑦          𝑥! =   −9   descartamos -9  
porque un número negativo no puede ser base  de una función 

logarítmica. 
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2.6. Problemario 

1. Utiliza las leyes de los exponentes para reducir las siguientes expresiones sin 

realizar el cálculo. 

a) 𝑒!𝑒! 

b) !
!"

!!"
 

c) 5𝑒! + 7𝑒! 

d) 20𝑒!! − 30𝑒!! 

e) 𝑒!𝑒!!  

2.  Realiza los siguientes cálculos mentales y después comprueba con ayuda de la 

calculadora tus respuestas: 

a) log 0.001 

b) log 0.01 

c) log 0.1 

d) log 1 

e) log 10 

f) log 100 

g) log 1000 

3. Expresa en forma exponencial: 

a) log 1000000 = 6 

b) log! 3125 = 6 

c) log! 3125 = 5 

d) log! 7776 = 5 

e) log! 2401 = 4 

f)log!" 8000 = 3 

g)log! 81 = 4 

 

4. Graficar las siguientes funciones, indicando el dominio y el contradominio: 

a)  𝑓 𝑥 = 4! 
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b) 𝑓 𝑥 = !
!

!
 

c) 𝑓 𝑥 = 6! 

d) 𝑓 𝑥 = 4! + 2 

e)  𝑦 =   6! − 4 

f) f(x)= log! 𝑥 

g) log! 𝑥 

h)  ln 2𝑥 

5. Resolver las siguientes ecuaciones exponenciales y/o logarítmicas: 

a) 3! = 531,441 

b) 2!!!! = 8 

c) 𝑒!!!! =   𝑒!!!! 

d) 𝑒!! = 22,026.4658 

e) x=2 

f) 𝑒!!! =   𝑒!" 

g) log! 𝑥 = 7   
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2.7. Autoevaluación 

1. Expresa en forma exponencial log 1’ 000,000,000. 

2. Expresa en forma logarítmica 7! = 117,649. 

3.  Grafica la función  exponencial 𝑓 𝑥 =    !
!

!
− 6. 

4. Grafica la función logarítmica ln 3𝑥, indica si es creciente o   

     decreciente. 

5. Resuelve la ecuación exponencial 12!! = 2,985,984. 

6. Resuelve  la ecuación exponencial 0.5! = 0.0625. 

7. Grafica la función ln 3𝑥, indica si es creciente o decreciente. 
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2.8. Soluciones del problemario 

1. a) 𝑒!" 

    b) 𝑒! 

    c) 12𝑒! 

    d) −10𝑒!! 

    e) 𝑒! 

2. a)  -3 

    b) -2 

   c) -1 

   d)  0 

   e)  1 

   f)  2 

   g)  3 

3. a) 10! = 1000000 

    b)  4! = 4096 

    c) 5! = 3125 

    d) 6! = 7776 

    e) 7! = 2401 

    f) 20! = 8000 

    g) 3! = 81 

4.  a) Dominio={x/ x∈ (−∞,∞)  } 

    Contradominio={y/y∈ (0,∞)} 
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b) Dominio={x/ x∈ (−∞,∞)} 

    Contradominio={y/ y∈ (0,∞)} 

 

  

c)  Dominio={x/ x−∞,∞)} 

Contradominio={y/y∈ (0,∞)} 

 

   

 

 

d)  Dominio={x/ x  ∈ (−∞,∞)} 

     Contradominio={y/y∈ (2,∞)} 
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e) Dominio={x/ x∈    (−∞,∞)} 

    Contradominio={y/y∈ (2,∞)} 

  

f) Dominio={x/ x∈ (0,∞)} 

   Contradominio={y/ y∈ (−∞,∞)} 

  

g)  Dominio={x/ x∈ (0,∞)} 

    Contradominio={y/ y∈ (−∞,∞)} 
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h)  Dominio={x/ x∈ (0,∞)} 

     Contradominio={y/ y∈ (−∞,∞)} 

 

  

5.  

a)  𝑥=12 

b)   𝑥 =3 

c)   𝑥 =1 

d)   𝑥 =10 

e)  𝑥 =2 

f)     𝑥 = 2 

g)  𝑥 = 78,125 
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2.9. Soluciones de la autoevaluación 

1.  10! = 1!000  000  000 

2. log! 117,649 = 6 

3. 

   

4.  

 

la función es creciente 

5. 𝑥 =2 

6. 𝑥 =4 

7.  
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2.10. Conclusiones 

 

En este capítulo tratamos dos funciones muy importantes,  la función exponencial y 

la función logarítmica,  el crecimiento de poblaciones de bacterias u otros 

microorganismos siguen un crecimiento exponencial o logarítmico, son muy 

utilizadas al modelar sistemas donde las poblaciones o las variables crecen o 

decrecen, algunas áreas de aplicación son: economía, medicina, química,  geología. 

En tus próximos cursos tendrás la oportunidad de conocer otras funciones y sus 

representaciones gráficas, te invitamos a investigar más aplicaciones  de las 

funciones exponencial y logarítmica, consultando revistas científicas confiables 

como nature, en la dirección electrónica www.nature.com . 
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Introducción 

El conocimiento sobre el estudio y aplicaciones de la geometría es tan amplio que 

podemos observarlo en cualquier parte, sus aplicaciones nos permiten vivir dentro 

de una atmósfera de bienestar, adentrarnos en el mundo de la geometría nos permite 

visualizar nuestro entorno de manera diferente, y desde distintos puntos de vista de 

acuerdo con el tipo de geometría que estemos tratando. 

Diariamente utlizamos la geometría, nuestra visión nos permite apreciar  objetos que 

nuestro cerebro llega a confundir, tal es el caso de las ilusiones ópticas, y otras que 

aunque no podamos ver a simple vista vemos la reacción que producen, como 

sucede a nivel atómico. 

 

 

Fotografía de la Catedral de Morelia Michoacán tomada en un ángulo en picado. 
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Investigadores estudiosos de la Geometría, afirman que  el origen de la geometría 

data  tres mil años a.C. en la época de Hammurabi1 .  

Los antiguos griegos se preocuparon por medir las cosas que les rodeaban, Tales de 

Mileto pudo medir la altura de la Gran Pirámide  en Egipto por medio de su propia 

sombra, desarrollando técnicas de observación y utilizando los equipos 

rudimentarios de la época. 

Los Mayas2, Toltecas y  Olmecas, utilizaron la geometría para construcciones y 

predicciones astronómicas . 

Existen muchos tipos de geometrías y estas han surgido tratando de contestar a la 

pregunta, ¿cuál es la geometría del espacio físico? . 

En la antigua Grecia  dieron respuesta, afirmando que era la geometría euclidiana. 

A principios del siglo XIX se concluye que existen dos tipos de geometrías3; la 

geometría física y la geometría lógica, Riemann 4  elaboró fundamentos en la 

geometría física  de lo que después se llamaría geometría riemanniana.  

Los avances en la física obligaron a los matemáticos y científicos a replantear sus 

argumentos  al considerar el espacio de más de dos dimensiones.  Al considerar 

cuatro dimensiones  tuvieron que  considerar una geometría de cuarto rango, con la 

teoría de la relatividad de Einstein y con los avances en las cuerdas cósmicas5  se han 

reconsiderado  geometrías de rango superior que cumplen con los procesos atómicos 

y moleculares , pero que no cumplen con  la geometría euclidiana, espacios donde 

las rectas paralelas3  se cortan y donde no existe ninguna paralela a otra recta. 

Existen  otros tipos de geometrías 6  como: geometría diferencial, geometría 

hiperbólica, geometría no euclidiana, geometría elíptica, geometría proyectiva, 

geometría algebraica, geometría de dimensiones bajas, geometría fractal, geometría 

molecular. 
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Este texto trata de la geometría plana o de dos dimensiones, que construyó de forma 

axiomática y usando el método deductivo  el gran sabio Euclides7. 

La geometría plana es una rama de las matemáticas que estudia las propiedades de  

las figuras en un plano, es decir en dos dimensiones, el origen etimológico está 

relacionado con la agrimensura,   viene de geo tierra y metrón  medida8. 

 

 

Acueducto de Morelia Michoacán fotografía tomada a Nivel. 
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3.1. Ángulos 

Definición de ángulo: 

Cuando una recta gira alrededor de un punto fijo de nombre vértice sin salir del 

mismo plano, genera un ángulo9, si gira en sentido de las manecillas del reloj 

diremos que generó un ángulo negativo o dextrógiro, y si gira en sentido contrario a 

las manecillas del reloj generó un ángulo positivo o levógiro. 

La posición original de la recta antes de girar se llama lado inicial y la que  toma al 

describir el ángulo, lado terminal, la forma de denotarlo es mediante el símbolo ∠  o 

∡ seguido de la letra del vértice o mediante las tres letras que forman el ángulo, en  

∡𝐴𝐵𝐶 observe que la letra de en medio en este caso B representa al vértice, A y C  

los puntos de inicio y final  respectivamente en el sentido que se genera el ángulo, 

también podemos representar un ángulo mediante el uso de letras griegas, en el 

ejemplo está representado con la letra  ∝, también podemos indicarlo con algún 

número. 

 

 

Ángulo interior positivo generado en sentido contrario a las manecillas del reloj 

∡𝐴𝐵𝐶. 
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Ángulo exterior positivo generado en sentido contrario a las manecillas del reloj 

∡𝐶𝐵𝐴. 

 

Ángulo negativo generado en sentido de las manecillas del reloj ∡𝐴𝐵𝐶 

 

Las aplicaciones de los ángulos son muchas y  variadas, algunas de  uso cotidiano, 

como los lentes polarizados donde el ángulo de polarización es llamado el ángulo 

de Brewter10, cuando te observas en el espejo, el diseño de tu celular, tu ropa, la 

construcción y diseño de tu casa, los científicos  usan los ángulos en la 

representación de modelos físicos, los astrónomos para calcular  distancias 

inaccesibles como las de los planetas, mediante ángulos se explica el fenómeno  de 

difracción y refracción de la luz, los topógrafos  hacen el cálculo de ángulos en un 

plano  horizontal llamados ángulos acimutales  y en un plano vertical llamados 

ángulos cenitales, etc. 



2014	
   [ÁNGULOS]	
  
	
  

	
   -­‐-­‐-­‐-­‐	
  	
  	
  7	
  	
  	
  -­‐-­‐-­‐	
  
CONALEP	
  MICHOACÁN	
   	
  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

La casa de los 11 patios  Pátzcuaro Michoacán. 

 

 

                

 

 

 

 

Puente colgante del zoológico de Chetumal. 

 

Para practicar:  

en equipos recorta y pega en tu cuaderno imágenes 

donde observes ángulos. 

Observa las siguientes fotografías y describe en qué parte 

los puedes apreciar, coméntalo en el grupo. 
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  Edificio en construcción                    Reloj de pulcera                   Diseño de artesanía en tela 

 

  Tijeras        Foto panorámica del Parque Nacional en Uruapan Michoacán        Pátzcuaro Michoacán 

 

Para practicar:  investiga en la biblioteca de tu escuela, o en alguna fuente 

electrónica, de   las siguientes áreas, dónde aplican los ángulos y llena la 

tabla. 

Hogar 	
  

Industria automotriz 	
  

Industria de los alimentos 	
  

Hospitales 	
  

Informática 	
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3.1.1. Tipos  de ángulo 

Hay diferentes tipos de ángulos, dependiendo de su tamaño tienen un nombre. 

 

Ángulo agudo: es el que mide más de 0º y menos de 90º . 

 

  

Ángulo recto: es el  que mide 90º,  se coloca  un cuadrado en el vértice para indicar 

gráficamente que es ángulo con esta medida. 
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Ángulo obtuso: es el que mide más de 90º y menos de 180º.  

 

Ángulo llano o colineal:  mide 180º exactamente. 

 

Ángulo entrante: mide más de 180º y menos de 360º.  
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Ángulo perigonal o completo:  mide 360º . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Curiosidades matemáticas:   

los ángulos en la toma de una fotografía, son  la inclinación respecto 

del suelo o de una línea imaginaria horizontal, sus nombres son: 

ángulo nivel o normal, 

en picado, 

en contrapicado, 

en cenital, 

en nadir .      

Investiga   cada uno y  procura la próxima vez que tomes una fotografía 

identificarlos. 
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Para practicar:  clasifica los siguientes ángulos escribiendo el nombre de acuerdo a 

su medida 
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Escribe el ángulo que está representado en las figuras, de la siguiente manera; 

usando la letra del vértice, usando las tres letras y con la letra griega que se denota. 

 

Con la 

letra del 

vértice 

Con 3 

letras 

Con la 

letra 

griega 
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3.1.2. Medidas de ángulos 

Los ángulos podemos medirlos de forma trigonométrica, calculando la rotación de la 

recta generadora cuyo vértice es el origen del plano cartesiano y el lado inicial es el 

eje OX. 

Los ángulos en los cuadrantes 11  podemos graficarlos con vértice en el origen 

pudiendo generar cualquier medida de ángulos, incluso mayores de 360º, lo que 

significa que la recta geradora gira varias vueltas y parte de ellas, ejemplo: 

 

Así el ángulo 1110º  es un ángulo  generado al haber dado 3 vueltas más 30º, así  

1110º es equivalente a uno de 30º que se ubica en el primer cuadrante, ya que: 

1110º= 3×360º+30º 
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Para practicar: 

Trazar en el  plano cartesiano los siguientes ángulos indicando el número de 

cuadrante en el que se encuentran mediante una semi-recta. 

a) 1845º         b)820º          c)1560º          d) 3160º          e) -60º           f)-100º 
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3.1.3. Unidades de medida de ángulos 

Medir es comparar respecto de una unidad  patrón elegida, existen varias unidades 

para hacerlo,  la más conocida son los grados sexagesimales12 que equivalen a la 

360ª parte de una circunferencia, a cada parte se le llama grado y se representa con 

el símbolo º, cada grado tiene 60 minutos que se representan con ´  y cada minuto 

60 segundos que se representan con ”, otra unidad de  medida es el radián7, ángulo 

central subtendido por un arco de longitud igual al radio.  

A los grados sexagesimales los llamaremos simplemente grados para referirnos a 

ellos, se usan  en astronomía  y navegación13. Los radianes son usados en cálculo 

infinitesimal debido a que facilita los  cálculos algebráicos y aritméticos.  

   

 

 

Una vuelta completa del círculo son 360º y la longitud de la circunferencia es 2𝜋, la 

relación entre estos dos sistemas de medición es: 

2𝜋    𝑟𝑎𝑑𝑖𝑎𝑛𝑒𝑠 = 360°  

simplificando 

𝜋 = 180° 
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usando esta regla de conversión podemos encontrar la equivalencia de grados a 

radianes y de radianes a grados. 

Ejemplo: convertir 45º a radianes 

180° = 𝜋  

45° = 𝑥  

𝑥 = !"°    ×  !
!"#°

  

𝑥 =
1
4
𝜋 

𝑥 =
𝜋
4
  𝑟𝑎𝑑𝑖𝑎𝑛𝑒𝑠 

  

Ejemplo: convertir  !
!
𝜋  𝑟𝑎𝑑𝑖𝑎𝑛𝑒𝑠   a grados 

 

180° = 𝜋  

𝑥 =   
3
4
𝜋  

  

𝑥 =
!
!  !  ×  !"#

!
    

𝑥 =
3
4
×  180°  

𝑥 = 135°  
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Para practicar: 

completa la siguiente tabla y compara tus resultados con los de tus compañeros 

Grados sexagesimales Radianes 

120º  

 2
3𝜋 

60º  

 𝜋
6 

 5
3𝜋 

100º  

 2𝜋 

 𝜋
2 

160º  

540º  
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3.1.4. Pares de ángulos 

Ángulos adyacentes: son dos ángulos  que tienen un lado común y el otro lado no 

común es una recta. La suma de los ángulos adyacentes es un ángulo llano.  

 

El lado común es 𝐶𝐷 y los lados no comunes están sobre la recta 𝐴𝐵. 

 

Por ejemplo los ángulos adyacentes ∡𝐴𝑂𝐵  𝑦  ∡𝐵𝑂𝐶 de la siguiente figura tienen el 

lado común 𝑂𝐵 y están sobre la recta 𝐶𝐴, calcular su medida si están en relación 

4:5. 

 

Como los ángulos son adyacentes son suplementarios entonces suman 180º 

4𝑥 + 5𝑥 = 180° 

9𝑥 = 180° 

𝑥 =     20° 

∡𝐴𝑂𝐵 = 4𝑥 = 80° 

∡𝐵𝑂𝐶 = 5𝑥 = 100° 
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Ángulos complementarios: dos  ángulos son complementarios si la suma de sus 

medidas es 90º. 

 

Ejemplos: calcular el complemento de los siguientes ángulos 

a) 47º 

el complemento de un ángulo es cuánto le falta para valer un ángulo recto, esto es 

90º, por lo tanto 

∡  𝑥 +   47° =   90° 

∡  𝑥 =   90°− 47° 

∡  𝑥 = 43° 

así 43º es el complemento de 47º ,  podemos comprobarlo al sumar y verificar que la 

suma es igual a 90º.  

Por lo tanto es suficiente restar el ángulo a 90º. 

b) 50º 20´  

90°− 50°  20´  = 

89°60´− 50°  20´ = 

39°  40′ 
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c) 38º 20´29” 

90°− 38°  20´  29"   = 

89°  59´  60  -­‐38°  20´29 = 

51°  39´  31" 

Ángulos suplementarios: dos o más ángulos son  suplementarios  si su suma es igual 

a 180º. 

 

Ejemplos: calcular el suplemento de los siguientes ángulos 

a) 124º 

el suplemento de un ángulo es lo que le falta para valer un ángulo llano o 180º, por 

lo tanto  

  124°+   ∡𝑥 = 180° 

∡  𝑥 = 180°− 124°   

∡  𝑥 = 56° 

Por lo tanto es suficiente restar el ángulo a 180º. 

b) 150º 35´ 

180°− 150°  35´ = 

179°  60´− 150°  35´ = 

29°  25´ 
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c)  170º 48´55” 

180°  − 170°    48´  55"   = 

179°  59´  60"  -­‐  170°  48´  55" = 

9°  11´5" 

 

Ángulos opuestos por el vértice (par vertical):  los ángulos no adyacentes formados 

cuando dos rectas se intersectan se llaman ángulos opuestos por el vértice. Tienen la 

misma medida. 

 

Los ángulos ∡EDB y ∡CDA son opuestos por el vértice e iguales en medida, de la 

misma manera ∡BDC y ∡ADE. 
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Para practicar:   

1. Calcular el complemento de los siguientes ángulos, llena la tabla con los 

resultados obtenidos 

Ángulo Complemento 

66º  

68º33´  

43º23º43”  

 

 

2. Calcular el suplemento de los siguientes ángulos, llena la tabla con los resultados 

obtenidos 

Ángulo Suplemento 

155º   

123º 4´  

100º20´50”  
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3.1.5. Ángulos formados por dos rectas paralelas cortadas por una 

trasversal 

Las rectas paralelas de acuerdo con la geometría plana no se cortan o no 

tienen ningún punto en común y las que tienen un punto en común se llaman 

oblicuas en particular si se cortan formando ángulos rectos se llaman 

perpendiculares14. 

Al cortar la transversal a las rectas paralelas se forman ocho ángulos, cuatro 

interiores ∡2,  ∡3,  ∡5 y ∡8 y cuatro exteriores ∡1,  ∡4,  ∡6 y ∡7, que se observan en la 

figura siguiente: 

 

 

Los siguientes  pares de ángulos son iguales en medida y reciben los 

siguientes nombres: 

Ángulos alternos internos, se encuentran a los lados de la oblicua y son interiores, en 

la figura ∡2 y ∡8, ∡3 y ∡5. 

Ángulos alternos externos, se encuentran a los lados de la oblicua y son exteriores, 

en la figura ∡4 y ∡6, ∡1 y ∡7. 
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Ángulos correspondientes, se encuentran del mismo lado de la oblicua y del mismo 

lado de cada paralela, en la figura ∡1 y ∡5, ∡2 y ∡6, ∡4 y ∡8, ∡3 y ∡7. 

También se forman ángulos opuestos por el vértice que ya se definieron, en la figura 

son: ∡1 y ∡3, ∡2 y ∡4, ∡5 y ∡7, ∡6 y ∡8. 

 

Ejemplos: 

a) En la siguiente gráfica calcularemos el valor de los ángulos que se indican : 

 

∡2=∡4=∡8=∡6= 140º   y   

∡3=∡5=∡7= 40º. 

 

b) Encuentra los valores de 𝑥  y de 𝑦 en la siguiente figura de dos rectas paralelas 

cortadas por una secante (oblicua): 
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los ángulos 3𝑥 + 𝑦  y  120º son iguales por ser opuestos por el vértice y los ángulos 

3𝑥 + 𝑦  y  x+100º también por ser alternos internos, por lo tanto tenemos un sistema 

de ecuaciones que resolveremos por el método de suma y resta15 

 

3𝑥 + 𝑦 = 120°  𝑒𝑐𝑢𝑎𝑐𝑖ó𝑛  1
2𝑥 + 𝑦 = 100°  𝑒𝑐𝑢𝑎𝑐𝑖ó𝑛  2 

multiplicando la ecuación 2 por -1 y sumándola con la ecuación 1 tenemos: 

3𝑥 + 𝑦 = 120°
−2𝑥 − 𝑦 =   −100°
𝑥                 =       20°  

sustituyendo el valor encontrado en una cualesquiera de las ecuaciones originales 

tenemos: 

2 20° + 𝑦 = 100° 

𝑦 = 60° 

Para practicar:  

Considere que las rectas paralelas son cortadas por una secante, ¿cuánto vale 𝛼 +   𝛽? 

 

 

 

 

 

	
  
Curiosidades matemáticas: 

La suma de los ángulos de un triángulo esférico 
es siempre mayor que 180° y menor que 270°. 
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3.2. Triángulos 

Una de las figuras planas más fuertes es el triángulo, figura geométrica plana  cerrada 

de tres lados, o simplemente un polígono de tres lados. Los usos y aplicaciones son 

muy variados, casi en cualquier lugar que observes encontrarás triángulos, como en 

las estructuras de los puentes, techos de herrería, en electromagnetísmo los 

arrancadores para motor de inducción trifásica, se encuentran en triángulo, de hecho 

se llaman arrancadores estrella-triángulo, en fisiología existe una función triángulo, 

llamada triángulo de Einthoven16 que se construye a partir de números complejos, y 

ayuda a calcular la dirección media y la magnitud de los impulsos eléctricos que 

pasan a través del corazón; eje eléctrico. El famoso triángulo de Pascal que es una 

herramienta versátil, desde el cálculo de los coeficientes de un desarrollo binomial,  

desarrollo de potencias, etc..  

En este texto trabajamos con geometría plana y debes recordar que las propiedades 

que se muestran no son del todo válidas en otro tipo de geometría. 

Los triángulos se clasifican de acuerdo a la medida de sus lados o a la medida de sus 

ángulos de la siguiente manera: 

Por sus ángulos: 

Acutángulo: sus tres ángulos son agudos 

Rectángulo: tiene un ángulo recto 

Obtusángulo: tiene un ángulo obtuso 

 

Por sus lados: 

Equilátero: tiene sus tres lados iguales 

Isósceles: tiene dos lados iguales 

Escaleno: tiene sus tres lados distintos 
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 3.2.1.  Rectas y puntos notables 

Los triángulos tienen tres rectas y  3 puntos  notables. 

Mediatriz: es la recta perpendicular que pasa por el punto medio de cada lado, 

formando cuatro ángulos iguales de 90º. 

Nota: el símbolo ⊥  se lee perpendicular a. 

 

El punto de intersección de las tres mediatrices H, es el centro de una circunferencia 

circunscrita, esta toca los tres vértices del triángulo. 

 

Observemos la ubicación del circuncentro respecto en los  distintos tipos de 

triángulos. 

En el triángulo acutángulo: el circuncentro queda dentro del triángulo. 
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En el triángulo rectángulo: el circuncentro queda sobre el triángulo, en el lado 

mayor, que se opone al ángulo mayor (90º) que recibe el nombre de hipotenusa. 

 

El el triánguo obtusángulo: el circuncentro queda fuera del triángulo 

 

 

Mediana: es el segmento  que une un  vértice con el punto medio de su  lado 

opuesto. 
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El baricentro de un triángulo es su centro de gravedad y es el punto de intersección 

de las  tres medianas, también se le conoce como punto G, baricentro o gravicentro.  

 

Bisectriz: es una  semirecta que biseca o corta a un ángulo, lo hace formando dos 

ángulos iguales o congruentes. 

 

 

Incentro se le llama al punto de intersección de la bisectrices de los ángulos 

interiores de cualquier triángulo, que es el centro de una circunferencia inscrita. 

 

 

Altura: es semirecta perpendicular que se traza desde un vértice al lado opuesto o a 

su prolongación.  
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Ortocentro: es el punto de intersección de las tres alturas, se representa con “O” 

 

 

Le recta de Euler17  es una línea recta que contiene el ortocentro, el circuncentro y el 

baricentro. 
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Para practicar:  

1. Escribe el nombre del  punto de intersección de las siguientes rectas notables: 

Medianas  

Mediatrices  

Alturas  

Bisectrices  

 

En los siguientes triángulos  traza las rectas notables que se indican y localiza el 

punto notable correspondiente.  
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Teoremas importantes de triángulos: 

Teorema: La suma de los ángulos  interiores de cualquier triángulo vale 180º. 

 

Teorema: La suma de los tres ángulos exteriores de un triángulo vale 360º. 

 

 

Teorema:  Un ángulo externo es igual a la suma de los dos ángulos internos no 

adyacentes. 
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Calcular el valor de 𝑥 en los siguientes triángulos: 

a) 

 

Los ángulos B y 120º forman un ángulo llano por lo tanto suman 180º 

∡𝐵 + 120° = 180° 

∡𝐵 = 180°− 120° = 60° 

Como la suma de los ángulos interiores de un triángulo es igual a 180º tenemos: 

∡𝐴 + ∡𝐵 + ∡𝐶 = 180° 

𝑥 + 60°+ 40° = 180° 

𝑥 = 80° 

b) 
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Como la suma de los ángulos interiores es igual a 180º tenemos: 

3𝑥 + 4𝑥 + 5𝑥 = 180° 

12𝑥 = 180° 

𝑥 = 15° 

∴   ∡𝐴 = 3 15° = 45°,∡𝐵 = 4𝑥 = 4 15° = 60°,∡𝐶 = 5𝑥 = 5 15° = 75° 

 

 3.2.2. Semejanza  

En geometría semejanza entre de dos figuras significa que tienen la misma forma 

pero distinto tamaño, esto lo podemos observar en los mapas, fotografías, copias 

fotostáticas, etc. 

En triángulos la semejanza es tener dos triángulos de la misma forma pero de distinto 

tamaño en donde sus lados homólogos son proporcionales y sus ángulos son 

respectivamente congruentes. 

El símbolo que se utiliza para denotar una semejanza es  ~  

        

Ejemplos de dos triángulos semejantes: 
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Postulados de semejanza: 

1.- Dos triángulos son semejantes, si tienen sus tres lados respectivamente 

proporcionales (LLL). 

2.-Dos triángulos son semejantes, si tienen dos lados proporcionales y el ángulo 

comprendido entre ellos es congruente (LAL). 

3.- Dos triángulos son semejantes, si tienen  dos de sus ángulos semejantes (AAL). 

 

 

Un edificio de altura 𝑥  tiene un cable metálico de 30m de longitud que está 

colocado desde la parte más alta hasta el piso, si una persona de 1.70m de altura se 

coloca de tal manera que el cable de su cabeza al piso mide 3m, calcular la altura 𝑥 

del edificio . 
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Observe que se forman dos triángulos semejantes  

 

Los dos triángulos son semejantes por lo tanto son proporcionales sus lados: 

𝑥
1.70𝑚

=
25𝑚
3𝑚

 

𝑥 =   
1.70𝑚 25𝑚

3𝑚
 

𝑥 =   
42.5𝑚
3

 

𝑥 = 14.16𝑚 
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3.3. Cuadriláteros y sus propiedades 

Los cuariláteros se clasifican en tres grupos: 

1. Paralelogramos: son aquellos que tienen paralelos sus lados opuestos. 

Ejemplos: 

 
                   Rectángulo             Rombo                                 Cuadrado 

	
  

2. Trapecios: existen tres tipos, trapecio isósceles, trapecio rectángulo y trapecio 

escaleno. 
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3. Trapezoides: los lados no son paralelos 

 

Propiedades de los cuadriláteros  

a) Todos los cuadriláteros tienen sus lados opuestos iguales. 

b) Las diagonales se bisectan  alternativamente. 

c) Sus ángulos opuestos son iguales 

d) Dos ángulos consecutivos son suplementarios 
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3.4. Clasificación de polígonos 

Los polígonos son una serie finita de segmentos de recta que encierra una región en 

el plano, hay  polígonos irregulares y  polígonos regulares; en un polígono irregular 

sus lados son diferentes y por consecuencia sus ángulos, un polígono regular es 

aquel que cumple con dos condiciones; que sea equilátero y equiángulo, es decir 

que sus lados sean iguales y los ángulos interiores también sean iguales, dos 

ejemplos se muestran con las  siguientes figuras:  

                                            

Los polígonos se clasifican por el número de lados 

Triángulo 3 lados 

Cuadrilátero 4 lados 

Pentágono 5 lados 

Hexágono 6 lados 

Heptágono 7 lados 

Octágono  8 lados 

Eneágono 9 lados 

Decágono 10 lados 

Endecágono 11 lados 

Dodecágono 12 lados 

Pentadecágono 15 lados 

Icoságono 20 lados 
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3.5. Cálculo del perímetro y área de polígonos 

Para calcular el perímetro de un triángulo se suman las medidas de sus lados. 

𝑃 = 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 

 

Para  obtener el área de un triángulo una forma es aplicar la fórmula: 

𝐴 =
𝑏  ×  ℎ
2  

donde 𝑏 es la base y ℎ la altura. 

Cuando no conocemos la altura del triángulo tenemos la opción de calcular su área 

por medio de la fórmula de Herón. 

𝐴 =    𝑠(𝑠 − 𝑎)(𝑠 − 𝑏)(𝑠 − 𝑐)!  

donde 𝑠 es el semiperímetro del triángulo esto es 𝑠 = !!!!!
!

 y 𝑎, 𝑏, 𝑐 la medida de sus 

lados. 

Ejemplo: Dadas las siguientes medidas de los lados del triángulo  𝑎 = 10, b = 12, y c 

= 16, calcular su área. 

𝑃 = 𝑎 + 𝑏 + 𝑐           entonces 𝑃 = 10 + 12 + 16 = 38  
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∴       𝑠 =   
38
2
= 19 

Sustituyendo en la fórmula de Herón 

A = 19 19− 10 19− 12 19− 16!    

A = 19(  9)(7)(3)!  

A = 3591!  

A = 59.92𝑢! 
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Para resolver: 

1. Calcular el perímetro de los siguientes triángulos: 

a) Un triágulo equilátero de lado 25 m  ________________________ 

b) Un triángulo isósceles de base 20m y sus lados iguales 30m ______ 

c) Un triángulo escaleno cuyos lados miden 9m, 8m y 10m ____________ 

 

2. Calcular el área de los siguientes triángulos utilizando la fórmula 𝐴 = !  ×  !
!

 

Base de triángulo Altura del triángulo Área del triángulo 

25 m 18 m A = 

14 m 20 m A = 

112 m 100 m A = 

80 m 65 m A = 

 

3. Calcular el área de los triángulos cuya medida de sus lados se indica en la tabla 

siguiente. Use la fórmula de Herón. 

Lado a Lado b Lado c Perímetro Semiperímetro Área 

18m 25 m  32 m    

5 m 6 m 7 m    

9 m 14 m 22 m    
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3.6. Círculo y circunferencia 

La circunferencia para los Griegos es la curva geomérica de mayor belleza, es casi 

imposible no imaginar sus aplicaciones, el hombre la ha usado desde el arte hasta la 

tecnología y cómo no mencionar la rueda. La circunferencia18 se obtiene cuando a 

un cono recto se le hace un corte perpendicular a su eje, por un plano. 

 

Rueda de molino de piedra labrada para la fabricación de azúcar. Tacámbaro siglo XIX 

 

Castillo pirotécnico 
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En el arte, arquitectura, diseño, está presente 

 

Euclides19 introduce la definición de circunferencia de manera intuitiva  como un 

postulado:  “Se puede trazar una circunferencia con centro y radio dado”. 

Hilbert la define como el lugar geométrico de puntos en el plano que satisfacen 

cierta congruencia . 

En geometría plana, una circunferencia20 es el lugr geométrico que describe un punto 

que se mueve en el plano de manera tal, que siempre equidista de un punto fijo 

llamado centro. 
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Usando la última definición a continuación se muestra una circunferencia de centro 

C y radio 𝑟 

 

El conjunto de puntos interiores a la circunferencia se llama círculo. 

 

 3.6.1. Elementos 

 

 

Radio: es un segmento de recta que une el centro con cualquier punto de la 

circunferencia 𝑟 =   𝐶𝐴. 
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Cuerda: segmento que une dos puntos cualesquiera de la circunferencia 𝐸𝐷 y es 

perpendicular con el radio. 

Diámetro: cuerda que pasa por el centro y es igual a la medida de dos radios 𝐹𝐵. 

Arco: línea curva formada por dos puntos de la circunferencia y todos los que se 

encuentran entre ellos que llamaremos extremos. Se denota con 𝐴𝐵, se lee arco AB. 

Secante: recta que corta en dos puntos a una circunferencia 𝐺𝐼. 

Tangente: recta que toca un punto de la circunferencia, el punto que toca se llama 

punto de tangencia H. 

El perímetro de una circunferencia se calcula 𝑃 = 2𝜋𝑟 y su área 𝐴 =   𝜋𝑟!. 
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3.7. Ángulos notables en la circunferencia 

 3.7.1.  Central 

Es un ángulo que tiene precisamente su vértice en el centro de la circunferencia, por 

lo tanto sus lados son radios. 

	
  

La medida de un ángulo central está dado por la medida del arco que está 

comprendido entre sus lados (radios) que se llama arco subtendido. 

∡𝐴𝐶𝐵 = 𝐴𝐵 

Así por ejemplo el siguiente ángulo mide 45° que es la medida del arco: 

 

 3.7.2. Inscrito 

Es el ángulo que tiene su vértice en un punto de la circunferencia y sus lados cortan 

la circunferencia en dos puntos distintos al vértice. 

 

Teorema: todo ángulo inscrito en una circunferencia tiene por medida la mitad del 

arco comprendido entre sus lados. 

∡𝐴 =   
𝐵𝐷
2  
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Ejemplos: 

a) Considere que el ∆𝐴𝐵𝐶   está inscrito en la circunferencia como se muestra en la 

siguiente figura, calcular los tres ángulos interiores del triángulo. 

	
  

Observe que los tres ángulos interiores del triángulo son ángulos inscritos de la 

circunferencia, además la cuerda 𝐴𝐵 pasa por el centro, por lo tanto es también 

diámetro, de esto se puede deducir que 𝐴𝐵 es una semicircunferencia ∴       180°. 

3𝑥 + 𝑥 = 180° 

𝑥 = 45° 

∡𝐴 =   
𝐵𝐷
2 =   

45°
2 = 22.5° 

∡𝐵 =
𝐴𝐷
2 =

3𝑥
2 =

135°
2 = 67.5° 

∡𝐷 =
𝐴𝐵
2 =

180°
2 = 90° 

b) Calcular el valor del ángulo B si conocemos el arco 𝑐 = 90°    𝑦    𝑑 = 2𝑎. 

 

Directamente podemos calcular el ángulo buscado ya que ∡𝐵 =    !"°
!
= 45° 
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 3.7.3. Semi-inscrito 

Cuando una recta tangente a una circunferencia tiene un punto en común con una 

cuerda, el ángulo que forman la tangente y la cuerda se llama ángulo semi-inscrito. 

 

Teorema:  la medida de un ángulo semi-inscrito de una circunferencia, es igual a un 

medio de la medida del arco que subtiende el ángulo. 

Ejemplo: si 𝐵𝐷 es tangente y 𝐴𝐵 = 300°,  ¿cuánto mide el ángulo 𝑥? 

 

El ángulo 𝑥 es un ángulo semi inscrito, por lo tanto ∡𝑥 =   !"
!
= !""°

!
= 150° 
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 3.7.4. Ex-inscrito 

Es el ángulo que es adyacente a un ángulo inscrito 

 

Teorema: la medida de un ángulo ex-inscrito es igual a la medida del arco 𝐸𝐵𝐴 

Ejemplo: Si 𝐴𝐷 = 80°, ¿cuánto vale 𝑥? 

 

 

Por ser un ángulo ex-inscrito ∡𝑥 =   𝐷𝐵𝐴 = 280°  
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      3.7.5. Interior                                            

 Es el ángulo que está formado por dos cuerdas que se cortan 

	
  

	
  

Teorema: la medida de un ángulo exterior es la semisuma de las medidas de los 

arcos comprendidos entre sus lados. 

Ejemplos: dadas las cuerdas 𝐴𝐵  y  𝐶𝐷  que se cortan en F, calcular 

 

a) ∡𝑥    𝑠𝑖  𝐴𝐷 + 𝐸𝐵 = 200° 

∡𝑥 =   
𝐴𝐷 + 𝐸𝐵

2 =
200°
2 = 100° 

 b) ∡𝑥  𝑠𝑖  𝐴𝐸 = 100°    𝑦    𝐷𝐵 = 60° 

Como 𝐴𝐸 + 𝐷𝐵 = 160° entonces 𝐴𝐷 + 𝐸𝐵 = 200°  y  ∡𝑥 =   !"!!"
!

= !""°
!
= 100° 
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 3.7.6. Exterior 

Es el ángulo que está formado por dos secantes que se cortan en un punto fuera del 

círculo. 

 

Teorema: la medida de un ángulo exterior a una circunferencia es igual a la semi 

diferencia de las medidas de los arcos que determinan los lados del ángulo en la 

circunferencia. 

Ejemplo: si 𝐴𝐵 = 15°,∡𝑥 = 25°, hallar el valor de 𝐷𝐸 

 

Conocemos que ∡𝑥 = !"!!"
!

  sustituimos los valores dados y tenemos: 

25° =
𝐷𝐸 − 15°

2  

despejando: 

50° = 𝐷𝐸 − 15° 

por lo tanto  𝐷𝐸 = 35° 
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3.8. Cálculo de área y perímetro de una circunferencia 

Si calculamos la medida alrededor de un círculo, nos indica la longitud o perímetro 

de la circunferencia, en Oriente próximo (s. VI a.C) del Libro de los Reyes, 

encontraron la relación que existe entre dicha medida y el diámetro de la 

circunferencia, encontrando que la relación era constante e igual a 3, los egipcios y 

babilonios encontraron un valor mayor que 3, Arquímides en su obra “Sobre la 

medida del círculo” concluye que el valor de esa relación que ahora llamamos pi21, 

se encontraba entre 3   !"
!"
  𝑦  3 !

!
 , Tolomeo lo calculó en 3.1416, los informáticos 

Yasumasa Kanada Y Daisuke Takahashi  consiguieron  la aproximación de pi con 

6000 millones de decimales, en 2009 se consiguió una aproximación de más de dos 

billones de decimales, cabe mencionar que esta relación no es constante en 

geometrías que no son planas. Este número irracional22 aparece en las gotas de 

lluvia, en las burbujas de agua, en las estrellas, en los cálculos astronómicos, en este 

texto lo consideraremos como 3.14 para realizar cálculos. 

 

𝜋 =
𝑃
𝑑 =

𝑃
2𝑟 

2𝜋𝑟 = 𝑃 

𝑃 = 𝜋𝑑 

 

Tenemos dos opciones para calcular el perímetro 𝑃  de una circunferencia de 

diametro 𝑑,   𝑃 = 𝜋𝑑    o bien como   𝑑 = 2𝑟,   𝑃 = 2𝜋𝑟. 
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Ejemplos:  

a) Calcular el perímetro de la circunferencia cuyo radio mide 3 cm. 

 

𝑃 = 2𝜋𝑟 = 2 3.14 3  𝑐𝑚 =18.84cm. 

b) Calcular el radio de la rueda de una bicicleta cuyo perímetro es 48 pulgadas. 

 

Como ,   𝑃 = 2𝜋𝑟 sustituimos los datos conocidos y tenemos ,   48 = 2𝜋𝑟 

despejando ,   𝑟 =    !"!"#$%&%'
!(!.!")

= 7.64  𝑝𝑢𝑙𝑔𝑎𝑑𝑎𝑠. 

Cocina tradicional michoacana, llena de formas y colores que nos identifican 
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3.9. Cálculo de volúmenes y áreas 

El área es una medida de la extensión de una superficie bidimensonal. 

El volúmen y el área están relacionados, por ejemplo hay que calcular el área de un 

espacio para instalar un equipo  de aire acondicionado que cubra un volúmen 

específico.  

Si deseamos pintar un muro es necesario calcular el área a pintar, para hacer el 

cálculo del volúmen de pintura que se necesita. 

El volumen es la cantidad de espacio que ocupa un cuerpo, es una magnitud física y 

se puede medir de acuerdo al sistema de unidades que se utilice, en 𝑐𝑚!,𝑚!,    u otras 

equivalencias,  lo puedes observar en las bebidas azucaradas donde se indica el 

contenido, el volumen nos ayuda a calcular la densidad de los líquidos ya que al 

dividir la masa entre el volumen de una sustancia calculamos su densidad, 

valiéndonos de este conocimiento podemos calcular la cantidad de gas necesaria 

para llenar un globo aerostático. En los cálculos en construcción es importante el 

volúmen de agua que quieres almacenar en tu aljibe para partiendo de ahí hacer el 

cálculo de las dimensiones de los muros, o viceversa, el volumen de la caja en una 

guitarra es fundamental para que tenga buena acústica. 
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 3.9.1. Prismas 

Un poliedro es una porción del espacio limitada por polígonos. 

Un prisma es un poliedro limitado por dos caras paralelas (bases)  iguales una al lado 

opuesto de la otra,  y por caras laterales que  son paralelogramos. 

Los elementos de un prisma son: 

 

Los prismas se clasifican por sus caras y por la figura de sus lados. 

La siguiente figura muestra toda la clasificación de los prismas 

 

Además tenemos los prismas: 

 

bases	
  (2)	
  

altura	
  

caras	
  
laterales	
  

oblicuos	
  

regulares	



rectos	
  

ortoedr
os	
  

triángul
ares	
  

paralele	
  
pipedos	
  

irregulare
s	
  

pentagonal	
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Cálculo del volumen en un prisma 

Se calcula primero el área de la base y se multiplica por la altura, a continuación se 

muestran las fórmulas para calcular el área de  algunos polígonos 

Triángulo 𝐴 = !"
!

 

Cuadrado      𝐴 = 𝑙! 

Pentágono  𝐴 =    !!
!

 

Rectángulo    𝐴 = 𝑏ℎ 

  

Veamos algunos ejemplos de cálculo de volúmenes en prismas: 

 

 

 

 

 

Calculemos el volumen del prisma rectangular que se muestra en la figura, donde 

𝑘 = 10  𝑐𝑚  , 𝐿 = 5  𝑐𝑚  𝑦  𝑎𝑙𝑡𝑢𝑟𝑎  𝐼𝐽 = 20𝑐𝑚. 

El área de la base es un rectángulo por lo tanto su área es: 

                                𝐴! = 𝑏ℎ = 𝐿𝐾 

𝐴! = 𝑏ℎ = 10𝑐𝑚 5𝑐𝑚 = 50𝑐𝑚!  

Así su volumen es igual al producto del área de su base por la altura 𝐼𝐽 = 20  𝑐𝑚 

𝑉 = 𝐴!ℎ = 50  𝑐𝑚! 20𝑐𝑚 = 1,000𝑐𝑚! 
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Figuras de algunos prismas: 
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 3.9.2. Poliedros 

Los poliedros están formados por dos caras  que son polígonos y sus caras laterales 

que son paralelogramos, a continuación mediante  la siguiente figura se muestran los 

elementos que los forman. 

 

 3.9.3. Paralepípedos 

Los paralepípedos  son cuadriláteros en los que sus lados opuestos  son paralelos e 

iguales. 
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 3.9.4. Pirámides 

La base de una pirámide es un polígono, sus caras son triángulos que concurren en 

un punto llamado ápice. 
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 3.9.5. Cono 

Si giramos un triángulo rectángulo respecto de alguno de sus catetos  la figura 

generada se llama cono, su base es circular. 

 

 

 3.9.6. Cilindro 

Si giramos un rectángulo respecto a uno de sus lados el cuerpo geométrico 

engendrado se llama cilindro. 
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 3.9.7. Esfera 

 Si hacemos girar una semicircunferencia respecto de su  diámetro, el cuerpo 

geométrico engendrado se llama esfera. 
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3.10. Problemario 

1. Convertir !!
!

  radianes a grados sexagesimales 

2. Convertir 125°   a radianes 

3. Calcula la medida de los ángulos indicados en la figura siguiente: 

 

4. Calcula el complemento de  37°    42!  56" 

5. Calcular el suplemento de 123°  23!23” 

6. Calcular el valor del ángulo 𝑥 

 

7. Calcular el valor de 𝑥 
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8. Trazar el punto “G”  en el triángulo siguiente: 

 

9. Encuentra el incentro del triángulo siguiente: 

 

10. Encuentre el circuncentro del triángulo siguiente: 

 

11. Trazar  la altura del lado a en el triángulo siguiente: 
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12.  Calcular la longitud de 𝐴𝐵 si los triángulos ∆𝐴𝐵𝐶~∆𝐴′𝐵′𝐶 

 

13. Calcular el área del triángulo rectángulo siguiente: 

 

14. Calcular el área del triángulo cuyos lados miden 4cm, 5cm y 6cm. 

15. Calcular el perímetro de la circunferencia cuyo radio es igual a 10 cm 

16. Calcular el área de una circunferencia de diámetro 7 cm 

17.  Calcular el valor del ángulo 𝑥 
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18.  Calcular el valor del ángulo 𝑥 

 

19. Calcular el valor del ángulo 𝑥 

 

20.  Calcular el valor del ángulo 𝑥 
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3.11. Autoevaluación 

1. Convertir !!
!
  𝑟𝑎𝑑 a grados sexagesimales 

2. En la figura siguiente calcular el valor de 𝑥 y de los ángulos 

 

3. Calcular el valor del ángulo 𝑥 

 

4. ¿Cuánto mide cada uno de los ángulos interiores de un pentágono regular de lado 

1? 

 

5. Traza la altura,  mediana, mediatriz y bisectriz en la base del siguiente triángulo 

equilátero. 
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6. Hallar el valor de los ángulos 𝑥,𝑦,𝛼  y  𝛽 del siguiente triángulo 

 

7. Calcular el valor de 𝑥 

 

8.  Si ∡𝐴𝐶𝐷 = 75°, calcular el valor del ángulo ∡𝐴𝐷𝐵 

 

9. Calcular el área sin colorear de un  cuadrado de lado 20 cm 
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3.12. Soluciones del problemario 

1. 108° 

2. !"!
!"

 

3. 

 

4.  52°    17!  04" 

5.  56°  36!37” 

6.  𝑥 = 120° 

7. 𝑥 = 20° 

8.  
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9.    

 

10.  

 

11.  

 

12.  𝐴𝐵 = 20 

13.  𝐴 = !!
!
= ! !

!
= 6𝑢! 
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14.  𝐴 = 9.9𝑐𝑚! 

15. 62.8  𝑢 

16. 𝐴 = 38.46𝑢! 

17. 𝐴 = !"
!
= !"°

!
= 18° 

18. ∡𝑥 = 43.5° 

19. 60° 

20. 𝐴𝐶 +   𝐷𝐵 = 60°+ 70° = 130°   ∴   𝐴𝐷 + 𝐵𝐶 = 230° 

∡𝑋 =
𝐴𝐷 + 𝐵𝐶

2 =   
230°
2 = 115° 
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3.13. Soluciones de la autoevaluación 

1. 108° 

2.  

𝑥 + 𝑥 + 60° = 90° 

2𝑥 = 30° 

𝑥 = 15° 

 

3. ∡𝑥 = 77° 

4. 108° 

5.  En un triángulo equilátero, todas las rectas notables y puntos notables coinciden 

 

6. ∡𝑥 = 36° 

    ∡𝑦 = 140° 

    ∡𝛼 = 104° 

     ∡𝛽 = 144° 
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7.    
!!!
!
= !

!
 

24+ 4𝑥 = 42 

4𝑥 = 18 

𝑥 = 4.5 

8. ∡𝐴𝐵𝐷 = 37.5° 

9. Calcular el área del cuadrado de lado 20 cm y restar el área de la circunferencia 

de radio 10 cm,  𝐴 = 337.2  𝑐𝑚! 
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3.14. Conclusiones 

Como se observó en el capítulo apenas es una pequeña introducción al amplio 

mundo de la geometría, se vieron algunas propiedades del triángulo, así como de 

algunos polígonos, además de calcular el área y el volumen de algunas figuras 

geométricas; es importante hacer énfasis en que la geometría plana tiene muchas 

aplicaciones científicas, tecnológicas y de uso diario, pero que existen otro tipo de 

geometrías que es importante investigues ya que aunque no cumplen con algunas 

propiedades de la geometría plana tienen muchas aplicaciones actualmente, por lo 

que te invitamos a profundizar en el maravilloso mundo de la geometría. 
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Capítulo 4: Trigonometría 
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4. Trigonometría 

 
La trigonometría  es una rama de las matemáticas, su etimología proviene de trígono 

triángulo  y metría medida, su origen es muy antiguo, los egipcios y babilonios 

estudiaron problemas particulares, por ejemplo utilizando una cuerda con  3 , 4  y 5 

nudos y observaron que formaban un triángulo rectángulo que les servía para cortar 

en ángulo recto las piedras utilizadas en las pirámides, otro ejemplo son los cálculos 

astronómicos tan exactos en la localización de cuerpos celestes. Actualmente 

seguimos usando la medida de los ángulos en grados, minutos y segundos que los 

egipcios establecieron hace más de 3 000 años1. 

 

Los astrónomos en la India desarrollaron un sistema trigonométrico basado en la 

función seno, que no es como lo conocemos ahora, es hasta el siglo XIII  que el 

astrónomo  Georges Joachim introdujo el concepto moderno de funciones 

trigonométricas como proporciones, pero es hasta 1600 que se acuñó el término 

trigonometría. 

 

-3 -2 -1 1 2 3

-3

-2

-1

1

2

3

 
 

Gráfica de las funciones trigonométricas, logarítmica y exponencial 
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4.1. Teorema de Pitágoras 
 
El teorema de Pitágoras es uno de los más famosos, es tan famoso que se conocen 

aproximadamente 400 demostraciones diferentes, siendo la demostración de 

Euclides la que se reconoce como  primera2. En la edad media se le conocía como 

“pons asinorum”  que significa  “el puente de los asnos” el cual una vez cruzado es 

decir cuando se conocía, se llegaba a ser una persona culta. 

 

El teorema de Pitágoras es una proposición que aplica solo a  triángulos rectángulos, 

no se tiene la certeza de que Pitágoras lo haya demostrado alguna vez3. 

 

Recordemos que un triángulo rectángulo es aquel que tiene un ángulo recto, sus 

lados reciben nombres especiales, sus lados perpendiculares los que forman el 

ángulo recto, se llaman catetos y el lado mayor, el que se opone al ángulo mayor 

(90º), recibe el nombre de hipotenusa, esto se ilustra en la siguiente figura. 

 

 

 

Teorema de Pitágoras:  

 

En un triángulo rectángulo, el cuadrado de la longitud de la hipotenusa es igual a la 

suma de los cuadrados de las longitudes de los catetos. 

 

Expresado en forma algebraica:    
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El cateto adyacente es uno de los lados perpendiculares del triángulo que forma uno 

de los lados del ángulo agudo junto con la hipotenusa, en la figura anterior el cateto 

adyacente respecto del ángulo agudo C es b, y respecto del ángulo agudo B el cateto 

adyacente es c. 

 

El cateto opuesto, como su nombre lo indica es el que se opone al ángulo agudo, o 

el que no es adyacente, en la figura anterior, el cateto opuesto al ángulo agudo  C es 

c, y el cateto  opuesto al ángulo  B es b. 

 

En el siguiente triángulo se muestran los catetos adyacente y opuesto respecto del 

ángulo A. 

 

 

 

En el siguiente triángulo se muestran ahora los catetos respecto del  ángulo agudo  B. 

 

 

Note que la hipotenusa siempre es el lado mayor del triángulo rectángulo, la puedes 

identificar por ser el lado opuesto al ángulo recto, recordando las propiedades de 

triángulos; a mayor ángulo se opone mayor lado y viceversa, en dicho triángulo el 

ángulo mayor es de 90º. 
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Una forma de demostrar el teorema de Pitágoras es verificar que el área del cuadrado 

que se forma en el lado mayor, es igual a la suma de las áreas de los cuadrados que 

se forman en los lados perpendiculares. 

 

 

 

La siguiente es la forma algebraica de su demostración. 

 

Demostración algebraica: 

 

 
 

Hipótesis: Sean  y  los catetos de un triángulo rectángulo,  

           y  la hipotenusa. 

 

Tesis:  

 

Demostración: 
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Consideremos el cuadrado de lado  

 

 
 

el área del cuadrado de lado es: 

 
Como el “todo” es igual a la suma de sus partes, el área 

total del cuadrado es igual a la suma de las áreas del 

cuadrado interior de lado c, más los cuatro triángulos de 

lados perpendiculares  y . 

 
 

Por otro lado si elevamos al cuadrado el binomio  

 
sustituyendo lo anterior en: 

 
  

 

reduciendo términos semejantes 
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Gráfica de la función seno en 3D 

 

 

 

 

Curiosidades	
  matemáticas:	
  	
  
El	
  principio	
  fundamental	
  de	
  
Pitágoras	
  era:	
  “Todo	
  es	
  número”	
  



2014	
   [TRIGONOMETRÍA]	
  
	
  

	
   -­‐-­‐-­‐	
  	
  	
  8	
  	
  	
  -­‐-­‐-­‐	
  
CONALEP	
  MICHOACÁN	
   	
  

Para practicar: en cada uno de los triángulos rectángulos, respecto del ángulo agudo 

marcado, indica el cateto adyacente, el cateto opuesto y la hipotenusa. 
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El teorema de Pitágoras se utiliza para encontrar un lado de un triángulo rectángulo 

conocidos los otros dos, a continuación ejemplificaremos su aplicación. 

 

En un estacionamiento de la Ciudad de México se quiere 

calcular la altura máxima del auto que se puede estacionar, 

si se conoce que la diagonal (hipotenusa) mide 10m y la 

distancia horizontal mide 6m. 

 

 

 

Tomando el triángulo rectángulo que se forma y aplicando el 

teorema de Pitágoras 

 
hipotenusa2= cateto2+ cateto2 

(10m)= ( )2+(6m)2 

100m2= 2+36m2 

100m2-36m2= 2 

64m2= 2 

 

 
 la altura máxima es 8m. 
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En los siguientes triángulos calcular el valor de  

 
a) 
 
 
  

 

El lado faltante  es la hipotenusa, aplicando el teorema de 

Pitágoras 

 

 

 

 
 

 

b) 

 
 

La hipotenusa tiene el valor de 50 y uno de los catetos 1, 

aplicando el teorema de Pitágoras. 
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c) El lado de un cuadrado mide 5 unidades, ¿cuánto mide la 

diagonal? 

 
 

Note que se forman dos triángulos rectángulos iguales, donde 

la diagonal es  y los catetos son los lados de longitud 5, 

aplicando el teorema de Pitágoras 

 

 

 

   

Factorizando         

reduciendo                   

 

 

 

d)Calcula la altura de un rectángulo de base 10cm y diagonal 

cm. 
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Aplicando el teorema de Pitágoras 

 

 

 

 

 
 

 

e) Calcular la altura del siguiente trapecio isósceles 

 

 
 

La base mayor mide  

 

 
tomemos el triángulo 
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Aplicando el teorema de Pitágoras 

 

 

 
 

f) Un televisor rectangular de pantalla plana tiene 45 pulgadas de longitud por la 

diagonal,  su altura es 27 pulgadas (inch). ¿Qué largo tiene expresado en  cm? 

 

                        

 

Utilizando el teorema de Pitágoras: 

 

 

 

 

 
 

para convertir pulgadas (inch) a cm, necesitamos la 

equivalencia: 1 inch= 2.54 cm 
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Para resolver: en equipos encontrar el valor del lado faltante  en cada uno de los 

triángulos rectángulos siguientes: 

 

 
 

= 

 

 
 

 = 

 

 
 

 = 

 

 
 

 = 

 

 
 

 = 
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4.2. Funciones trigonométricas 
 
 
En el capítulo anterior definimos una función e identificamos las propiedades de dos 

de ellas; la función exponencial y la logarítmica,  en este capítulo nos encontramos 

con otro tipo de funciones llamadas transcendentes4, de las que unas de las más 

importantes son las funciones trigonométricas que son muy importantes en ciencias 

físicas, ya que ayudan a describir el movimiento de tipo periódico, como el 

ondulatorio.  

 

Las principales funciones trigonométricas son ,  y , a partir de 

estas se definen otras, las más importantes son ,  y . 

 

Es importante recordar que las funciones trigonométricas se aplican a los ángulos 

agudos en  triángulos rectángulos. 

 

Aquí utilizaremos la definición de las funciones trigonométricas a partir de la 

relación entre sus lados, pero también se pueden definir mediante series5 . 

 

 

 

 

Para	
  resolver:	
  	
  el	
  lado	
  de	
  un	
  triángulo	
  equilátero	
  mide	
  6km,	
  	
  

calcular	
  su	
  área	
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Definiciones de las funciones trigonométricas 

 

Considere el  rectángulo en C, designemos  el ángulo interior del vértice B. 

     
 

La función seno de un ángulo , la abreviamos . Es la razón entre el cateto 

opuesto y la hipotenusa. 

 

 

 

 

La función coseno de un ángulo , la abreviamos . Es la razón entre el cateto 

adyacente y la hipotenusa. 

 

 

 

 

 

La función tangente de un ángulo , la abreviamos . Es la razón entre el cateto 

opuesto y  el cateto adyacente. 
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A partir de estas tres funciones definimos sus recíprocas, cabe recordar que son 

recíprocas si su producto es igual a uno. 

 

La función   de un ángulo , la abreviamos . Es la razón entre la 

hipotenusa y el cateto opuesto. 

 

 

 

 

 

 

La función   de un ángulo , la abreviamos . Es la razón entre la 

hipotenusa y el cateto adyacente. 

 

 

 

 

 

 

 

La función   de un ángulo , la abreviamos . Es la razón entre el 

cateto adyacente y el cateto opuesto. 
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Resumen de  las funciones trigonométricas: 

 

 

FUNCIÓN 

 

RECÍPROCA 
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Consideremos el siguiente triángulo rectángulo cuyos catetos 

miden  3 y 4 cm, calcularemos las funciones trigonométricas 

del ángulo agudo menor, expresando los resultados en forma 

fraccionaria irreducible. 

 

 

 

Para calcular las funciones trigonométricas necesitamos los 

tres lados del triángulo, comenzaremos por aplicar el teorema 

de Pitágoras para hallar el lado faltante, la hipotenusa. 
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Una vez que tenemos los tres lados debemos identificar cuál 

es el ángulo agudo menor, por propiedades de triángulos a 

menor lado se opone menor ángulo y viceversa, por lo tanto el 

ángulo  es el menor, a continuación calcularemos las 

funciones trigonométricas del ángulo agudo A. 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Encuentre el valor de las seis funciones trigonométricas del ángulo  en el siguiente 

triángulo rectángulo: 

 
 

Curiosidades matemáticas: 

Bertrand Russell describió a Pitágoras como “Uno de 

los hombres más importantes desde un punto de vista 

intelectual que haya vivido jamás, tanto por su 

sabiduría como por su insensatez” 
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El lado faltante es la hipotenusa a la que denotamos con , 

aplicando el teorema de Pitágoras para calcular su valor: 

 

 

 

 

 
 

 
 

Tenemos los tres lados conocidos, ahora podemos calcular las 

seis funciones del ángulo . 
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Dada la función  calcular las funciones trigonométricas faltantes. 

 
 

          su recíproca        

 

El lado faltante  es un cateto que calcularemos por medio del 

teorema de Pitágoras 

 

 

 

 

            

             

 

Para practicar: 

Encontrar el valor de las demás funciones trigonométricas, dado: 

a)  d)  g)  

b)  e)  h)  

c)  f)  i)  
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Funciones trigonométricas de ángulos complementarios 
 
En un triángulo rectángulo los ángulos agudos son complementarios, analicemos a 

continuación la relación que existe entre las funciones trigonométricas de esos 

ángulos . 

 

Sea  rectángulo en C 

 

 

                            

                             

                             

                              

                             

                             

 

Las funciones del ángulo A son iguales a las funciones del complementario de B, esto 

es , estas funciones reciben el nombre de co-funciones. 

 

Otra forma de  expresarlas es: 
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En un triángulo rectángulo las funciones trigonométricas de un ángulo son iguales a 

las co-funciones de su complemento. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Una manera de recordar las co-funciones es anteponer a la función el prefijo co o 

quitándolo en caso de tenerlo. 

 

Calcular las funciones trigonométricas de los ángulos A y B del  rectángulo 

siguiente: 
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Utilizando lo anterior podemos expresar una función como una 

co-función del ángulo complementario, por ejemplo: 

 

 

 
 

En las calculadores científicas en general están indicadas las funciones sin, cos y tan, 

para comprobar los resultados anteriores presiona sin 60=0.8660 no es necesario 

indicar la tecla de grados y comprueba presionando cos 30=0.8660, verás que la 

igualdad se cumple. En el segundo ejemplo deberás tener cuidado al indicar los 

grados y minutos del ángulo,  generalmente se presiona cos 20 la tecla de grados 

seguida de 40 y la misma tecla que representará ahora los minutos, observa la 

siguiente imagen. 
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4.3. Signos de las funciones trigonométricas 
 
 
En el capítulo 3 se definieron los ángulos positivos y negativos, ahora los 

aplicaremos, consideremos el punto A en el primer cuadrante del plano cartesiano, 

construimos un triángulo rectángulo cuyos catetos tienen signos positivos, por lo 

tanto el signo de la hipotenusa es positivo. 

 

 

 

Para practicar: 

 y  son los ángulos agudos de un triángulo rectángulo, observa 

el ejemplo y contesta las siguientes igualdades 

1)  

2)  

3)  

4)  

5)  

6)  
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A continuación calcularemos las funciones trigonométricas del ángulo   generado 

en el primer cuadrante, esto es ángulos mayores de  y menores de , utilizando 

solamente el signo de los lados del triángulo. 

 

Primer cuadrante 

 

 

 

 

Concluimos que todas las funciones de un ángulo en el primer cuadrante son 

positivas. 

Análogamente calcularemos las funciones de los cuadrantes restantes. 

 

Segundo cuadrante 
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Tercer cuadrante 

 

 

 

 

 

 

Cuarto cuadrante 
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Resumen de los signos de las funciones trigonométricas en el plano cartesiano 

      CUADRANTE 

 

FUNCIÓN 

 

I 

 

II 

 

III 

 

IV 

 

 

 

+ 

 

+ 

 

 

 

 

 

 

 

+ 

 

 

 

 

 

+ 

 

 

 

+ 

 

 

 

+ 

 

 

 

 

 

+ 

 

+ 

 

 

 

 

 

 

 

+ 

 

 

 

 

 

+ 

 

 

 

+ 

 

 

 

+ 

 

 

 

Las características que presentan : 

1) Cada función es positiva en dos cuadrantes y negativa en los otros dos. 

2) El signo que tiene la función en un cuadrante es el mismo que tiene su recíproca. 

3) Todas las funciones son positivas en el primer cuadrante. 

 

 
Plano cartesiano 
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Indica si son posibles los signos de las siguientes funciones: 

 

a)   

 

Primero debemos localizar el cuadrante donde se ubica el 

ángulo  

 

 
 

 

 

El ángulo se localiza en el tercer cuadrante, la función 

en el tercer cuadrante tiene signo negativo  sí es 

posible el signo. 

 

b)  

El ángulo  se ubica en el tercer cuadrante. 
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La función  en el tercer cuadrante es positiva  el 

signo no es posible. 

 

 

c)  

 

El ángulo se ubica en el primer cuadrante 

 
 

 

En el primer cuadrante la función  es positiva,  el 

signo sí es posible. 
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Calcular las funciones trigonométricas del ángulo formado por el eje X, el origen de 

coordenadas y el punto A(-3,4), esto es . 

 

 
 

Para practicar:  

En parejas respondan si son posibles o no los signos de las 

funciones: 

a)	
   	
  

b)	
   	
  

c)	
   	
  

d)	
   	
  

e)	
   	
  

f)	
  	
   	
  

	
  

	
  

Pregunta reto: 
 
¿Qué signo tendrá  
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El segmento  es la hipotenusa del triángulo , cuyos 

catetos miden -3 y 4. 

Aplicando el teorema de Pitágoras: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 

 

 

 

 

  



2014	
   [TRIGONOMETRÍA]	
  
	
  

	
   -­‐-­‐-­‐	
  	
  	
  34	
  	
  	
  -­‐-­‐-­‐	
  
CONALEP	
  MICHOACÁN	
   	
  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Para practicar: 

Utiliza calculadora científica para obtener el resultado de las 

siguientes funciones trigonométricas cuyos ángulos están expresados 

en radianes, es importante consultar el manual de la calculadora para 

operar en el modo correcto. Ver ejemplo 

 

1)  

2)  = _____________ 

3)  = _____________ 

4)  = _____________ 

5)  = _____________ 

6) = ______________ 

7)  = ______________ 

8)  = ______________ 

9)  = _____________ 

10)  = _____________ 

11)  _____________ 
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4.4. Funciones trigonométricas de ángulos notables (30º,45º y       
 60º) 
 
Para calcular las funciones trigonométricas de  y  construimos un triángulo 

equilátero de 2 unidades, sus  lados y sus ángulos  son iguales. 

 

 
 

 
 
 

Trazamos una altura que es también mediana, mediatriz y  bisectriz, se forman dos 

triángulos rectángulos, falta uno de sus lados; la altura que calcularemos utilizando 

el teorema de Pitágoras. 
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Tomamos uno cualquiera de los dos triángulos que se forman para calcular las 

funciones trigonométricas de  y . 

 

Funciones de  

 

 

 

 

 

 

Funciones de  
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Otra forma es usando las co-funciones: 

 

 

 

 

 

 

 

 

Para calcular las funciones trigonométricas de  construimos un cuadrado de lado 

1, trazamos una diagonal que  es bisectriz de sus ángulos, formándose dos triángulos 

iguales, tomamos uno de ellos y calculamos el lado faltante que es la hipotenusa de 

un triángulo rectángulo. 

 
Cuadrado de lado 1 

 
 

 
Diagonal que biseca los ángulos rectos 
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Funciones de  
 

 

 

 
 
 

Resumen de los valores de las funciones trigonométricas de  
 

FUNCIÓN    
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Los valores anteriores los podemos utilizar para calcular el valor numérico de 

expresiones como las siguientes: 

 

a)  

Sustituimos los valores  y  

 
 

b)  

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Para practicar:  

Comprueba las siguientes igualdades utilizando 

calculadora científica. 

1)  

2)  

3)  

4)  

5)  

6)  

7)  

8)  

9)  

10)  

11)  

12)  
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Funciones trigonométricas de  los ángulos  

 

Para calcular las funciones de los ángulos que limitan los cuadrantes, en un plano 

cartesiano tracemos un triángulo rectángulo generado por un ángulo . 

 

Las funciones trigonométricas de : 

 

 

 

 

 

 

Si giramos  hasta que , el segmento =0 y , sustituyendo las 

condiciones en las funciones trigonométricas anteriores tenemos: 
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El símbolo  se lee infinito, no es un número, significa que la función crece 

enormemente a medida que el ángulo  tiende a cero, pero sin llegar a tomarlo ya 

que no está definida la división entre cero, es una indeterminación6. 

 

Análogamente calculamos los valores de  haciendo girar el segmento  

hasta llegar al eje Y,  y , todos los segmentos con signo positivo, 

sustituimos las condiciones anteriores en las funciones trigonométricas.  

 

 

,  

 

 

De la misma manera hacemos  y tenemos las mismas condiciones que , la 

ubicación de los segmentos queda sobre la parte negativa del eje X’, por lo tanto los 

valores son iguales pero de signo contrario. 

 

 

 

 

 

Si , los valores de las funciones trigonométricas son los mismos que los de 

 pero con signo contrario por coincidir con la parte negativa del eje Y’.  

 

,  
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Por último cuando  es una vuelta completa y los valores son los mismos de 

 

 

  

 

 

 

Resumen los valores de las funciones trigonométricas de los ángulos 

 

ÁNGULO 

FUNCIÓN 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

0 

 

1 

 

0 

 

-1 

 

0 

 

 

 

1 

 

0 

 

-1 

 

0 

 

1 

 

 

 

0 

 

 

 

0 

 

 

 

0 

 

 

 

 

 

1 

 

 

 

-1 

 

 

 

 

 

1 

 

 

 

-1 

 

 

 

1 

 

 

 

 

 

 

0 

 

 

 

0 
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4.5. Gráficas de las funciones trigonométricas 

 

Utilizando los valores obtenidos de las funciones trigonométricas, podemos 

relacionar el ángulo con el valor que toma la función respecto de dicho ángulo, y 

obtendremos los lugares geométricos o gráficas que las representan. 

 

La siguiente gráfica es de la función  hecha con el simulador del programa 

geogebra, en su versión digital puedes hacer clic derecho, elegir reproducir  y el 

simulador funcionará generando su gráfica. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

La siguiente es una imagen no dinámica que muestra una parte del proceso en la 

generación de la gráfica de la función . 
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A continuación se muestran las gráficas de las funciones trigonométricas. 

Función  

 

 

La gráfica de la función  tiene las siguientes características: 

 

1) El rango de la función está en el intervalo cerrado  

2) Tiene un periodo de  esto significa que la gráfica es periódica o se repite cada  

     . 

3) La onda que se genera recibe el nombre de . 

 

Función  

 

 

La gráfica de la función  tiene las siguientes características: 
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1) El rango de la función está en el intervalo cerrado  

2) Tiene un periodo de  esto significa que la gráfica es periódica o se repite cada  

     . 

3) La onda que se genera recibe el nombre de . 

Función  

 

 

La gráfica de la función  tiene las siguientes características: 

 

1) La función  no está definida en  en los primeros  

2) Su rango es el intervalo abierto . 

3) No es periódica. 

 

Las gráficas de las funciones siguientes nos apoyan para observar las variaciones de 

las funciones recíprocas. 

 

Función  
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Función  

 

 

Función  
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El esquema siguiente muestra los valores que pueden tomar las funciones 

trigonométricas : 

 

La función  . 

 
Gráfica que muestras las funciones trigonométricas y sus recíprocas  
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4.6. Resolución de triángulos rectángulos 

 

Resolver un triángulo rectángulo  es encontrar la medida de sus tres ángulos 

interiores y la longitud de sus lados, aunque en este caso tenemos conocido el 

ángulo recto, así que la suma de los ángulos agudos es siempre , ya que la suma 

de los ángulos interiores de cualquier triángulo vale . 

 

Resolver el triángulo  rectángulo en B,   si  

 

 

Datos conocidos: 

 

 

	
  
Para practicar: 

Utiliza hojas milimétricas, calculadora científica y colores para graficar las 

funciones trigonométricas  

 

 

. 
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c=70 m 

Medidas por encontrar: 

 
 

Los ángulos  A y C son complementarios por lo tanto: 

 
 

Para calcular el lado  una opción es utilizar la función 

, ya que una vez conocido el valor de la función solo 

necesitamos un lado conocido (70m) y otro desconocido  

 

 

 

 

 

En este punto podemos elegir varias opciones; utilizar el teorema de Pitágoras o de 

nuevo una función trigonométrica que relacione el lado faltante . 

 

 

 

 

 

 

 

 

aquí queda resuelto el problema, tenemos conocidos los datos 

faltantes. 

Como se mencionó anteriormente existe otro camino para llegar 

a la solución, usando en este caso  
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Resolver el siguiente triángulo rectángulo   si : 

   

 

 

 

 

 

los ángulos  A y B son complementarios por lo tanto: 

 

 

 

Elegimos una función de uno de los ángulos agudos A o B, que 

relacione uno de los lados por calcular, puede ser b o c, si 

usamos  

 
 

 
 

 
 

En este punto elegimos entre el teorema de Pitágoras o 

utilizar otra función trigonométrica.  
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Usemos la función: 

 

 

 

 

 

Resolver el siguiente triángulo rectángulo  cuyos catetos miden 

 

  

 
Calcularemos primeramente el lado faltante utilizando el 

teorema de Pitágoras. 
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Para calcular uno de los ángulos es necesario usar una 

función trigonométrica que relacione dos lados conocidos, es 

conveniente utilizar los lados dados en el problema, ya que 

si por alguna razón está hecho mal el cálculo anterior, 

evitaremos seguir haciendo erróneamente los cálculos 

posteriores. 

 

 

 

 
 

 
Tenemos varias opciones para calcular el ángulo faltante B, 

recuerde que es complemento de A, pero para seguir 

practicando utilizaremos una función trigonométrica: 

 

 

 

 

 

Resolver el triángulo rectángulo  si   
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Comenzaremos por una de las opciones que es calcular el 

ángulo B: 

 

 

 

 

Por ser ángulos complementarios A y B, tenemos que: 

 

 

 

 

Solo falta calcular el lado b, una forma es usar el teorema 

de Pitágoras, otra una función trigonométrica de los ángulos 

encontrados A o B. 

 

 

 

 
 

 

Resolver los siguientes problemas calculando el valor indicado. 
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a) Calcular la altura en  metros de un edificio, si desde un punto situado a 2 km de 

distancia de la base del edificio, el ángulo de elevación es de . 

 

 
La función tangente del ángulo  nos relaciona el lado 

buscado h y la distancia conocida 2km. 

 

 

 

 

 

 

Los bomberos quieren rescatar un gatito que se encuentra atrapado en el balcón de 

un edificio a una altura de 9m del piso, al recargar la escalera para rescatarlo la 

escalera forma un ángulo de    calcula la longitud de la escalera. 

 

 

La función que nos relaciona el ángulo conocido, con la 

altura y el segmento  que representa la escalera es la 

función coseno. 
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Un avión proyecta su sombra a 160m de su vertical, cuando el sol está a   sobre 

el horizonte, calcular la altura a la que vuela. 

 

 
 

La función que relaciona el ángulo, y las dos distancias es 

la función tangente. 

 

 

 
 

Una niña que mide 1.20m proyecta sobre el piso una sombra de 1m, calcular el 

ángulo de elevación del sol sobre el horizonte. 
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La función que relaciona el ángulo con los dos lados 

conocidos es la tangente. 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Gráficas de las funciones: f(x)=sen x,  f(x)=2sen x, f(x)=3sen x, f(x)=4senx  y  f(x)=5senx 

 

Curiosidades	
  matemáticas:	
  
	
  
Sabías	
  que	
  los	
  babilonios	
  hace	
  cerca	
  de	
  4000	
  años	
  
ya	
  conocían	
  algunas	
  particularidades	
  del	
   triángulo	
  
rectángulo	
   como	
   las	
   ternas	
   llamadas	
   ahora	
  	
  
pitagóricas	
  por	
  ejemplo:	
  3,	
  4	
  y	
  5	
  que	
  son	
  los	
  lados	
  
de	
  un	
  triángulo	
  rectángulo.	
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Gráficas de las funciones: f(x)=cos x,  f(x)=2cos x, f(x)=cos x, f(x)=4cos x  y  f(x)=5sen x 

 

 

Para resolver: 

En parejas resolver cada uno de los siguientes triángulos rectángulos utilizando los 

elementos que se indican, llamaremos  y  a los catetos y  a la hipotenusa , los 

ángulos agudos son  A y B. 

 

FIGURA CATETO 

 

CATETO 

 

HIPOTENUSA 

 

ÁNGULO 

 

ÁNGULO 

 

 

 

 

5 

 

 

11.8 

 

 

12.8 

 

 

 

 

 

 

 

 

11 

 

4 
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4 

 

 

3 

   

 

 

5 

 

5 

   

 

 

 

 

 

 

4.7. Relaciones entre las funciones trigonométricas 

 4.7.1. Reciprocidad de las funciones trigonométricas 

 

 

Calculemos las funciones trigonométricas para observar la relación que guardan 

entre sí. 
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Comencemos por multiplicar : 

 

 

 

despejando cada función: 

 

 

 

Multiplicando : 

 

 
Despejando: 

 
 

Multiplicando  

 

 
Despejando: 
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De lo anterior se deduce que una función es igual a uno entre su recíproca, como 

puedes ver esto permite hacer el cálculo de las funciones  en la 

calculadora. 

 

Por ejemplo calcular el valor de: 

a)   

la  por lo tanto  

 
 

 

b)  

 

la  por lo tanto  

 
 

 

c)  

 

la  por lo tanto  
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 4.7.2. Relación entre el seno y el coseno 

 

Otra relación importante se obtiene dividiendo la función seno entre coseno. 

 

 

          

y como la tangente es recíproca de la cotangente se deduce que : 

 

 

 

 

 

 4.7.3. Relación pitagórica 

 

En la siguiente relación sumamos : 

 

            y   elevando al cuadrado y sumando tenemos: 
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note que , observe el triángulo anterior, la suma de 

los cuadrados de los catetos es igual a la hipotenusa al 

cuadrado. 

 

 
 

conocida como identidad pitagórica. 

 

 

 4.7.4. Relación entre la cotangente y la secante, la tangente y la  

           cosecante. 

Dividiendo la relación pitagórica entre  tenemos: 

 

 entre  

 

 
 

 
 

 

 

Análogamente dividimos la relación pitagórica pero ahora entre  

 

 
 

 
 



2014	
   [TRIGONOMETRÍA]	
  
	
  

	
   -­‐-­‐-­‐	
  	
  	
  63	
  	
  	
  -­‐-­‐-­‐	
  
CONALEP	
  MICHOACÁN	
   	
  

 
 

 

A continuación probaremos algunas identidades trigonométricas pues no importa el 

valor que tome la variable que  representa el ángulo , es conveniente convertir 

cuando sea posible, las funciones en términos de las funciones seno y coseno,  es 

necesario dejar inalterado uno de los términos de la identidad. 

 

Probar las siguientes identidades: 

 

a)  

 

 

 

 

 

 

b)  

 

 

 

 

 

 

c)  
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d)  
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e)  

 

 

 

 

 

f)  

 

 

 

 

 

 

 

 

g)  
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Gráficas de las funciones: f(x)=tan x,  f(x)=2tan x, f(x)=tan x, f(x)=4tan x  y  f(x)=5tan x 

 

Para practicar:  

Con ayuda de las identidades trigonométricas prueba que: 
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4.8. Resolución de triángulos oblicuángulos 

 

Resolver un triángulo como se mencionó anteriormente, es encontrar el valor de los 

ángulos interiores y las longitudes de los lados de un triángulo,  ahora veremos como 

resolver un triángulo oblicuángulo7,  es  todo aquel que no tiene algún ángulo recto, 

para lo cual aplicaremos la ley de senos y ley de cosenos. 

 

Ley de senos 

Los lados del triángulo son proporcionales a los senos de los ángulos opuestos. 
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Algebraicamente se representa: 

 

 

 

 

De  lo anterior se desprenden tres igualdades 

 

 

 

Para poder aplicar alguna de estas igualdades se necesita conocer tres de los datos 

que ahí se involucren para poder encontrar el cuarto. 

Para poder utilizar esta ley debemos conocer la medida de dos ángulos y la longitud 

de un lado que sea opuesto a alguno de esos dos ángulos. 

 

Resolver el siguiente triángulo oblicuángulo siguiente: 

 
Comencemos por calcular el ángulo faltante, la suma de los 

ángulos interiores de un triángulo vale , calculemos el 

ángulo A. 
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Observemos con detenimiento los datos conocidos que 

relacionen un ángulo conocido y su lado opuesto, también un 

lado o ángulo conocido y su lado o ángulo opuesto 

desconocido. 

 

 

si utilizamos la primera relación tenemos: 

 

 

 

 

 

 

Usamos ahora la relación: 

 
si usamos la segunda relación tenemos: 
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Resolvimos el triángulo al encontrar sus tres ángulos y sus 

tres lados. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Resolver el siguiente triángulo: 

 

 

Tenemos un ángulo y su lado opuesto conocidos, otro lado 

conocido y desconocido su lado opuesto, esa debe ser la 

relación útil. 
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La suma de los ángulos interiores de un triángulo vale , 

entonces: 

 

 

 

 

 



2014	
   [TRIGONOMETRÍA]	
  
	
  

	
   -­‐-­‐-­‐	
  	
  	
  72	
  	
  	
  -­‐-­‐-­‐	
  
CONALEP	
  MICHOACÁN	
   	
  

 

 

usando la relación:  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ley de cosenos: 

El cuadrado de cualquier lado de un triángulo, es igual a la suma de los cuadrados 

de los otros dos lados menos el doble del producto de esos dos lados por el coseno 

del ángulo que forman. 

Sea un triángulo cualesquiera 
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algebraicamente representamos la ley de cosenos para el lado  de la siguiente 

manera: 

 

 

note que si el ángulo , si lo sustituimos en 

fórmula anterior, tenemos que: 

 

que es el teorema de Pitágoras. 

 

La representación algebraica con los otros lados es: 

 

 
 

 

 

La ley de cosenos permite calcular la medida de un lado cualquiera del triángulo, 

siempre y cuando se conozcan los otros dos lados y el ángulo formado por estos dos 

últimos. 

 

Resolver el siguiente triángulo aplicando la ley de cosenos: 
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Conocemos el lado b y c así como el ángulo formado entre 

ellos, por lo que podemos calcular el lado . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

En este punto podríamos usar la ley de senos, pero usaremos la ley de cosenos para 

practicar su despeje, calcularemos el ángulo B comenzando por escribir su 

representación algebraica: 

 

 

sustituimos los valores conocidos y tenemos: 
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despejando : 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

El ángulo C lo calculamos aplicando la propiedad: la suma de 

los ángulos interiores de un triángulo vale . 

 

 

 

 

 

 

 

 

Resolver el siguiente triángulo: 
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Note que no se conoce la medida de ninguno de sus ángulos, 

por lo que podemos encontrar cualesquiera de los tres 

ángulos, comencemos por el ángulo A. 

 

despejando  

 
sustituyendo los valores: 

 
 

 
 

 
 

 
 

Análogamente calculamos el ángulo B: 

 

 
sustituyendo: 
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El ángulo C lo calculamos restando los ángulos A y B a . 

 
 

 
 

 

A continuación se muestran ejemplos donde conjuntamente se puede utilizar la ley 

de senos y/o la ley de cosenos. 

 

a) Hallar el valor de  

 

 

Calculando el ángulo A: 

 

 

 

 

 

 

b) Hallar el valor de  en el siguiente triángulo: 
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Calculando el ángulo B: 

 

 

 
Usando la ley de senos: 

 

 

 

 

 

c) Calcular el valor de : 

 
Usando ley de senos: 
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El ángulo A se calcula restando a  

 
 

 
 

En este punto podemos elegir indistintamente la ley de senos 

o cosenos. 

 

 

 
 

 

 

Para resolver: 
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Aplicando la ley de senos y/o ley de cosenos, resuelve los 

siguientes triángulos oblicuángulos, conocidos 3 datos. 

 
1) a=40 

   b=20 

   c=30 

 

2) a=13 

   b=4 

   c=15 

3) a=35 

   b=28 

   C=  

 

4) b=60.5 

   c= 84 

    

 

5) a=40 

   b=  

   C=  

 

6) c=25.5 
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4.9. Ecuaciones trigonométricas 

 

Las ecuaciones trigonométricas son en las que las incógnitas son argumento de las 

funciones trigonométricas, las incógnitas son los ángulos. Existen varios métodos 

para resolverlas dependiendo del tipo de ecuación, en algunas se procede con 

métodos  algebraicos, otras por factorización, métodos cuadráticos o con identidades 

trigonométricas, a continuación mediante ejemplos mostraremos dichos métodos. 

 

Resolver la ecuación: 

 

usando pasos algebraicos despejamos la : 

 

 

 

 

 

Observa que la función  es positiva en el primer y segundo cuadrante 

 

Comprueba en tu calculadora que  , además recuerda que la 

función es periódica cada , observa la siguiente gráfica: 
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 las soluciones son  para  

 

Para comprobar que nuestra solución es correcta sustituimos es la ecuación original 

y verificamos que se convierta en identidad. 

 

 

 

si ,etc.  

 

calculando el valor de  

 

 

 

 

 

 

 

 

Análogamente se comprueba para . 
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Resolver la ecuación  

 

Es conveniente reducir la expresión, tomando el común 

denominador . 

 

 
 

haciendo un cambio de variable;  la ecuación se 

convierte a: 

 
 

resolvemos la ecuación de segundo grado por medio de la 

fórmula general, con los valores de  

 

 

 

 

 

 
 

Regresamos  al cambio de variable realizado y tenemos: 
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La función  es positiva en el primer y tercer cuadrante, 

por lo tanto los ángulos cuyas tangentes son iguales a 3/2 y 

-1 son los que están representados en la siguiente gráfica: 

 

 
 

Comprueba en tu calculadora que  , 

además recuerda que la función es periódica cada , 

observa la siguiente gráfica. 

 
 

 las soluciones son  con  

Resolver la ecuación:  
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Haciendo el cambio de variable,  la ecuación tomará 

la forma: 

 
 

como el trinomio no es factorizable completaremos el trinomio 

a cuadrado perfecto, dividimos primero los términos entre 2. 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

Haciendo el cambio de variable tenemos: 

 
La solución =2 la descartamos ya que  recuerda que 

la función  toma valores entre -1 y 1  no es solución. 
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 la solución es   con  

 

Resolver  

 

Factorizando   tenemos: 

 
los dos factores dan por producto cero  tenemos dos casos: 

caso I:                           caso II: 

                            

                           

                                  

                   

                  

                                       

con . 

 

 

Resolver:  

 

Despejando x: 
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Para resolver: 

En parejas discutan el método para encontrar la solución de las siguientes 

ecuaciones trigonométricas y expresen el resultado en grados sexagesimales. 

 

ECUACIÓN 

 

SOLUCIÓN 
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4.10. Problemario 

 

1.  Respecto del ángulo marcado , indica cuál es el cateto opuesto, cateto adyacente 

e hipotenusa. 

  

 

 
 

 

 

2.  Calcula  las funciones trigonométricas del ángulo indicado 

 

3.  Dado  calcular las funciones faltantes 

4. Calcular el valor de  en los triángulos siguientes: 
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5. Calcular las funciones trigonométricas de A, iguala con la co-función de su ángulo 

complementario. 

                         

6. Utilizando calculadora científica obtener: 

a)  

b)  

c)  

d)  

e)  

f)  
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7. En un edificio de forma rectangular  un cable está sujeto desde la parte más alta 

hasta el piso, la distancia de la base del edificio a el punto donde está sujeto en el 

piso es de 70m, y la altura del edificio es de 132.66m, calcular la longitud del cable. 

 

8. Calcula el valor de  

9.Una pantalla plana de televisión tiene forma cuadrada, su diagonal mide 32 inch, 

¿cuánto miden sus lados? 

10. Calcular la altura de un triángulo equilátero de lado 4. 

11. Calcular el valor de las siguientes expresiones 

a)  

b)  

12. Utiliza calculadora científica para graficar 

a)  

b)  

c)  

13. El extremo de una escalera está apoyada en un muro alcanzando una altura de 

4.5m, respecto del suelo forma un ángulo de .¿Qué medida tiene la escalera? 
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14. Un árbol proyecta una sombra sobre el piso de 15m, cuando los rayos del  sol 

forman un ángulo de  con el piso. Calcular la altura  del árbol. 

 

15. Probar las siguientes  identidades trigonométricas. 

a)  

b)  

c)  

d)  

 

16. Resolver el siguientes triángulos oblicuángulo 

 

17. Resolver el triángulo oblicuángulo siguiente 

 

 

18. Resolver el triángulo oblicuángulo siguiente 

 

 

 



2014	
   [TRIGONOMETRÍA]	
  
	
  

	
   -­‐-­‐-­‐	
  	
  	
  92	
  	
  	
  -­‐-­‐-­‐	
  
CONALEP	
  MICHOACÁN	
   	
  

4.11. Autoevaluación 

1. Identifica el cateto opuesto, cateto adyacente e hipotenusa del siguiente triángulo, 

respecto del ángulo A. 

 

 

2. Calcula las funciones trigonométricas de  

 

3. Dada la función  calcular el resto de funciones trigonométricas. 

4. Graficar la función  

5. Probar la identidad  

 

6.  Resolver la ecuación trigonométrica:  

 

7. Resolver el siguiente triángulo acutángulo 
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4.12. Soluciones del problemario 

1. 

 

 

 

 
 

 

 

2. 
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3.  

 

Conocemos que; 

   falta el cateto opuesto que 

calcularemos usando el teorema de Pitágoras. 

 

 

 

 
conocidos los 3 lados calculamos las funciones restantes. De hecho al conocer  la 

función coseno podemos indicar su recíproca secante. 
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4. 

 
 

 
 

 

5.  

    

 

 

6. Utilizando calculadora científica obtener: 

a) = 0.6560 

b) =0.7928 

c) = 0.3706 

d) = 1.3054 

e) =1.2690 

f) =2.0503 
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7. Longitud del cable 149.99m  

8. El valor de = 0.4338 

9. Cada lado mide 4 inch. 

10.  

11. 

a)  

b)  

12. 

a) 

b)  

 

c)  
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13.   

 

longitud de la escalera 5.19m 

14.   

 

  

 

 

15.  

a)  
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b)  

 

 

 

 

 

 

 

 

c)  

 

 

 

 

 

 

 

d)  

 

 

 

 

16. Resolver el siguientes triángulos oblicuángulos 
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Usando ley de cosenos: 

 

 

 

 

 

 

 

 

Usando ley de senos: 

 

 

 

 

 

 

La suma de los ángulos interiores de un triángulo vale  

  

 

17. Usando ley de cosenos: 

 

 



2014	
   [TRIGONOMETRÍA]	
  
	
  

	
   -­‐-­‐-­‐	
  	
  	
  100	
  	
  	
  -­‐-­‐-­‐	
  
CONALEP	
  MICHOACÁN	
   	
  

Usando ley de senos: 

 

 

 

 

 

 

 

18.  

 

Usando ley de senos: 

 

 

Usando ley de senos: 
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4.13. Soluciones de la autoevaluación 

 

1. 

2.  

 

 

 

 

3. 
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4.  

 

5. 

 

 

 

 

 

 

6.      

7. 
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4.14. Conclusiones 

 

Este capítulo es una introducción al maravilloso mundo de la 

trigonometría, como se comentó en un inicio, las funciones 

trigonométricas no siempre han sido tratadas como razones, es 

interesante conocer su origen y evolución, te invitamos a usar 

programas que te permitan visualizar las gráficas de las funciones y sus 

cambios cuando cambia el argumento, encontrarás que su aplicación es 

muy amplia e importante en las ingenierías y  ciencias físicas, entre 

muchas otras áreas. El contenido de éste capítulo te servirá de apoyo en 

tus próximos cursos y lo aplicarás constantemente. 

 

 

 

 
Gráfica de la función  en 3D 
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