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Estimado estudiante:

Las palabras que sombrean estas paginas, no son simple ciencia dentro del didlogo como
depésitos de datos e informacidn, ni son cuestidon de vocabulario o listado de definiciones, son la
experiencia generosa de la comunidad CONALEP Michoacan, esa realidad oculta pero necesaria
gue respaldd las tareas de investigacién y composicion literaria del discurso que integra este libro.
Nos referimos a los profesores, administrativos y sindicatos que hoy convergen en el umbral de la
existencia para apoyar a un grupo de profesores escritores que han creado en el sereno libre,
arquitecturas de conocimientos como un viaje de aprendizaje que exigira del estudiante, lo mejor
de si mismo ante la presencia luminosa del texto, ese que pretende ensefiarle a caminar con la
frente en alto.

Las ideas asociadas en este libro, equivalen a la imaginacion lograda en el acto de escribir desde
otros textos, al decodificarlas el estudiante, se le exige mds vocabulario para enriquecer su habla 'y
hacer ver a sus ojos mas alla de la estrechez de la informacién que inunda a la sociedad moderna.
El libro no presenta la superficie de la existencia como cruda observacién, procura que su
dificultad incite a perforar la realidad hasta reflexiones que renueven los modos inciertos de dar
significado al mundo. La ciencia, la literatura y la tecnologia no las percibimos como mundos
incomunicables, los valores son explicitos caminos que las vinculan entorno al curriculo del técnico
bachiller. Tienen estos textos organizacidn de premisas, técnicas, justificaciones, normas, criterios
y como Usted se dara cuenta, también mostrard nuestros limites para seguir haciendo puentes
entre las incesantes creaciones de nuevas fronteras de la investigacion cientifica y técnica. Se
pretende que estos libros sean contenido y no un libro de practicas escolares, sean la herramienta
de complementacién para enriquecer los discursos de la ensefianza-aprendizaje.

Los profesores de CONALEP enfrentan a diario las carencias visibles de medios tecnoldgicos,
materiales y documentales, seria facil usar las palabras para sefialar hasta el cansancio nuestras
apremias, pero se ha decidido mejor producir libros como testimonios vivos y luminosos que
renueven el rol social de la academia colegiada sensible a la condicién social, susceptible de ir
perfeccionandose con la acumulacién de esta experiencia literaria, para servir de mejor manera al
enriquecimiento de las competencias necesarias para realizar el suefio de éxito de tantos jovenes
Michoacanos.

Lic. José Arturo Villasefior Gomez
Director General del CONALEP Michoacan
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Se vive una época dificil para los libros, no son momentos de lectura tampoco, sin embargo,
esto no debe ser un motivo para no producir literatura para educar mentes creativas, nuestra
generacion considera importante que sea la literatura la que emocione a realizar los grandes
suefios de nuestros jovenes. Si el libro escrito por mexicanos para mexicanos se perdiera, la
conciencia de nuestra sociedad quedaria en orfandad, congelada de sentido y seriamos
habitantes de un mundo siempre detrds de mascaras en rituales de simulacion. Este
argumento presente en E/ laberinto de la soledad, Octavio Paz nos dice al hombre moderno,
seamos universales sin dejar de ser diferentes. El efecto de producir literatura en una
sociedad, es como dice Steven Pinker, es “sacar los dngeles que llevamos dentro”, es lo
mejor de nuestro ser como oferta de conocimiento y valores al servicio de nuestra sociedad.
El efecto Malinche que prefiere libros de traduccién, ocasiona la perdida de identidad y
crear la cultura de producir experiencias de conocimiento como herencia educativa para
nuestros estudiantes. Los Aztecas en su derrota se sintieron abandonados por sus dioses, en
el presente si canceldasemos que la voz de nuestro profesores que hablaran desde libros a las
nuevas generaciones, es algo equivalente, al negar que las ideas en su crecimiento son una
respuesta sociolingliistica econémica y democratica de identidad de una nacién. Michoacan
es un proyecto histérico de libertad, sin ignorar la realidad del malestar de la cultura actual,
CONALEP desarrolla un programa académico para impulsar su capacidad y compromiso
social para generar las ideas curriculares para enriquecer la sensibilidad y la imaginacién
cientifica, técnica y humanista de su comunidad.

Producir literatura curricular en CONALEP Michoacdn, es asumir su personalidad moral,
como duefia de una conciencia movida para una educacién con la pasiéon de razones y
expresiones culturales con la competencia para transformar positivamente la realidad. Aun
cuando esta realidad adversa, de actitudes de autoridades renuentes a transformar la realidad
educativa y de presiones econémicas, hoy entregamos esta literatura escrita con profesores
de CONALEP, méaxime reconocimiento, porque trabajaron de manera altruista durante
extenuantes y largas jornadas de trabajo; la comunidad CONALEP y la sociedad
Michoacana toda, reciban esta obra como testimonio de la grandeza de este histérico
Michoacén.

Lic. José Azahir Gutiérrez Hernandez
Director Académico
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Enfoque por competencias

Este texto de apoyo es una introduccién al andlisis integral de funciones, que sirve
como antecedente y base para estudios de licenciatura. Tal analisis incluye la
diferencial, técnicas de integracion, cédlculo de ecuacién diferencial, calculo de
integrales definidas y calculo de areas con dos y tres funciones.

Caracteristicas del libro de apoyo para el estudiante:

Cada capitulo cuenta con una introducciéon que incluye contexto histérico y
aplicaciones, definiciones, ejemplos de ejercicios resueltos, problemario,
autoevaluacion y soluciones, conclusiones, que sin ser finales, mas bien son una

invitacion al andlisis de otras posibilidades y aplicaciones de este tema.

En su version digital, las referencias son accesibles siguiendo la liga en la red.

vii



En toda obra literaria se afirma una realidad
independiente de la lengua y del estilo: la escritura
considerada como la relacion que establece el escritor
con la sociedad, el lenguaje literario transformado por
su destino social. Esta tercera dimension de la forma
tiene una historia que sigue paso a paso el
desgarramiento de la conciencia: de la escritura
transparente de los clasicos a la cada vez mas
perturbadora del siglo XIX, para llegar a la escritura
neutra de nuestros dias.

Roland Barthes, El grado cero de la escritura
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PLAN DE DESARROLLO INTEGRAL

CONALEP MICHOACAN
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Palabra escrita bajo luz

En un mundo cada dia con mas canales de comunicacion, la palabra escrita camina por los
muros que denuncian el drama catastréfico sobre el medio ambiente y sobre el control de la
vida humana; el combustible de esta desesperanza produce apatia profunda por tener
contacto con el mundo de la literatura, esta distorsion moral parece reflejarse entre los que
no quieren sentir responsabilidad ni pensar, dejando a otros su indiferencia al ser prisioneros
de ligeras razones y tirria justificada en la empresa de sobrevivir.

Especular en un mundo sin libros es exponer al mundo a la ausencia de pensamiento,
creatividad y esperanza. Los libros, dedicados a ser arrebatados por el lector, estdn
expuestos a ser poseidos por las bibliotecas vacias y que con el tiempo opacan sus paginas y
empolvan la cubierta de lo que alguna vez fue un objeto de inspiracién. Resulta dificil
transcribir este instante de un peligroso espacio donde ya muy pocas palabras sobreviven
dentro de la reflexién y las pocas sobrevivientes han abandonado la unién del sentido de
vivir y el sentido del pensar cientifico. Escribir pasa de ser un placer repentino a ser una
necesidad inminente, es el puente entre lo conocido y lo inexplorado. Es un reto de hoy en
dia inmiscuirse en lo que una vez fue lo cercano y dejar de lado la novedad tecnolégica
para poder a través de las barreras que nos ciegan abrir fronteras literarias. Es un proyecto
que conspira a favor de la libertad creativa, de la felicidad ldcida cargada de libros
embajadores de nuevas realidades.

Entre un mar de razones dentro del libro escolar en crisis, se percibe la ausencia de esa
narrativa del cuerpo del texto, misma que alimenta al lector de una experiencia de
conocimiento, su ausencia, es mds un mal glosario, de un mal armado viaje literario
cientifico o de ficcién. En esos viajes de libros en crisis, nos cansamos de mirar espacios
vacios de talento, emociones y sensibilidad para responder a un entorno adverso; son
muchas veces un triunfalismo de autoevaluacién y una falsa puerta de una real competencia
para actuar en la realidad. Uno no solo vive, escucha la voz interior de un libro, uno es
fundado en el manejo del lenguaje que explica, crea, aplica o expande los limites del
horizonte de nuestro imaginario actuante en lo real. No vivimos leyendo texto, sino leyendo
el paisaje de una realidad, el libro toma la voz del progreso en una siempre reconstruccién
lingiiistica del sujeto que explica, transforma y comunica desde los desafios de su
generacion.

La informacién cruda que tanto rellena los libros grises, oscuros y papel pintado; requiere ser
dotada de conceptos que permitan alimentar al sujeto que toma decisiones, que explora con
paso lento, que mira por dentro del lenguaje y aplica la informacién que cobra sentido en la
siempre expansion de las ideas.

Escribir un libro es siempre reconstruir un discurso, sus lectores en este discurso son el
puente a un texto profundo que demanda esfuerzo en la reconstruccién de los procesos de
razonamiento y el entretejido del discurso que involucra informacién de fondo, esas fuentes
que justifican su andlisis y poseen significado privilegiado para la comprensiéon de una
realidad.

El lector puede hacer uso del libro con su propia experiencia y con su autoayuda, al precisar
términos y conceptos para prolongar su horizonte de interpretacion, el libro se hace cargo de

ix



la memoria de un plan de estudios, es un discurso de diferentes capas de argumentos, tras
este texto se anuncia un orden de experiencia propuesto para su aprendizaje. El libro esta
conformado para jévenes con memoria sin dolor para nuevas palabras, aborda el olvido
como una deficiencia de interactividad entre el discurso argumentativo y los referentes
conceptuales. Esto es el reto en la produccién de los libros CONALEP. La propuesta es una
reconstruccion de una semdntica mds profunda, como el principal reto del estudiante
técnico bachiller del siglo XXI.

Libro,...
todos te miran,
nosotros te vemos bajo la piel.
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[INTEGRALES INMEDIATAS]
Capitulo 1:

Integrales inmediatas

VAEI]

Ay (x+Ax)—f (x)
=y'dx

1

)

[N

W

Diferencial de la funcién f(x)=x*+x

CONALEP MICHOACAN



pJokV8 [INTEGRALES INMEDIATAS]

1.1. Diferenciales

En tu curso anterior de calculo diferencial' , se hizo el célculo de la derivada de
. , d .
una funcion denotandola como d—y , F(x) 0 D,f(x), se obtuvo la derivada® de y con
X

respecto a x, el operador d / dx indicé el calculo de la primera derivada, dicho
operador debe ser considerado como un solo simbolo, ahora veremos como al
separar los componentes de este simbolo, cada una de sus partes adquiere un

significado.

El uso de las diferenciales’ no es de uso exclusivo en matematicas, se aplica para
estimar una diferencia, aumento o disminucién de una funcion, aproximacién entre

funciones, calculo de errores en la mediciéon de algunas magnitudes, etc.
Si tenemos una funcién f(x) derivable, y un punto definido como P(x,, y,) entonces:
Yo = f(x,)
Al sumar un incremento a x tenemos
Yo + Ayo = f(xg + Axo)

Si queremos conocer exclusivamente el incremento que corresponde a Ay, debido a

Ax,, tendremos que restarle
Yo = f(x,)
entonces
Yo + AYo — o = f(xo + Axg) — f(xo)

para encontrar la razén de cambio del incremento de y con respecto al incremento

de x,

Ay, f(xq + Axp) — f(x0)
Ax, Ax,

CONALEP MICHOACAN



pJokV8 [INTEGRALES INMEDIATAS]

si AX es muy pequena, entonces sabemos que el limite de ese cociente es f'(x,) =

dy
dx

li

f(xo + Ax) — (X))
m

Ax

Ax—0

de aqui podemos decir que:

f(xo+Ax) — f(x) = Axf/(xo) ~ Ax

en la expresion

cambia x, es decir f(x, + Ax) — f(x,) =

dy . Ny
en tanto que Axa €S una aproximacion

nombre de diferencial de y.

d
= f1Go0) = 2

dy

dx

f(xo + Ax) — f(x,) representa el cambio que sufre y, cuando

Ay

para Ay, conocida como dy, que recibe el

AY

[

>
=)

CONALEP MICHOACAN



pJokV8 [INTEGRALES INMEDIATAS]

Definicién':

Sea y = f(x) una funcién derivable en un intervalo abierto que contiene a x y Ax es

cualquier incremento en la variable independiente x.
La diferencial de la variable independiente x, denotada dx, es igual a Ax.

Entonces por definicion la diferencial de la variable x es igual al incremento que
experimenta. Ay es el cambio que ocurre en la variable dependiente y, cuando x

sufre un incremento Ax, es decir:

Ay = f(x + Ax) — f(x).

La diferencial* de la variable dependiente y, denotada dy no es igual a su

incremento dy # Ay, esta definida como dy = f'(x)dx.

Curiosidades matematicas:

Albert Einstein escribi6 sobre Newton: "Para él la
naturaleza era un libro abierto, cuyas palabras podia leer

sin esfuerzo alguno".

S - ’
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pJokV8 [INTEGRALES INMEDIATAS]

Calculo de la diferencial

Una vez calculada la derivada de la funcién, se multiplica por dx.

Veamos algunos ejemplos:

a) Encontrar la diferencial de:

y=3x"=2x"+x-5

d
%Y o 9x2—4x+1
dx

Al multiplicar todo por dx:

dy = (9x? — 4x + 1)dx

Observemos cémo la derivada podemos considerarla como el cociente de dos

diferenciales dy entre dXx.

Noétese que cuando representamos la funcion derivada siempre se debe de expresar
. d . L. ..
como el cociente ﬁ, por descuido lo escribimos Gnicamente como dx o dy, estamos

hablando de un concepto diferente.

Curiosidad matematica:

"Los hombres geniales empiezan grandes obras, los
hombres trabajadores las terminan".

Leonardo da Vinci

CONALEP MICHOACAN



pJokV8 [INTEGRALES INMEDIATAS]

a) Encontrar la diferencial de:

f(x) =v5x+3

calculamos la derivada de f(x)

dy d(5x+3) 5
dx dx  2\/5x+3

multiplicamos todo por dx:

(dx)dy  5(dx)

dx  2/5x+3
asi la diferencial es:
dy = de
2v5x +3

Aplicaciones de la diferencial®

Si y = f(x) es una funcion, y se le da a la variable independiente x un incremento
Ax, la variable dependiente y recibe un incremento Dy, que como vimos se
considera un valor muy préximo a dy, entonces el valor aproximado de f(x + Dx)

es:
fx+Ax)=y+dy

a esta expresion se le llama aproximacion lineal y es Gtil para aproximar valores de

funciones.

Ejemplo de aproximacion lineal:

Encontrar un valor aproximado de /34

- ’
CONALEP MICHOACAN



pJokV8 [INTEGRALES INMEDIATAS]

Primero asociamos la operacién con la funcion:

y=x

buscamos un valor aproximado para x, de tal manera que se tenga una raiz ctbica
exacta, digamos x = 27, la diferencia de 34 — 27 = 7, se toma como la diferencial de

la variable independiente x, esto es: dx =7

se obtiene la derivada de y con respecto a x y de ahi la diferencial:

-2

dx

dy =
y 3(3{/;)2

Sustituyendo los valores anteriormente obtenidos

1
dy =——— (7
g 3(%@)2()
7
V=9

se evallan en la formula

fx+Ax)=y+dy

7 88
WZS\/27+7z3+ﬁ=ﬁ=3.25926

podemos comprobar el resultado por medio de una calculadora cientifica:

334 = 3.23961

la aproximacion obtenida es hasta décimas.

CONALEP MICHOACAN




pJokV8 [INTEGRALES INMEDIATAS]

Ejemplo: calcular el valor de sen 70° usando diferenciales

primero asociamos la operacion con la siguiente funcion:
y =senx
buscamos un valor conocido para el seno, que sea aproximado a 70°, por ejemplo

x = 60°, entonces Ax = 10°

sen 60° = —
T .
dx = 10° = P radianes
encontramos la derivada

— = CO0S X

dx

dy = cosx dx
60° !
cos60° = =
2
sustituyendo en la ecuacién

fx+Ax)=y+dy

sen 70° = sen (60° + 10°) = sen 60° + cos 60° dx
s
sen (60° + 10°) = sen 60° + (cos 60°) (E)

£+1(£) ~ 18\/§+7l’

> t5 15 3 ~ 0.9532

sen 70° =

el valor es aproximado hasta décimas como se puede comprobar por medio de

calculadora cientifica

sen 70° = 0.9397

N - ’
CONALEP MICHOACAN




pJokV8 [INTEGRALES INMEDIATAS]

Otra aplicacion la diferencial es la aproximacién del aumento o disminucion de

funciones®

Ejemplo: calcular el volumen aproximado de una cdascara de toronja si tiene un radio

interior de 2.5 cm y la cascara tiene un espesor de 4 mm.

Consideraremos que el volumen de la esfera hueca es resultado de un aumento en el

volumen de la esfera de volumen V, y r es el radio de la esfera.

El volumen de la esfera se calcula mediante la formula

V_4
=37

3

Volumen de cascara de toronja

La derivada del volumen con respecto al radio es:

v _, .
dT_ nr

la diferencial:
dV = 4nr?dr
tenemos un radio igual a 2.5 cm y una diferencial de r
dr=4mm = .04cm
entonces al sustituir los valores tenemos
dV = 4m(2.5 cm)?(.04 cm)

dando como resultado

- ’
CONALEP MICHOACAN



pJokV8 [INTEGRALES INMEDIATAS]

dV =mrestoes AV =1

por lo tanto podemos decir que el volumen de la cascara es de aproximadamente

T cm3.

Para resolver:

Calcular la diferencial de:

f(x) =3x*-5x°

f(x)= e**-1
5x+1
f(x) = ——
) 2x—1

Usando diferenciales calcula el valor aproximado de:

cos 46°

tan47°

- 10 - ;
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.‘1

Diferencial de una funcién de dos variables x*+y*

Reto:

Investiga 3 aplicaciones mds del uso de la diferencial,
comenta con tus companeros de grupo.

- 11 - ;
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1.2. La antiderivada

En matematicas estamos familiarizados con las operaciones inversas, la resta es la
operacion inversa de la suma, la divisién de la multiplicacion y la extraccién de una
raiz es la operacion inversa de la potencia, en tu curso anterior' de andlisis derivativo
de funciones, calculaste derivadas de funciones, en este curso trabajaremos con la
operacion inversa de la derivada, la antiderivada (también conocida como la

funcion primitiva o la integral), y los métodos para obtenerla.

Definicion de antiderivada’:

Si se tiene una funcion f(x), y su derivada es f'(x) = F(X), entonces f(x) es la

antiderivada de F(X)

Por ejemplo, la derivada de x* es 3x? , segln la definicién podemos decir que x3 es

la antiderivada de 3x?2.

Sin embargo la derivada de x3+ 15 o x* —2 también es 3x?%, esto nos lleva a
concluir que la antiderivada de 3x? tiene que ser x*> mds una constante cualquiera
cuyo valor es fijo pero desconocido, asi podemos decir que x> + C es la familia de

antiderivadas de 3x?2.

Esta familia de antiderivadas en la que sabemos que existe un valor de C, la

llamamos integral indefinida y la escribimos:

fF(x)dx =f(x)+C
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1.3. Integrales inmediatas

La integral indefinida

Con los conocimientos de geometria plana podemos hacer el calculo de &reas de
diferentes figuras geométricas regulares con la aplicacién de férmulas, sin embargo,
cuando se tienen figuras irregulares es un poco mas elaborado el proceso de
calcular el area, ya que debemos descomponer en diferentes figuras regulares la

figura irregular y asi poder hacer el calculo .

Descomposicién de un poligono irregular en varios poligonos

Si tenemos el caso de una figura irregular que tiene partes curvas el calculo del area

es mas laborioso y tal vez inexacto.

Superficie irregular contenida bajo una curva

- 13 - ;
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Una de las figuras mas sencillas para calcular su drea es el rectangulo, ya que basta

con multiplicar su base por su altura, de manera que si queremos encontrar el area
bajo una curva como la de la figura anterior podemos dividirla en rectangulos, para
facilitar la suma de las areas de los rectdngulos es conveniente que todos los
rectangulos tengan una base igual, solo nos ocupariamos de obtener la altura de

cada uno de ellos.

Calculo del drea de una figura irregular o con curvas

Al dividir la curva en varios rectangulos con bases iguales y con alturas diferentes
obtenemos varias areas, que al sumarlas nos daran el area total, observemos que en
la figura anterior hay espacios que nos hace falta considerar y otros que exceden
el drea que deseamos calcular, esto se puede corregir si hacemos rectangulos con
bases iguales muy pequefas, tanto que tiendan a cero, de manera que puedan
cubrir toda el area de la curva, y no falte ni exceda a la superficie a cubrir, para que
esto suceda tendremos rectangulos con bases sumamente pequefas, esto implica

una cantidad muy grande de rectangulos.
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No hemos considerado aiin cémo obtener la altura de cada rectangulo, recordemos

que si tenemos una funcién cualquiera f(x) al asignar valores a la variable

independiente' obtenemos la altura f(x) , por ejemplo para
f(x)=—x*+2x-3

al dar diferentes valores a la x, obtenemos un valor correspondiente para y = f(x),

asi que tomando como base a x y como altura f(x) =y

el area de cada rectangulo es:

A= f(x) (%)

Las bases de los rectdngulos deben tender a cero, a este tipo de magnitud se le
nombra diferencial y la denotamos como d, de manera que la base de cada uno de
los n rectdngulos tiene como base el diferencial de x, esto es dx, y el area de cada

rectangulo es:
A= f(x)dx

El area total es la suma de las dreas de todos los rectangulos:

i=n
A’reatotal = z f(xi)dxi
i=1

Recordemos que el simbolo }’ x; significa la suma de todas las x.

Note que como las bases de los rectangulos son iguales, entonces la férmula
anterior podemos reescribirla como:

n
A,reatotal = f(xi)dx
1
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concluimos que la suma de las n alturas de los rectangulos multiplicadas por la base

es igual al area total.

Precisamente esta es la interpretacion geométrica de la integral, que de manera

formal podemos decir de la siguiente manera:

Sea f una funcion real y acotada, y [a, b] un intervalo en la recta de los nimeros
reales, al calcular la integral de f(x) entre a y b , estamos calculando el éarea

comprendida entre la funcién f(x), el eje de las abscisas y las rectas x =a y x =b.

Y

fix)

Area bajo la curva de x=a a x=b y el eje de las x

El simbolo de sumatoria ¥ derivado del latin, dicho simbolo degener6 en una S

alargada, notacion introducida por Leibniz en el siglo XVII.

f f(x)dx

es la representacion de la integral de una funcion.
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En el capitulo 3 se muestra como hacer dichos célculos, en este capitulo es nuestra

intencion familiarizarnos con el significado, notacién de las integrales, y calculo

mediante férmulas.

Curiosidades matematicas:

La invencién del célculo infinitesimal
se le atribuye tanto a Newton como a
Leibniz, actualmente empleamos la
notacién creada por Leibniz.

Para resolver:

En equipos investiga los personajes mas importantes que han
contribuido en la creacién del cdlculo infinitesimal, y cuales han sido
sus contribuciones, compartelo con tus compafieros mediante una
presentacion.
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Férmulas de Integrales Inmediatas

Una manera sencilla de verificar si el resultado obtenido al efectuar la integral es

correcto, es calcular su derivada’.

Algunas integrales pueden resolverse utilizando férmulas, otras requieren un mayor
analisis y uso de métodos particulares. En este capitulo resolveremos integrales
mediante férmulas, comencemos por conocer algunas férmulas sencillas de

integracion®.
1.3.1. Algebraicas

1. f(du+dv—dw) = [du+ [dv— [dw

donde u, v y w son funciones reales de una variable
2. fadv=a [dv

donde a es un factor constante (un nimero)
3. fdx=x+C

donde C es una constante

vn+1

4. fv'dv = +C paran # —1

n+1

> c:;_v = In|v| + € = In|C| + In|v| =1n|Cv|, haciendo C =InC

—

.3.2. Logaritmicas

6. [Invdv=vIn|lv|—v+C

7. [v*Invdv = v [M— . ]+C

n+1 (n+1)2
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1.3.3. Exponenciales

viy = 2
8. [avdv = —+C

9. [evdv=e"+C

1.3.4. Trigonométricas

10.[senvdv = —cosv+C

11.fcosvdv =senv+C
12.[sec* vdv =tanv + C

13.[csc?vdv = —cotv+C
14.[secvtanv dv = secv + C

15. [ cscveotvdv = —cscv + C
16.[tanv dv = —In|cosv|+ C =In|secv|+ C
17.f cotv dv = In|senv| + C

18. [ secv dv = In|sec v + tanv| + C

19. [ cscv dv = In|csc v — cotv| + C

Ejemplo:

Calcular la integral:
fx3dx
primero es conveniente identificar una férmula para solucionar esta integral.
La férmula nimero 4 corresponde, donde el valor n = 3 es el exponente de x, la

funcion x corresponde con v, asi dx = dv.

vn+1
fv"dvz +C
n+1

x3+1 x4
3dx = C=—+C
fxx 3_|_1+ 4+

- 19 - ;
CONALEP MICHOACAN




pJokV8 [INTEGRALES INMEDIATAS]

Ejemplo:

f(x‘L + 5x3 — 3x2 + 4x — 2)dx

como se trata de un polinomio, podemos aplicar la férmula 1
f(x‘L +5x3 —3x2 + 4x — 2)dx =
la integral de una suma o resta es igual a la suma o resta de las integrales

fx4dx+f5x3dx—f3x2dx+f4xdx— dex

aplicamos la férmula 4 a la primera integral

fx“dx— x—5+C
5

la formula 2 donde a = 5 para la segunda integral

f5x3dx=5fx3dx

seguida de aplicar la formula 4

4
5fx3dx=5x—+6=5x4+6
4 4

Para la tercera integral al igual que la segunda aplicamos la 2 y 4

3
f3x2dx=§x3+C=x3+C
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En la cuarta integral observamos que el exponente de x es uno, entonces

nuevamente aplicamos el mismo procedimiento de la primera integral con la férmula

4

xZ
f4xdx=47=2x2+6

al dltimo término aplicamos la férmula 2 y en seguida la 3
desz fdx=2x+C
Finalmente, sumamos los resultados de cada integral (respetando los signos), la suma

de las constantes C, podemos anotarla como una sola, Ilamada la constante de la
integral, teniendo por resultado

5

5
(x* +5x3 —3x%2 + 4x — 2)dx = ?+ Zx4—x3+2x2—2x+C

A medida que se vayan adquiriendo habilidades en la solucién de integrales,
veremos que no es necesario hacer el desglose de cada una de ellas.

Nota: en la férmula 4 aparece la anotaciéon n # —1, esto es porque -1+1=0)

y la division entre cero no esta definida, en ese caso se aplicard la férmula 5.

Ejemplo:

[xtdx= [~dx= [T,y porlaformula 5

dx
f—zlnlxl +C
X
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Para resolver:

Encontrar el resultado de:

f8dx
fxdx

f(?)xz — 2x)dx
f (%4 + 4x3> dx
f(x3 + ;) dx

Veamos algunos ejemplos de integrales de funciones logaritmicas, exponenciales y

trigonométricas.

Ejemplo: Encontrar la integral indefinida de:
falnx dx

Como a representa un valor constante, podemos ubicarlo fuera del signo de la

integral

a flnxdx

Aplicando la férmula 6
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aflnxdxza(xlnx—x)+€

Ejemplo: resolver

fx3 In x dx

Aplicando la férmula 7, y sustituyendo a n = 3, por ser el exponente de xcursiva,

Inx
fx3lnxdx= —— —=|+cC

Finalmente

Inx
fx3lnxdx= —— —|+C

Recordemos que en una funcién algebraica se tiene una variable elevada a una
potencia (2x)°, mientras que en una funcién exponencial es una constante elevada

a una variable ( 5%%).

Ejemplo: encontrar
f7 (2%) dx
Sacamos el 7 de la integral, por ser una constante:
7[(2") dx

enseguida aplicamos la férmula 8 en donde a puede ser cualquier valor constante,

en este caso a = 2, de manera que:

X

f7(zx) dx—7(122)+6
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Cuando a = e, es decir a = la base del logaritmo natural, la férmula que se aplica es

la o,

Ejemplo: obtener la integral de 4e*

[4(eX) dx=4(e")+C

Curiosidades matematicas:

Muchas de las calculadoras cientificas permiten al usuario elegir grados
(Deg), radianes (R) o neogrados (G). Esta unidad no se usa extensamente. La
propuso inicialmente Francia y fue adoptada por otros paises de Europa. En
este sistema el dngulo recto se divide en 100 partes iguales y a cada una de
ellas se le llama neogrado, esta unidad se subdivide en 100 neominutos y
cada neominuto en 100 neosegundos. Esta unidad ha quedado obsoleta. En

el SI tnicamente se admite el radian y el grado.

Ejemplo:
Determinar el resultado de la integral [ 12sec? x dx

Se saca, de la integral, la constante
12 f sec? x dx
aplicamos la férmula trigonométrica correspondiente:

f 12sec® x dx = 12tanx + C
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Ejemplo: resolver [ secx dx

Nuevamente utilizamos la férmula trigonométrica correspondiente:
fsecx dx = In|secx + tanx| + C

notemos que la solucion de esta integral esta tomada como un valor absoluto, esto es

debido a que, como sabemos, no existen logaritmos de nimeros negativo ni de cero.

Para resolver:
Encontrar el resultado de las integrales siguientes

f4lnxdx

f‘)lenx dx

f 12(3%) dx

fS(e") dx

f secxtanx dx

f csc?xdx

f cscx cotx dx
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2 2

1.3.5. De la forma u? + a?, a? —u

Hay algunas integrales que no se pueden resolver directamente con las féormulas
anteriores, sin embargo, se tienen algunas férmulas que son de utilidad para dar
solucion a estas integrales, nicamente es preciso comparar la integral con alguna de
las presentadas o, hacer algunas manipulaciones algebraicas para hacerla similar a

alguna de ellas.

Férmulas para integrales de la forma’:
/v2 i aZI ,/a2 — v2’ 1.72 i a2’ aZ _ 172

En donde v corresponde a la funcién y a es una constante.

1.fvziva2=%arctan§+C
4.f\/%=arcseng+C
5.f\/%=ln|v+ vt a?|+c
6.fm/%=%arcsec§+6

2
7. [Va? — v? dv = E\/az— v2+a7arcsen§+6
2
8. [JVv? + a?dv = 5\/v2 + a? ia?ln|v+ Jv? t a2|+C
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Ejemplo: encontrar el resultado de las siguientes integrales

dx
1.
fx2+ 49
Como podemos observar, el nimero 49 corresponde al término a*, por lo que
a= V49 ~a=7,

y el resultado de la integral quedaria:

dx dx 1 X
9, fﬁ—fx2+72—;arctan;+6
dx
2. f\/144—x2

nuevamente observamos que a? = 144, es decir que a = 12, nuestra integral es:

X
=arcsen —+C

dx
f\/144 — x2 12

d
3. f x2f28

Ahora a? =28 ~a= V28 y

f%=ln|x+ Jxr = 28|+
——

En algunas integrales no es evidente la semejanza con estas integrales, hay que

realizar algunos artificios algebraicos para encontrar la solucioén.
Ejemplo:

Resolver la integral

f dv
x2 — 6x
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Esta integral no tiene una férmula directa, completaremos un trinomio cuadrado

perfecto, para ello, recordemos que:
a? +2ab + b? = (a + b)?

Para completar el trinomio a cuadrado perfecto, le sumamos 9y tendremos la

expresion:
x*?—6x+9
es necesario restar la misma cantidad para no alterar la expresién original:
x2—6x+9—-9= (x—3)%— 32

Asi, adecuamos la expresién para aplicar la integral:

f dv 11 |v—a|+C
— = —1|n
v2 — g2 2a vw+a

donde

vi= (x—3)% sv=_(x—23)

a’?= 3% ~a=3
dv = dx

asi:

dv 1 (x—-3)-3

fx2—6x: 23) 1 (x—3)+3‘+c

finalmente:

fxzd——v6x: %ln (xx6)‘+C
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Ejemplo:

Determinar el valor de la integral

f dx
x2+12x +61

Al analizar el denominador vemos que se puede completar el trinomio

cuadrado perfecto:

1 2
x%+12x + <7> —364+61=x*+12x+36+25

por lo tanto:

f dx _f dx
x2+12x+61 ) (x+6)2+25

De aqui vemos que:
vi= (x+6)? ~v=(x+6)
a?=25 ~a=5
dv = dx

+C

= = arctan

f dx 1 (x+6)
x24+12x+61 5 25
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Para resolver:

f dx
xvVx2 —110

f\/81— x2 dx

f x2 —16dx

f¢(3 +x)(3 —x) dx

f dx
x2 + 14x + 40

f dx
x2 + 14x + 40

f dx
V12 — x2

Nota: recordemos que a* — b?> = (a + b)(a — b)
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1.4. Problemario.

Encontrar la diferencial dy y hacer la evaluacién de dy para los valores de x y dx

indicados.
T.y=x3+2x?-3 parax =3, dx = g
2.y=(x+3)*parax =3, dx = %

3.y=e*parax =0, dx = 16

4. Haciendo uso de diferenciales calcular la pintura que requiere una esfera para

aplicarle una capa de 0.02 mm de espesor si el diametro exterior de la esfera es de

10 cm.

Encontrar el resultado de:

5. [5dx

6. [(x3 — x% +3)dx

7. [(5x3 + 3x2 — 3)dx

8. [6e*dx

9. [[12(7%)]dx

10. f(sec xtanx — cscx cotx)dx
11. f(tanx + cotx)dx

Resuelve las integrales:

12, [ 2

x%+a*
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13, [

36—x2

14, [ X

x2+25

dx
15. f xVx2-144

16. [ 2

y2-49

dx
77 =

dx
R

19. [{y? +15dy
20. [Vx? — 14 dx

x~Ldx

21. NETErD]
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1.5. Autoevaluaciéon

Encuentra la diferencial de las siguientes funciones:

1.y =4x? + 2x
2.y =+2x+3
3. y = 2sen 2x
4. y = cos3x
563  x?
5. y—T— 7+9

Resuelve las integrales siguientes:
6. [(9x2 — 4x + 1)dx
1

8.f5x2dx

x3

9. [4*dx

10. [ 4 e*dx

Encuentra el resultado de las siguientes integrales:
11. ftanx dx

12. [ sec? x dx

13. [ —senx dx

14. f-tanx dx

Integra las siguientes funciones respecto de x:
15. f(x) =
16. f(x) =

1
x2+8

1
x2-12

1
17f(X): \/ﬁ

18. f(x) =V17 — x?
19. f(x) =Vx? —14
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1.6. Soluciones al Problemario

—

dy =x(3x — 4)dx;dy =5

2. dy = (2x +6)dx; dy =6
3. dy = e*dx;dy = 16

3

4 . .
4. El volumen de la esfera es: V.= - mr® 'y la diferencial del volumen es:

dV = 4nr?dr
el radio exterior de la esfera es: 5 cm y un diferencial de r
dr =0.02mm = 0.002cm
al sustituir los valores tenemos
dV = 47 (5 cm)?(0.002 cm)
Va~ <mem® ~0.6283 cm?

5. [5dx=5x+C =

x4

3 _ 2 — _x_3_
6. JOo? = x?+3)dx = - T -3x+C

7. f(5x3+3x2—3)dx=%+ x3—-3x+C

8. [6e*dx = 6e* +C

12(7%)

+C =
In7

9. [[12(7%)]dx =
10.  [(senx + cosx)dx = senx —cosx + C

11.  [(sec xtanx — cscx cotx)dx = cscx +secx + C

12.  [(tanx + cotx)dx = Insenx —Incosx + C = Intanx + C

dx 1 x
13. = —arctan—+C
3 fx2+a4 a2 a2 +
dx 1 6+
4. [ =—In|—|+C
36—x2 12 6—x

d 1
15. f > X — - arc tan (f) +C
x<+25 5 5

dx 1 x
16. ———= —arcsec—+ C
fx\/x2—144 12 12
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17. =2 = L[+ ¢
y 49 x+7
18. =1n|x+ Vx2—9|+C

19. IW ln|x+\/20+x|+C

20 [y?+15dy =17 +15+ 2|y + |y + 15|+ ¢
21, [Vx?—14dx =-Vx* 14+ 7In|x + Va2 — 14| + ¢

1

22. = —arcsecg-i-C

f -1 dx
J — (49— x2
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1.7. Soluciones de la autoevaluacion

1. y=4x%+2x; dy = (8x + 2)dx
_ . _ dx

2. y—\/2x-+-3,dy—\/m

3. y = 2sen2x; dy = 4cos2xdx

4. y=cos3x; dy = —3sen3xdx

5.y:53i3—x;+9; dy = x(5x — 1)dx

6. [(9x? —4x+ 1)dx =3x3—-2x2 +x+C
Ly = %

7. fgdx—g-i-C

8. fsxzdx = 5lnx+C

x3

Xy =2
9. [#dx=—+C

10. [4eXdx=4e*+C
11. [tanx dx = —In|cosx| + C
12. [sec? xdx = tanx +C
13. [—senxdx = cosx+C
14. [ —tanx dx = In|cosx| + C
1 dx 1 X 1 x

15. f) = S fx2+8 == arctanﬁ+C =5 arctanﬁ+6

_ 1 dx 1 x—+12 _ 1 |x=2V3
16. fGo) = x2-12" fx2—12 - zx/ﬁln |x+\/ﬁ tC= 4\/§1n x+2\/§| tC

_ _r . ax__ _ 2 _
17. flx) = Nrrer fvx2_56—1n|x+ Vx2 = 56|+ C

_ — 2. — 20y =% — 24 Y X
18. f(x) =V17 —x% [V17 — x dx =5 V17— x* + — arcsen 7=+C
19. f(x)=\/x2—14;f\/x2—14dx=’2—‘\/x2—14—71n|x+\/x2—14|+c
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1.8. Conclusiéon

En este capitulo se han visto los fundamentos de lo que es el calculo integral,
comenzando por la diferencial, que es basica para comprender la razén de la
integracion, seguidada de la antiderivada y las integrales indefinidas directas, que
pueden ser solucionadas por medio de aplicacion de férmulas o comparacién con

tablas.

Aunque sabemos que en la actualidad se tiene gran facilidad para desarrollar
integrales por medio de Software, es primordial comprender el célculo integral y
conocer los diferentes métodos de integracién, los cuales se trabajardn en el

siguiente capitulo.
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[TECNICAS DE INTEGRACION]
Capitulo 2:

Técnicas de integracion

“Si buscas resultados distintos, no hagas siempre lo mismo”.

Albert Einstein
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2.1. Técnicas de integracion'~

Existen integrales que no pueden ser resueltas de forma inmediata, por lo que es
necesario buscar la manera de transformarlas a expresiones que faciliten su solucién.
En este capitulo vamos a conocer algunos métodos llamados, técnicas de
integracion, que aplicaremos para encontrar soluciones de integrales que no se

puedan resolver de manera inmediata.

2.2. Por sustitucion o cambio de variable

Hay integrales que son muy parecidas a las que se pueden resolver por medio de
formulas, solo que la variable puede estar acompanada por un coeficiente con

términos agrupados, por ejemplo:

f cos 5x dx
f(Zx —6)3dx

fi/x+5dx

En estos casos se puede aplicar una técnica muy sencilla consistente en transformar

la integral, si es posible, en una de las expresiones siguientes:

vn+1
fv”dvz +C
n+1

dv
—=lhv+C
v

o alguna otra férmula directa.

I, N
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Veamos algunos ejemplos:

Encontrar la integral de:
f(?)x —4)? dx

En este caso observamos que si hacemos v = (3x — 4), la integral serfa: [ v2 dx, pero
asi no podemos realizar la integral porque por un lado tenemos la variable v y por
otra parte tenemos la diferencial dx, por lo que es preciso cambiar también esta

diferencial, para lo cual, comenzamos por obtener la derivada de v y de ahi la

diferencial  respectivo: % = % = 3entonces dv=3dx ~dx= C;—v, de tal

manera que podemos decir que:

dv 1
Bx—4)%dx= | v? —= = | v®dv
3 3

aplicando la férmula:

1fzd—1vB+C
3|V T 313

regresamos con el cambio de variable inicial:

3x —4)3
f(3x—4)2dx = %-}-C
Al desarrollar el binomio al cubo:
1 64
f(Bx —4)%dx = 6(27x3 —108x%2 + 144x — 64)+ C = 3x3 — 12x%>+ 16x — ?+ C

. 64
Si sumamos € — — queda solamente una constante, por lo que:

f(Bx —4)%2dx =3x3— 12x*+16x+C

- N
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Ejemplo: desarrolla

X d
fsen?) X

X . X
Ahora hagamos v =7, asi [ sen S dx = [senv dx

Para cambiar a dx: dx = 3 dv por lo que:

X
fsengdx= fBSenv dv= —3cosv+C

Se sustituye v por g

f X dx= —3cos=+C
sen 3 x = c053
Veamos otro ejemplo:

Resuelve:

f cos 3x dx
4 4 sen 3x

. dv
haciendo v = 4 + sen 3x, por lo tanto Pl 3 cos 3x, consecuentemente cos 3x dx =

dv .
—; entonces podemos decir que
3

fcosSxdx_ dv_l dv
4+sen3x J3v 3) v

la cual podemos resolver directamente, por lo tanto:

1 rdv 1

§ 7= §ll’1|'l7| +C
Sustituyendo v = 4 + sen 3x
fcos3xdx _11 4+ 3%+ C
4+sen3x 3 1T SemsX

S R
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Ejemplo:

Determinar la integral

fezxdx

Nuevamente v = 2x, por tanto dx = %

2x — vd_v:l v
e“*dx e > > eV dv

Al resolver y sustituir por v = 2x

2X
e
fezxdx = —+C
2
Para resolver:

Por cambio de variable, encuentra la integral de:

x dx
(2x%2 —3)?

f sen(x + 2)dx

fxsen(x2 + 2)dx

fx(x2 + 6)dx

fxzsen x3dx

f x(x? —3)dx
x*—6x2+9

f ez"+6dx

f VX F Bdx

—— 5 .
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2.3. Por partes

Recordemos la formula para derivar el producto de dos funciones uy v:

d(uv) dv+ du
dx Vdx T Vdx

de aqui, obtenemos la diferencial’
duv=udv+vdu
Al despejar u dv:
udv=duv—vdu

Si integramos esta ecuacion:

udv= |duv)— | vdu
Juto= far-]
fudv= uv— fvdu

En donde:
u es una funcion que es facil de derivar,
dv es una funcién que es facil de integrar,

[ v du es una funcién mas facil de integrar que la funcién original.

Con esta formula podemos desarrollar la integracion por partes, la cual se aplica

cuando se desea integrar:

a) Producto de funciones algebraicas por funciones trigonométricas.
b) Producto de funciones algebraicas por exponenciales.

c) Producto de funciones exponenciales por trigonométricas.

d) Funciones logaritmicas.

e) Producto de funciones logaritmicas por algebraicas.

e 6 -
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f) Funciones trigonométricas inversas.

g) Producto de funciones trigonométricas inversas por algebraicas.

La palabra LIATE puede ser muy dtil para elegir la funcién u de acuerdo al orden en

que aparezcan en la integral, donde cada letra indica el tipo de funcion:
L= logaritmicas

I= inversas

A= algebraicas

T= trigonométricas

E= exponenciales

A continuacion se muestran algunos ejemplos:

Encontrar el resultado de

f 2 xcosx dx
Extraemos la constante de la integral:

2 f x cosx dx

Determinamos a u y a dv, de manera que sean faciles de derivar e integrar,

respectivamente, en este caso:

u=x ~du=dx
dv=cosxdx ~v= fcosxdx=senx

Sustituimos en la férmula de integracion por partes:

R
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fudv= uv— fvdu

focosxdx=2[xsenx— fsenxdx]

fsenxdx = —COSX
Por lo tanto:
fz xcosx dx =2(xsenx+cosx) +C
Obtener el resultado de
f arc sen x dx

Definimos:
u=arcsenx

Sabemos que:

d _ 1 dv
a arc senv = ﬁ a
En consecuencia:
p dx
U= ———
V1 —x2

Por otro lado,
dv=dx ~v= fdx=x

Sustituyendo:

x dx

V1 —x2

farcsenxdx=xarcsenx—

Esta integral se resuelve por cambio de variable, hacemos:

- 8 -
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dv
w=1- x? ~dw= —2xdx xdx=—7
fxdx l 1 (dv 1\/5_ N
mequwaea AN 21 v

2

x dx
oo Vit ®

farcsenxdx =xarcsenx+ 1 —x2+C
Resolver:
f e* sen x dx

Elegimos:

u=e* ~du= e*dx
dv=senxdx ~v= fsenxdx = —(CoSXx
Sustituyendo en la férmula:
fe" senxdx = —e*cosx — f —e*cosx dx
Resolvemos la integral, que nuevamente es por partes:
fe"cosx dx
u=e* ~du= e*dx
dv=cosxdx ~v= fcosx dx = senx

De esta manera

fexcosx dx = e"senx—fexsenxdx

— 9
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por consiguiente:

fe"senxdx= —e*cosx + e*senx — fexsenxdx

Aqui pasamos el término de la integral al lado izquierdo de la ecuacién y reducimos

términos semejantes:

2fe"senxdx= e*senx— e* cosx+C

Finalmente:
ex
fexsenxdx == (senx —cosx )+ C
Encontrar:
flnx dx
Hacemos:
dx
u=Inx ~du= —
X
dv=dx ~v= fdx=x
Entonces:
x dx
flnxdx =xlhx— | —
X
Por lo tanto:

flnxdx=xlnx— x+C=x(Inx—-1)+C

— 10 ---
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Para practicar:

fxsen 3x dx

fxcos 2x dx

f xsen —dx

folnxdx

f arc cos x dx

f arctanx dx

f arc sec 2x dx

fex cosx dx

- 11 -
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2.4. Por fracciones parciales'*”’

Este método se aplica en integrales de funciones racionales que se presentan con la

forma

P(x)

Ok

en donde P(x) y Q(x) son polinomios en los que el grado de P(x) es menor que el
grado de Q(x), por lo que, en caso de no ser asi, es preciso efectuar primero la
division

P(x)

Q(x)

de esta manera se obtiene como resultado un cociente mas una fraccién que tiene el

residuo como numerador y Q(x) como denominador.
En este tipo de integrales se presentan varios casos.
Caso'*’ 1:

En el denominador Ginicamente se tienen factores de primer grado y no se repiten,
Trabajemos un ejemplo para ilustrar este caso.

Resolver:
f x—4 4
x3 4+ x2 —2x x

Podemos observar que el denominador se puede factorizar, primero por factor

comun:

- 12 -
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x(x?+x—2)

enseguida por producto de dos binomios:
x(x+2)(x—1)

de esta manera nos damos cuenta que el denominador se puede descomponer en

tres factores de primer grado, de la forma
mx +b

y efectivamente vemos que los tres factores son diferentes, correspondiéndole a cada

uno de ellos una fraccion de la forma:

A
mx +b

En donde A es una constante que se tiene que determinar.

Volvamos al ejemplo en el que la funcién racional:

x—4
x3 4+ x2 —2x

La podemos escribir:

x—4 _ x—4
x3+ x2-2x  x(x+2)(x—1)

x—4 _A+ B N C
x(x+2)(x—-1) x x+2 x-1

Resolvamos la fraccion:

A B C  Alx+2)(x+1)+Bx(x—1)+Cx(x+2)
;+x+2+x—1_ x(x+2)(x—1)

Si efectuamos las operaciones indicadas, reagrupamos y factorizamos términos

semejantes:

- 13 -
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Alx+2)(x+1) +Bx(x — 1) + Cx(x +2) Ax® + Ax —2A + Bx® — Bx + Cx* + 2Cx
x(x+2)(x — 1) B x(x+2)(x —1)

Ax*+ Ax —2A+Bx®> —=Bx +Cx* +2Cx _(A+B+C)x* + (A—B+20)x — 24
x(x +2)(x — 1) B x(x+2)(x —1)

Igualamos el numerador de la funcién original con el numerador de la nueva

fraccion:
x—4=A+B+C)x*+(A—B+2C)x—2A

Si igualamos los coeficientes, podemos observar que en el miembro izquierdo de la

igualdad no existe el término cuadrético, por lo que:
A+B+C=0
El coeficiente de x es uno, de tal forma que:
A—-B+2C=1
y el término independiente es -4 por tanto
—2A= -4

Lo cual nos genera un sistema de tres ecuaciones con tres incognitas:

A+B+C=0
A—-B+2C=1
—2A= —4
La solucion del sistema es:
A=2
B=-1
c=-1

- 14 -
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La integral original la podemos escribir:

fx3+xx+4—2xdx=f[§_(x12)_(xil)]dx

f[%—(xiz)—(xil)]dx=f§dx— fxTZ_fxd—xl

2 dx dx
f—dx—f f =2In|lx| —In|Jx+ 2| —In|lx —-1|+C
X x—1

x+2_
Finalmente:
f Tt = 2Infx] —Infx + 2 = Infx — 1| + C
PR R x = 2In|x n|x nlx
Resolver:
f 10x +9 p
4x% + 10x— 6~

Descomponemos en factores la expresion: 4x? + 10x — 6
4x%2 4+ 10x — 6 = (4x — 2)(x + 3)
Asi:

10x+9 _ 10x+9
4x2 +10x — 6  (4x —2)(x + 3)

10x+9 A B
G-2x+3) @r-2) &+3)

Al sumar las fracciones:

- 15 -
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A B A(x+3)+B(4x—2)
G- TG+ Gx-2x+3)

Reagrupando e igualando con la fraccién inicial:

10x+9  (A+4B)x+34—2B

x2+x—-6  (x—2)(x+3)
Por lo tanto:
A+4B =10
3A—-2B =9

Resolviendo el sistema de ecuaciones:

Podemos escribir:

f 10x +9 d—f 4 d+f 3
a2+ 10x—-67" Jax—2% " 2a+ )™

Al resolver las integrales:

4
f4x_2dx—ln|2x—1|

3 d —31
fm x—En(x+3)

Finalmente:

f 10x +9

3
4x2+10x_6dx— ln|2x—1|+§ln(x+3)+C

- 16 -
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1,2,3 ”

Caso
En este caso se tienen denominadores de primer grado, pero algunos se repiten.

Al tener un factor de la forma (ax + b)", se desarrolla la siguiente suma de

fracciones:

4, B . C Y Z
(ax + b)*  (ax +b)* !  (ax+ b)* 2 (ax +b)?  (ax +b)

En donde los numeradores A, B, C... Y, Z, son constantes por determinar

Ejemplo:
Encontrar el resultado de la siguiente integral

x2+2x+4 4
(x+3)(x +2)2 %

Desarrollamos la suma de fracciones

A B c
G+3) T a+22  x+2)

Realizamos la suma de fracciones reagrupamos el numerador e igualamos con la

funcion original:

Alx+2)?+Bx+3)+C(x+3)(x+2)
(x+3)(x+2)2

x*+2x+4  (A+C)x*+ (4A+ B +5C)x + (44 + 3B +6C)
(x+3)(x+2)2 (x+3)(x+2)?

Igualamos los coeficientes:

e 17 -
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A+C=1
4A+B+5C =2
4A+3B+6C =4

Resolvemos las ecuaciones y obtenemos:

A=7
B =4
C=-6

Sustituimos los valores en la integral :

x?+2x+4 B 7 4 4 4 —6 p
(x+3)(x+2)2_f(x+3) x+f(x+2)2 "+f(x+z) X

Resolviendo:

fx2+2x+4d = 7l 42| — — _ 6lnfx 4+ 2]+ C
x24+2x+ 4 x* =/ x+ 2 nix

Veamos otro ejemplo
Resolver la integral:

3x% + Sxd
x+1)2

En este caso, al desarrollar el binomio al cuadrado del denominador observamos que

es de segundo grado, igual que el numerador, por lo que primeramente se debe

efectuar la divisién, obteniendo lo siguiente:

x+ 3

3x?% 4 5x _f 3x?% 4 5x 4
x+12

e e s L KO
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3x2+5xd _3 x+3
(x +1)2 X=X (x + 1)2

dx

La funcién de la segunda integral se desarrolla:

x+3 A B

(x+1)2_(x+1)2+(x+1)

Realizamos la suma de fracciones, reagrupamos el numerador e igualamos con la

funcién original:

A+B(x+1)
(x +1)?

x+3  Bx+(A+B)
(x+12  (x+1)2

Igualamos los coeficientes:

La segunda integral se resuelve

x+3 dx = 2 p dx
(x + 1)2 x_f(x+1)2 x+f(x+1)

Asi:
S = tinlx+ 1]
(x + 1)2 = (x+1) nix
Finalmente:
S =3 [ 2 1]+
(x +1)2 X=X (x+1) nix
X X 3t 41 4cC
(x +1)2 XESXT 1T

- 19 -
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Para resolver:

xZ
fx2+x—12 dx

x®2—-2x+1
[rome,

x3 + x2

dx

f x*2—-2x+1
x3 +x%2 —12x

f 2x% —x+2
x3 + 2x2 — 8x x

—(4x + 4) p
x3 —4x x

x%2+4+3x—8 4
x+3)x—42

2x% 4+5x—7
(s,

(x + 2)°

x®2+5x+1

—-42

f6x2 + 12x — 18

= 1)° dx

4x% —5

(x+2)(x —1)? dx

- 20 -
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Caso®"* 1l

Se presenta cuando el denominador tiene factores de segundo grado y ningun factor
se repite. A cada factor de la forma ax? + bx + ¢, le corresponde un factor de la

forma:

Ax + B
ax?+bx +c

En donde, como en los casos anteriores A y B son constantes por determinar.
Ejemplo:

Resolver la integral

fo2+3d
x3 + 4x x

Primero factorizamos por factor comin al denominador:

f 2x%+3 4
x(x? +4) *

Podemos ver que ahora el denominador tiene dos factores, el segundo de los cuales

es de segundo gradoen el cuala=1,b=0,c =4
Arreglamos las fracciones de la siguiente manera:

2x%+3 _A+Bx+C
x(x2+4) x x2+4

2x*+3  A(x*+4) +x(Bx + ()
x(x2 +4) x(x? +4)

2x2+3 _Ax2+4A+Bx2+Cx
x(x2 +4) x(x% +4)

2x>+3  (A+B)x*>+Cx + 44
x(x2 +4) x(x? +4)

e 21 -
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Al igualar los numeradores obtenemos:

A+B =2
c=0
4A =3

B=2C=0
4

A lw

Al resolver el sistema de ecuaciones obtenemos: 4 =

De manera que:

3 5
f 2x%+3 4 _fzd +fzx+0d
x(x% +4) Sl B x2+4

Observemos que la segunda integral debemos resolverla por cambio de variable
Finalmente al resolver las integrales tenemos:

f 2 H 8 = S nxt Dinlx? + 4+ C
X2+ 4 T g
Ejemplo:

Obtener el resultado de

dx

f (x +x2)

x3—=3x2+x-3
Primero factorizamos al denominador por agrupacion:
3 +x—-3x2-3=x(x*+1)-3(x*+1)=x-3)(x*+1)

Entonces:

(x + x?%) x + x?
f dx =f dx
x3—=3x%2+x-3 (x—=3)(x2+1)
Nuevamente observamos que el segundo factor del denominador es de segundo

grado por lo que podemos hacer el siguiente arreglo de fracciones:

— 22
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x + x? A +Bx+C
(x—3)(x2+1) x—-3 x2+1

x + x? _AMX*+ 1)+ (Bx+0)(x —3)
(x—3)(x2+1) (x—=3)(x2+1)
x + x? _(A+B)x*+(-3B+C)x+A-3C
(x—-3)(x2+1) (x—=3)(x2+1)

Tenemos el sistema de ecuaciones:
A+B=1
—-3B+C=1
A—-3C=0

Resolviendo el sistema:

Por lo tanto:

(x +x?) 6 d Ly
X X X - I~
f d f + | 2 Sy

X3 —3x2+x—-37"5

(x + x?) 6 dx 1 X 2 dx
/ e P i Pt |
P —3x24+x-37"5)%x-3"5)x2+17"5) x2+1

Finalmente:

- x—3 x2+1

f =Sl = 31— S InG+ 1)+ Sarctanx 4 C
3 —3x2+x—3 x—Snx 1Onx 5a1‘canx

- 23 -
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Caso'?*? IV:

En este caso los denominadores son todos de segundo grado y algunos se repiten.

Cuando hay un factor de segundo grado de la forma
(ax? + bx + o)™
Se desarrollan n fracciones parciales en una sumatoria, de la forma:

Ax+ B 4 Cx+D R Vx + W 4 Yx+7
ax?+bx+c (ax?+ bx + c)? (ax? + bx +c)» 1 (ax? + bx + c)"

Ejemplo:
Encontrar el resultado de la integral

(4x3 + 8x)dx
f (x?+9)2

Desarrollamos las fracciones parciales:

(4x3+8x)_Ax+B+ Cx+D
(x2+9)2  x24+9  (x2+9)2

Hacemos la suma de fracciones:

(4x®+8x) (Ax+B)(x*+9)+Cx+D
(x2+9)2 (x2 + 9)2

Desarrollamos las multiplicaciones y reagrupamos:

(4x® +8x) Ax®+Bx*+(9A+C)x+9B+D
(x2+9)2 (x2 + 9)2

Obtenemos el sistema de ecuaciones:

N
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B=0
94A+C =8
9B+D =0

Las soluciones del sistema:
A=4B=0,C=-2,D=0

Sustituyendo los valores obtenidos:

(4x® +8x)dx f 4x —28x

(x%2 +9)? x2+9 dx + (x%2 +9)? dx

Resolvemos ambas integrales por cambio de variable:

4x
fx2+9dx=21n(x2+9)

—28x dx = 14
G2+9)2 " T x2+9

Obtenemos el resultado:

7
x2+9

(4x3 + 8x)dx
(x2 +9)2

=2[ln(x2+9)+ ]+C

Ejemplo:

Determinar la integral:

x3—2x*+x—-1
f dx

x(x? + 1)

Primero desarrollamos las fracciones parciales:

x3—2x2+x—1_A+Bx+C+ Dx +E
x(x2+ 12 x x2+1  (x2+1)2
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Hacemos la suma de fracciones:

x}=2x"+x—-1_ A*+1)?+x(Bx+C)(x* +1) + x(Dx + E)
x(x2+1)2 x(x? + 1)

Si desarrollamos las operaciones indicadas y reagrupamos:

x*=2x"+x-1 (A+B)x*+Cx®*+(2A+B+D)x*+(C+E)x+A
x(x2+1)2 x(x? + 1)

De aqui obtenemos el sistema de ecuaciones

A+B=0

Resolvemos el sistema de ecuaciones y tenemos:
A=-1,B=1;C=1,D=-1,E=0

Nuestra integral queda:

x3—2x2+x—1d _f_ld +fx+1d +f —x 4
f x(x? + 1) S A x2+1 x (x% +1)2 x

Resolvemos cada una de las integrales:

-1
f—dx = —In|x]|
x

La segunda la separamos en dos

x+1d_f X d"‘f 1 d
fx2+1 = x2+1x x2+1x

La primera parte la resolvemos por cambio de variable
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X 1
fxz T 1dx =§ln(x2 +1)

Para la segunda parte aplicamos:

dv 1 v
——— =—arctan—
v2+a a a

Por lo que:

1
fxz n 1dx = arctanx

En consecuencia:

fx-l_l d 1l (x?2+1)+arct
x = =In(x arctanx
x2+1 2

la tercera integral también la resolvemos por cambio de variable

—-X d = 1
f(x2+1)2 S TORNE

Finalmente el resultado de la integral es:

fx3—2x2+x—1 1

1
= “In(x2 +1) =1
22+ 1)2 X 202 1)+a7‘ctanx+2n(x+) nx+C
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Para resolver:

f 3x d
x2—3x—4 x

x+1
fxz—x—6dx

x3 4
f xz+ 12

2x3 4
f(xz—X)2 *

2x% + 2
f 3 dx
x3+x

dx

f2x4+9x2+x—4
x3 + 4x
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2.5. Sustitucién trigonométrica’

A continuacion se muestran  algunas identidades trigonométricas® que son

necesarias en este método de integracion.

1
senx =
cscXx
1
CoOS X =
secx
1
tanx =
cotx
sen x
tan x =
CosS X
Cos x
cotx =
sen x

sen’x + cos’x =1
sec’x = tan’x + 1
csc?x = cot?x + 1

1
senvcosv = Esen 2v

, 1.1 .
senv—z 2COSU
2 —1+1 2
COSU—2 2COSU

sen 2x = 2 (sen x)(cos x)
cos 2x = 2cos’x — 1

2tanx
tan 2x = —F—_
1 —tan‘x
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Hay algunas integrales en las que aparecen expresiones de la forma

Va2 —uz,\Ju? + a?,\/u? — a?

Estas expresiones deben solucionarse haciendo uso de expresiones que se obtienen a

partir de las relaciones en triangulos rectangulos.

Primer caso:

Cuando se tiene la forma va? — u?, de acuerdo a la figura, al aplicar el teorema de

Pitdgoras podemos observar cémo se relacionan los lados y encontrar que:

a
u
V4

2 — 2

u

senz =—

a

Por lo tanto:
u=asenz

Su diferencial es:
du =acoszdz

Ademas:

aZ _u2
COSZ =

Y de esta manera:

Ja? —u? =acosz
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Segundo Caso: se tiene la forma: vu? + a?, nos referimos a la figura del triangulo

rectangulo con los siguientes lados:

u
tanz = —
a

Por tanto:
u=atanz
Su diferencial es:
du = asec?zdz

También:

Ju?+a®=asecz

Tercer caso: se presenta cuando se tiene la forma vu? —a?, ahora ubicamos los

lados del triangulo

2 — a2

- 31 -
CONALEP MICHOACAN



pJohl/S [TECNICAS DE INTEGRACION]

De esta manera:

u
SseCzZz = —
a

Por lo tanto:
u=asecz
Con la diferencial:
du =asecztanz dz

Ademas:

Ju?—a?=atanz

Esto lo podemos resumir en la siguiente tabla:

Caso Sustitucion Diferencial Transformacion
a2 — 2 u=asenz du=acoszdz [a2 — u? = acos z

— — 2
[uz + a2 u=atanz du=asec’zdz [uz + a2 = asecz

u2 — g2 u=asecz du =asecztanz dz [uz — g2 = atanz
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Ejemplo:

Resolver la integral

d d
I (x? +x 5 I (VT;)g

Vemos que se puede aplicar el caso Il, por lo que:

a?=5:.a=+5
dx = V5 sec?z dz

Jx2+5= V5secz

Sustituyendo en la integral original

dx V5sec?z dz dz 1 1
f —f —f =§fcoszdz=—senz

(Vx2 + 5)3 (V5 sec 2)3 (\/§)2 secz 5

Entonces refiriéndonos al tridngulo

x?24+5

X
V5
x
senz =
x2+5
Por lo tanto
f dx x +C
(x2 + 5)% 5Vx?+5
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2.6. Problemario

Hallar:
1. [ 6x(x? + 1)3dx

2 dx

: f%
3. 05

4 J5in

) fx;;g_zdx

. [ xe>*dx

U1

(@)

N

.fl:—:cdx

f 5x243x—1
x3-2x2+4+x-2

9. [ xcos?6 dx

10. [V4 — x% dx
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2.7. Autoevaluacion

Determinar las siguientes integrales.

1. f(20x — 10)° dx

No

[V9x +3dx

S8}

2
. [ xesem™*" cos x% dx

N

. [ x3 cosx* dx

U1

Jx*Inxdx

(@)

. [ sec®xdx

N

. [xe™ dx

8f 14
Y x243x-10

f V144—x2

x2

©

dx

10. I(M) dx

x2

-——- 35 -
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2.8. Soluciones del problemario

1. f6x(x? 4+ 1)3dx = 3 [ 2x(x? + 1)3dx
haciendo u=x%?+1
du = 2x dx

ut 3%+ 1)t
3f(u)3du=37=(T)+C

2.f% dx hacemosu = x? -8

du = 2x dx

3

1 2x 1(du 1 1 1/ 2u2 13 1
— = — _ = = 2 =—] — | = —-uz = — 2 3
Zf dx 2] 7o zfuZdu 51 3 3u2 3w/(x 8)3 +C

x%2—8

dx . .
3. f con el cambio de variable
6—x?

Hacemos un tridngulo rectdngulo cuya hipotenusa es V6 y un cateto x

Buscamos una funcién trigonométrica que relacione el angulo 6 con los lados

X
sen = —

V6

V6 sen = x
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x =V6send

dx = V6 cos 6 do

f dx f V6cos6 do \/Ef cos 6

6—x2 6(1 — sen?0) =6 ] cos?8

Ve[ 1 V6 V6
—f d9=—fsec9d9:—Lnlsec9+tan9|+C
6 J cosé@ 6 6

X

+C

@Ln| \/E +
6 V6 —x2 V6

— x2

dx
4.

9x2+4

3x
]
2

tan 6 = =

an @ = —

2

despejando x tenemos:

= 2t 0
x = ztan
4
x2=§tan29

2
dx = §sec29 do
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f %secze do
9 (g tanZH) + 4

Zf sec?6 do
4(tan?0 + 1)

2 f sec?6 do
3

p
6

1
3 (tan™x) + C

sec?0

X—
5. 3+ > dx factorizando el denominador tenemos

B+x—-2=C-D*+x+2)

f f f( A N Bx +C )d
x3+x— (x—l)(x2+x+2) X—1 x?+x+2 X

x—3 R 4 Bx +C
x-DG2+x+2) (X-1) x24x+2

Para calcular los coeficientes A,B y C buscamos los ceros de la ecuacién
Ax?+x+2)+ Bx+CO)(x—1)=x-3

Six=1
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4A = -2

x =0 entonces 24— C = -3

TR

~1-C=-3
C=2

Si x = —1 entonces 2A+2B-2C=-4
1

2 (_E) +2B-202)=-4

2B =1

B_1
2

Sustituimos los valores en la integral
1
1[ dx +f X +2 e =
2)x—1" [ ¥x+27 7

1[ dx +1f x+4 dx =
2 x—172) a2

Siu=x?+4+x+2

du = (2x + 1)dx

1L| 1|+1(1)f 2(x+4)d
g MTHX 22 ey x+2
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1LI 1|+1f 2x + 8 d

g X 4] 2242

1LI 1|+1f(2x+1)+7

g X 4] X2 +x+2

1LI 0 (2x + 1) +7f dx

g MTHX 4 2 rx42% T4 e rx 42

1L| 1|+1L|2+ +2|+7f dx
g MTHX g T X 4) 2 +x +2

Resolviendo la integral:

—f completando el trinomio a cuadrado perfecto
X% +x+2

Z4 +2+1 . Z+x+2
x -———== x

(2+1)2+7— Z4x+2
X > 4—X X

7f dx _7f dx

4) x2+x+2 4 1N 7
2 il Z
(" +2) t7

Haciendo u = x + i
du = dx

gsecze do sec 29

— 7 —_ [—
_f( ) 7 _f(u)2+ 4f(£tan29)+ f (tan29+1)

V7 V7
—fsec =7fd9 = Ttanze

sec?0
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cambiando el valor de 8:

1 1 V7 2x + 1
—=Ln|x — 1| + —Ln|x2+x+2|+—tan‘1< >+C
2 4 4 V7

SES

tan 0 u 2
anf = —==—u
Vi V7
2
_ V7 _ V7 2 ‘0 — ram-1 (2 1
u—ztanB du—zsec 6 do ,asif =tan (ﬁ)(x+2)
6. [ xe5*dx

7.f1:—2xdx
u=Inx dv = x " 2dx
1 1
du = —dx V= ——
X X
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Inx 1 1/1
f—zdx =Inx (——) - f ——(—) dx
X X X \X

In x f Inx 1

=——+ | x2dx=————+C
x X X

5x2+3x-1 . .
A dx factorizando el denominador x3 — 2x% + x — 2

x3-2x2+x—2
(x3—-2x2)+ (x—2)
x2(x=2)+ (x—2)

Por lo tanto:

5x*+3x—-1 A +Bx+C
x3—-2x2+x-2 (x—2) (x2+1)

5x*+3x—-1 A +Bx+C
x2+1D(x-2) (x-2) (xz+1)

5x2+3x—1  A(x*+ 1)+ (Bx +C)(x — 2)
(x2+1)(x—2) (x—2)(x2+1)

5x24+3x—1=Ax*+ 1)+ (Bx + C)(x — 2)
5x2+3x — 1= (Ax? + Bx%?) + (Cx — 2Bx) + (A — 20)
5x2+3x—1=(A+B)x?*+ (C—-2B)x + (A —20C)

Si x=2
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Igualando coeficientes formamos un sistema de ecuaciones

5=A+B A=5
3=C-2B donde {B =0
—1=A-2C Cc=3

Sustituyendo los valores anteriores en:

5x*+3x—-1 A +Bx+C
x3—-2x2+x-2 (x—2) (x2+1)

5¢*+3x—-1 5 N 3
x3—-2x2+x-2 (x—2) (x2+1)

regresando a la integral original tenemos:

f 5x2 4+3x—1 d_f 5 d+f 3 4
P22 4x—2F T x2 2+1 "

_5f dx +3f dx
B x—2 x2+1

S5ln|x — 2| + 3tan™'x + C

In|(x —2)°| +3tan™*x + C

9. [xcos?0 dx
Aplicando la igualdad trigonométrica cos?x = %(COS 2x+ 1)y

CoS 2x = cos?x — sen®x = cos?’x —

(1 — cos?x)
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cos2x = 2cos?x — 1

cos2x — 1 = 2cos?x

cos2x +1
2

cos’x =

1
fxcosze dx = fx <§ (cos 2x + 1)) dx
1
> f (xcos 2x + x)dx

1 1

—_ 2 —_

2fxcos xdx+zfxdx
1] xdxt ()4
> X CoS 2x dx >\ 7

1] oxdx+ ()4 c
ZXCOSXX 4

Resolviendo la integral que falta:
1
= | xcos2x dx
2
la resolvemos por partes haciendou = x dv = cos 2x dx

du=dx v= fZCOSZXdX

1
v = Esen 2x
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Asi:

[ eeoseae e (goens) [ Joenca
> X cos2x dx = > X 2senx 2senx X
1[1 1<1>f2 ) d]
> szenx >\2 sen 2x dx

Ly con2a s Laosa
> zxsen X 4_COS X

X sen 2x 4 COS 2Xx
4 8

El resultado anterior lo sustituimos en

1f oxdx+ ()4 ¢
ZXCOSXX 4

y obtenemos el resultado final:

x sen2x cos2x x?

Tt t7tC

10. [V4 — x% dx

Haciendo la sustitucién trigonométrica

Del tridngulo anterior se obtiene:
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cosf =

V4 — x2
2

despejando tenemos:

V4 —x2=2cos0

para obtener x usamos la funcién seno:

N =

sen 0 =

despejando x tenemos que:

x = 2sen 6 cuando regresemos al cambio de variable es necesario saber el valor

de 6 asi que despejando 8 = sen™! (g)

de donde
dx = 2cos6 db
0
Ademds usaremos la identidad cos?6 = 1+CZSZ

En la integral original, hacemos las sustituciones anteriores y tenemos:

f Vi —x?2dx = f(Zcos@)(Z cos 0) d6

f 4 cos?6 do

1 + cos 26
4f—2

4
do = Ef(l + cos 20)d0

2fd9+2fc0529
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1
29+2<E>12c0529d9

20 +sen 260 +C
usando la identidad: sen 26 = 2senfcos6
20 + 2senfcosf + C
Por lo tanto de la integral original que se realiz6 el cambio de variable:

[ 4 cos?0 d6=26 + 2senfcos + C regresando al cambio de variable

2 2 2

[V ax = 25en1 (3) +2.(3) (L) ic

finalmente:

_ A2
f\/4 — x2dx = 2sen™! (f) + <x4—x> +C

2 2
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2.9. Soluciones de autoevaluacion

1. [(20x —10)°dx

Haciendo cambio de variable

dv
v=20x—10 dv = 20dx asi dxzﬁ
f(zo 10)5 d —f s _ 1 sy L7
x )V 20720/ VYT 20%6
Regresando el cambio de variable
f(zo 10)5 dx = (20x ~ 10)° +C
x =TT 120
2. [V9x+3dx
Haciendo cambio de variable
dv
v=9x + 3 dv =9dx asi dx=?

dv 1 1 1
fSV9x+3dx=f§/§?=6dev=§fﬁdv

4
1 [ w3 c
3
Regresando el cambio de variable
4
S e OE TN O BRIy Y. B
~9 4 “9g % “12
3

Finalmente se tiene que:

1 4
fsx/9x+3dx:E(9x+3)§+C
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2 . . .
3. [xe®"*” cos x? dx haciendo cambio de variable

i dv
v=senx? dv=2xcosx? dx asi xcosx?dx = -
fxese”"2 cosx?dx = f esenx® x cos x2 dx
i f v dv — 1 f v d — 1 v + C
= et =5 |erdv=5e
Regresando el cambio de variable
:l esenxz +C
2
Finalmente:
2 1 2
fxese"x cosx?dx = 3 esenx” 4 ¢
4. [ x3cosx*dx
Haciendo cambio de variable
dv
v=x* dv=4x3dx asi x3dx = T
dv 1
fx3 cosx*dx = fcosx4 (x3dx) = fcosv T=chosv dv
== c
1 senv+
Regresando el cambio de variable
o Y+ C
= senx

Finalmente:

1
fx3 cos x* dx =7 senx*+C
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5. [x*Inxdx

Haciendo integracién por partes, sea:
u=Inx y dv=x*dx
Entonces:

5

x
du =— y v=fx4dx=?

De acuerdo con la férmula para integracion por partes

fudv=uv—fvdu
f lnxd _x51 fo(dx)
x*Inxdx = z nx A

x> x*
4 — _ — N
fx Inxdx = 5lnx fsdx

x> x>
4 — _ -
fx lnxdx—slnx 25+C

6. [sec®xdx = [secx sec?x dx
Haciendo integracién por partes, sea:
u=secx y dv= sec’xdx

du=secxtanxdx y v =tanx

De acuerdo con la férmula para integracion por partes
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fudv=uv—fvdu

fsec3 x dx = secxtanx — f secx tan®x dx

usando la identidad trigonométrica tan®x = sec?x — 1

fsec3 x dx =secxtanx — f secx (sec’x — 1) dx
f sec3 x dx = secxtanx — f(sec3x —secx) dx
fsec3x dx = secxtanx — U sec3x dx — f secx dx]

fsec3 x dx = secxtanx —fsec3x dx + f secx dx
sumamos a ambos lados [ sec3x dx

Zfsec3xdx=secxtanx+fsecx dx
Zfsec3xdx =secxtanx + In|secx + tanx| + C

1
fsec3 xdx = E(secxtanx + In|secx + tanx|) + C

7. [xe®™ dx
Aplicar integracion por partes:
u=x y dv=e%dx

Entonces:

ax

du=dx y v=fea"dx=7
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De acuerdo con la férmula para integracion por partes

fudvzuv—fvdu

Se tiene que:

xeax eax xeax 1
fxeaxdx— — | —dx = —— | e**dx
a a a
xeax 1 eax xeax eax
BE Y L P,
a a a a

Finalmente:

14
6 [t
x%2+3x-10
Aplicando integracién por fracciones parciales

Primeramente factorizar el denominador

14 14 __A B
x24+3x—-10 (x+5x—-2) x+5 x-2

_A(x—-2)+B(x+5) Ax—-2A+Bx+5B (A+B)x—2A+5B
T x+5)x=-2) (x+5x-2) (x+5x-2)

Igualando ambos numeradores
14 =(A+B)x—2A+5B
Lo que genera el siguiente sistema de ecuaciones
A+B=0

—2A+ 5B =14
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cuya solucionesA=-2 y B =2

Ahora la integral puede ser expresada como sigue:

f 2 —f Aci+f Bci—f'Qci+f 2 4
x2+3x—10 = x+5 x x— 2 = x+5 x x—2 x

_ zf dx +2f dx
N x+5 X —2

=—2In(x+5)+2In(x—-2)+C

=2[In(x —2) —In(x + 5)]+ C

X — 2
x+5

=2 () +¢

Finalmente:

f L —21(x_2)+c
x2+3x—10 x=em x+5

dx

V144—x2
9. [H

Aplicar método de sustitucion trigonométrica. Como el integrando contiene
V144 — x?
sea a? =144 . a=12 y u

aplicando u=asenz

x=12senz — dx=12coszdz y +/ 144 —x? =4cosz

f\/144—x2d B 4cosz (12 d)_f4-12-coszz
x2 x= (12 sen z)? cosz az) = 12%2sen?z
—_ 2
v cot“zdz
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De acuerdo con la identidad trigonométrica:

cot? 8 =csc?6 -1

—1f( 2 1)d —1f 2zd 1fd
=3 | (esc?z z=x|cscizdz—z | dz

1
=—§cotz—§z+C

12

V144 — x?

De acuerdo con el tridngulo, regresamos el cambio de variable

V144 — x2
cotz=———
X
X
como x=12senz - z=arcsenﬁ
Por tanto:
B 1 ) 1 te= 1v144 — x2 1 x+C
= 3coz 32 c= 3 . 3arcsen12
Finalmente:
V144 — x2 1v144 — x2 1 X
dex=—§T—§arcsenE+C
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10. I(M) dx

x2

Desarrollar primero la division

f<3x6 + 7x° —x3+11

7 )dx = f(Bx4 + 7x3 —x + 11x72) dx

Aplicando férmulas de integracién inmediata:

=3fx4dx+7fx3dx—fxdx+11fx‘2d"

Finalmente:

==x>+

f 3x0 4+ 7x° —x3 + 11 3 7 1 11
5 4 2

x2
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2.10. Conclusiéon

Este capitulo es de importancia fundamental, ya que permite tener una base firme en
la resolucién de una gran variedad de integrales, mediante el empleo de las técnicas

basicas de integracion vistas en este capitulo.

Sin embargo, existen tablas de integrales que amplian la variedad de funciones a

integrar.

En el modelado de fenémenos se presentan integrales que requieren de métodos
numéricos, lo que hace necesario el uso de la computadora y el manejo de software

matematico, por ejemplo geogebra, maple, mathematica y cabri entre otros.

Las integrales son herramientas que te ayudardn en otros cursos de nivel superior,
tales como el calculo vectorial, ecuaciones diferenciales, fisica, aplicaciones de

ingenieria, etc.

Te invitamos a continuar profundizando y desarrollando habilidades en el proceso

de la integracion de funciones.
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Capitulo 3:

Ecuacion diferencial

x?-6x

Estimated Arca = —3.9375

Actual Area = -6.75
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3. Calculo de ecuacion diferencial

Las ecuaciones diferenciales son las que tienen como incégnita una funcién, tienen
su nacimiento con Leibniz y Newton, ademas, la propia tecnologia las adopté para
resolver problemas de sistemas dindmicos'. Muchos modelos de la realidad estdn
representados con ecuaciones diferenciales, de hecho hablar de ecuacion diferencial
es hablar de modelos fisicos, econédmicos, entre muchos otros. Una ecuacién
diferencial es la que esta formada por una o varias funciones como incégnitas, de
una o varias variables; a las que relacionan los valores de una funcién y los puntos
de sus derivadas, se les llaman ecuaciones diferenciales ordinarias. Podemos
interpretar a este tipo de ecuaciones como un modelo que sigue la evolucién
temporal de las variables que definen los estados de un sistema. Y en particular las
ecuaciones diferenciales estan definidas por una funcién que contiene una variable
dependiente y sus derivadas de la variable independiente, las hay ordinarias y
parciales; se aplican en modelos en los que se refieren a tasa de cambio, es decir,
esta presente el concepto de la derivada como factor de cambio de razén (tasa).
También es comun referir a las ecuaciones diferenciales como sistemas dinamicos,
es decir, sistemas que evolucionan con el tiempo, involucrando conceptos como
equilibrio, existencia, unicidad, comportamiento de largo plazo y sensibilidad de
datos’; aplicados a sistemas eléctricos, de fluidos, mecdnicos, discretos, entre otros
muchos. Ahora los ingenieros y cientificos organizan la realidad geométrica de
particulas y de informacién en objetos de estudio descritos por sistemas, es decir,
totalidades organizadas por elementos que interactian en esquemas estimulo-
respuesta, donde pueden atender el principio de equilibrio que nos dice que la tasa

de cambio neta es igual a la diferencia entre la tasa de entrada y la de la salida.

Una ecuacioén diferencial que posee soluciones particulares de una solucién general,

son obtenidas por parametros denominados valores iniciales o de frontera.
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Para el caso de una funcién con una sola variable independiente, todas las derivadas

que aparecen son ordinarias, se Ilaman de ecuaciones diferenciales ordinarias
(EDO)’. Representan desde cambios de concentracion de un depédsito de agua,
campo eléctrico, cambios de temperatura en procesos, procesos cinéticos, la accion

de la gravedad, osciladores armonicos, entre muchos otros®.

Ecuacion diferencial ordinaria:

F(x’y’yv’yn’ym“',y(ﬂ)) =0

o)
dy dy d'y
F@t,y,—,—,..., =0
ey dt’ dr’ dt”)
o)
dy d’ d" . . .
F(x,y,—y,—);,..., Y)=0 Ordenn, “y” es la variable independiente de x.
dx dx dx"
Por ejemplo:
?+6y= e** donde la funcién es respecto de y, ademas, x es la variable
X
independiente.
d’y dy

2 T teosy= 0 de la misma manera, donde la funcién es respecto de y, ademads,
x> dx

x es la variable independiente.

Ejemplos de modelos:

dx_ Proceso cinético de primer orden
dt
dx — k(a—x)(b—x) Proceso cinético de segundo orden
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d’h Caida libre

e

d*x s Oscilador arménico clésico
P

ndy 1, Ecuacion de onda para el oscilador
—— +t-kx'y = Ey o

Zm dx* 2 arménico

El orden, entendido por el maximo orden de derivacién presente en la ecuacién, sera
explicita cuando las derivadas de mayor orden aparecen despejadas e implicita en
caso contrario. Para el ejemplo anterior, ambas son implicitas; la primera es de

primer orden y la segunda de segundo orden.

El grado de la ecuacién diferencial es dado por la potencia de la derivada de mayor

orden. Por ejemplo:

4 2 3 6
dy + dy +yx’=¢" esla EDO de orden cuatro y grado dos.
dx* dx’

A la solucién particular de una EDO se define y= f(x), es una funcién continua en

un intervalo D y se satisface cuando “y” y sus derivadas se sustituyen en la

ecuacion y la igualdad se cumple.

Por ejemplo averigiie si y=c, cosx+c, senx es solucién de:

dzy
—+y=0
dx? Y

Solucion:

d*(c, cosx +c, senx)
dx’

+(c,cosx+c, senx)=0

(—c¢,cosx—c, senx)+(c,cosx+c, senx)=0

Pruebe que y=¢7" es solucion particular de y"-2y'—15y=0
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Solucidn:
(9e)=2(=3¢7)—-15(e7)=0

Dado que toda solucién de una EDO es un grafica particular, se le denomina curva

solucion.

El problema de Cauchy mejor conocido como problema de valor inicial (PVI), la

"y, n

funcién incognita “y” (variable dependiente) debe satisfacer para una ecuacion
diferencial, la condicién inicial, es decir para una solucién particular de la EDO en

un intervalo D. En otras palabras es una solucién y= f(x) que pasa por el punto

(x0>Y0) -

Ejemplo: hallemos una solucién particular de y'+y=0 con condicién inicial

y(3)=2, sise sabe que la solucién general es y=ce™.

Solucion:

Buscamos el valor de ¢ que satisface y(3)=2

y=ce* = y3)=ce”

nLceet=2 = c=2e

Sustituyendo el valor de ¢ en la solucién general

y= 2e°(e)=2e"""

La solucion al valor inicial es

y=2e
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y = f(x) = curva solucion

S -

5

Cuando la solucién estda sujeta a dos condiciones, el problema de valor inicial

anterior que condiciona la solucién a que pase por un punto (x,,y,) Y ademas, a que
"y, n

la funcién “y”, su curva solucién tenga la pendiente y,, es decir:

F(x,y,y",y" 3", y")=0 sujeta a Y(x,)=y,Y'(x,)=",

Ejemplo: calcule la solucién para valores iniciales de segundo orden,
y'+4y=0, y(0)=0 y y'(0)=1 si se sabe que la solucion general es

y(x)=csen(2x)+c, cos(2x).

Solucion:
Obsérvese que y(0) = c,sen(0)+c, cos(0) =
sc, =0

v'(0)=2¢,cos(0)—2c,sen(0)
y'(0)=2¢,

Para satisfacer y'(0)=1

Sustituyendo los valores de las constantes

y(x)= %sen(Zx) esta es la solucion al problema del valor inicial propuesto.
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",

En resumen, condiciones iniciales es cuando que se le imponen a la funcién "y” y a
su derivada valores en el mismo punto. Cuando se trata de dos puntos diferentes se

les llama condiciones de limite o frontera.

Ejemplo, calcule la solucién de frontera

y'+4y=0
T
V=0

y(8)

T
y(g) =1

Solucion:

Sabemos que y(x)=¢,sen(2x)+ c, cos(2x) es solucién de y"+4y=0 entonces:

Para y(X)=0:
8
y(%) = clsen(2%) +c, cos(2 %) =0

T 1 1
y(§>—c.<5ﬁ>+cz<gﬁ>—o

1)

T
Para y(=)=1:
y(6)

y(%) =c,sen(2 %) + ¢, cos(2 %) =1

2)
T 1 1
y<g>—c,<56)+c2<5>—1

Igualando 1) y 2):

Sustituyendo los valores de c en la solucién y(x):
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2
x)=—=—— Solucién valor de frontera.
N

Los tipos de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden mas comunes son:

1. y'=f(y). Ecuacion autbnoma.

2. y' =f1(x)gly). Ecuacién separable .

3. g(x)y" =f,(x)y + fy(x). Ecuacién lineal.

4. g(x)y' = f,(x)y + f,(x)y". Ecuacién de Bernoulli.

5. y'=f(y/x). Ecuacién homogénea.

6. y'=ay’ +bx". Ecuacién especial de Riccati.

7. y' =y’ +f(x)y — a® — af(x). Ecuacion de Riccati especial caso 1.
8. y' =f(x)y’ + ay — ab — b’f(x). Ecuacion de Riccati especial caso 2.
9. y' =y> +xf(x)y + f(x). Ecuacién de Riccati especial caso 3.

10.y" = f(x)y* — ax"f(x)y + anx""".  Ecuacién de Riccati especial caso 4.

11.y" = f(x)y* + anx"" — a’x*"f(x).  Ecuacion de Riccati especial caso 5.

12.y" = —(n + 1)X"y* + x"" f(x)y — f(x). Ecuacién de Riccati especial caso 6.

13.xy" = f(x)y* + ny + ax™f(x).  Ecuacién de Riccati especial caso 7.

14.xy" = x*"f(x)y* + [ax"f(x) — n]y + bf(x). Ecuacién de Riccati especial caso 8.

15.y" = f(x)y* + g(x)y — a’*f(x) — ag(x). Ecuacién de Riccati especial caso 9.

16.y" = f(x)y* + g(x)y + anx"" — a®x*"f(x) — ax"g(x).  Ecuacién de Riccati especial
caso 10.

17.y" = ae™y? + ae™f(x)y + M(x). Ecuacién de Riccati especial caso 11.

18.y" = f(x)y* — ae™f(x)y + are’™.  Ecuacién de Riccati especial caso 12.

19.y" = f(x)y* + are™ — a2e?™f(x). Ecuacién de Riccati especial caso 13.

20.y" = f(x)y* + Ay + ae?™f(x). Ecuacién de Riccati especial caso 14.

21.y' =y’ = f(x) + f'(x).  Ecuacién de Riccati especial caso 15.

22.y" = f(x)y* — f(x)g(x)y + g'(x). Ecuacion de Riccati especial caso 16.

23.y" = f(x)y* + g(x)y + h(x). Ecuacién general de Riccati.

24.yy' =y +f(x). Ecuacion de Abel de segunda clase en forma canédnica.
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25.yy" =f(x)y + g(x). Ecuacién de Abel de segunda clase.

26.yy’ = f(x)y> + g(x)y + h(x). Ecuacién de Abel de segunda clase.
27.y" =flax + by + 0).

28.y" = f(y + ax" + b) — anx""".

29.y" = (yx)f(x"y"). Ecuacién homogénea generalizada .
30.y" = —(n/m)(y/x) + y(x)g(x"y™).

31.y" = f((ax + by + ¢c)/(ax + By + 7).

32.y" = x"y""fax" + by™).

33. [X"f(y) + xg(y)ly’ = h(y).

34.x[f(x"y™) + mx*g(x"y™]y" = y[h(x"y™) — nx"g(x"y™)].
35.x[sf(x"y™) — mg(x*y")ly’ = y[ng(x"y*) — kf(x"y™].

36. [f(y) + amx"y™ 'y’ + g(x) + anx""'y" = 0.

37.y" = e f(e™y).

38.y" = eMf(eMx).

39.y" = yfe®™y™.

40.y" = x'f(x"e™).

41.y" = f(x)e" + g(x).

42.y" = —nx"" + f(x)g(x"e").

43.y" = —(a/m)y + Yy (x)g(e™y™).

44.y" = e Pfae™ + be),

45.[e™f(y) + aply’ + e™g(x) + ao = 0.

n_ay n oy

46.x[f(x"e”™) + ayg(x"e™)ly’ = h(x"e™) — nyg(x"e®).

ax, m ox, ,m ax, ,m

47.1fe™y™) + mxge™y™Mly’ = y[h(e™y™) — axg(e™y™].

3.1 Ecuacion diferencial autbnoma

Los sistemas dindmicos estan formados por dos variables de estado, por ejemplo, “x”

"y, n

y “y”, podemos deducir las ecuaciones:
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dx

= ': t’ b
i ft,x,y)
dy

= ': t’ b
= g(t,x,y)

Este sistema diferencial se [lama normal si esta en el plano xy como espacio de
estados. Cuando gy f no dependen de t, se les llama sistema auténomo y a sus
ecuaciones autbnomas. La soluciones por determinar x(t) y y(t) se encuentran en
forma normal. En otras palabras una ecuacién auténoma es si x(t) o y(t) son
respectivamente una solucién, entonces su derivada en el punto t depende

solamente del valor de la funcién x(t) o y(t), y no de t.

La solucién para el caso: y '= f(y) con respecto de x:

dy _

e )
ax _ 1
dy f(y)

1
dx=——d
e ®
dx=|——d
Ix jf(y) Y

—+C

f)

La solucién para el caso: y,'= f(y)con respecto del tiempo:

10 - )
CONALEP MICHOACAN



[ECUACION DIFERENCIAL]

@ - 1)
dt 1
dy f 6))

1
dt=——d
e

jdt jmdy

Donde c es constante arbitraria.

Ejemplo: calcular la solucién de y'(x)=3y+6:

o por la forma:

J(3y+6)

x=%10g(y+2)+c

3x=log(y+2)+c

e3x — elog(y+2)+c

e /e = y+2
3x+c 2 y

y=ce* =2

elog(y+2)ec
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Sample solution family:

y'(x)=3y+6 ¥

% =3(y+2)
d(y(x))
dx  _
(y+2)
d(y(x))
Dy = [3dx
(y+2)

In(y+2)=3x+c

(sampling y(0))

3x+c

y+2=e

3xt+c 2

y(x)=e

y=ce* -2

Existencia y unicidad. Concepto relacionado con la pregunta ;podremos realizar el
problema de valor inicial o no? Debemos saber si una ecuacién diferencial tiene

una solucion (existencia) en un intervalo D que contiene a z,, o si solo tiene esta

solucién (unicidad).

Teorema de existencia: Se tiene 7);+f(t,y)=0, sexiste si hay una solucion para el

y f(t,y) son continuas en

problema del valor inicial (¢,,y,)? Si cumple que: 5féf/)/)
y

una region R que contenga el punto (t,,y,) que es un punto de la region R, entonces

si el PVI tiene una y(t) en un intervalo D que contiene en su interior ¢, .

Extension. Cuando requerimos contestar el rango de la longitud del intervalo de
tiempo donde se dan la solucion, requerimos del principio de extensién. Supéngase f
es continua en una ventana cerrada y acatada por D. Si (t,y,) esta dentro de D,
entonces la curva de solucion del problema del valor inicial

)"=f(t,y), y(to)zyo

12 )
CONALEP MICHOACAN




[ECUACION DIFERENCIAL]

puede extenderse hacia atrds y hacia a delante con respecto del tiempo hasta que

toca el limite D.

Punto de equilibrio. Un punto de equilibrio x, es estable si existe alrededor de x, tal

que toda solucién para un instante t, caiga dentro de ese entorno y permanezca alli

en el futuro, teniendo a x, cuando t tiende a +e=. De lo contrario el punto de

equilibro es inestable.

Estable Inestable

o

Y

Y
-,
_~

Zo

Inestable Inestable

Un punto de equilibrio x, es estable si f(x) es positiva en un semientorno izquierdo

de x, y negativa en uno derecho. Un punto de equilibrio x,es estable si f'(x,)<0.

Un punto de equilibrio x, es inestable si f(x) es negativa en un semientorno

izquierdo de x, y positiva en uno derecho. Un punto de equilibrio x,es inestable si

f'(x,)>0.

13 )
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Comportamiento de largo plazo. Si hay una f(y) y ? que son continuas para toda

“y” v que y(t) es una solucion de la EDO auténoma y'=f(y), que estd acotada para
t=>0 y respectivamente t <0, esto significa cuando t—+e ( t——co ), y(t) se

aproxima aun solucion de equilibrio de la EDO.

3.2. Soluciones a ecuaciones diferenciales elementales

Soluciones a ecuaciones diferenciales elementales, son las que se encuentran
mediante la primitiva, misma que dio origen a la ecuacion diferencial. Si existe, la
primitiva es una familia de curvas cuya ecuacién particular es la ecuacién de una de
ellas. También a la primitiva de una ecuacién diferencial se le Ilama solucion

general. Al conjunto de puntos de la regién D, se le llama campos de direccion.

Ejercicio 1: Demostrar que y=2x+ce" es la primitiva de la ecuacién diferencial

%—y: 2(1-x) y hallar la solucién particular para punto (0,3) es decir la curva que
X

pasa por este punto.

Solucion:

Se sustituye la solucion en la ecuacién diferencial

Cédigo usando WolframAlpha: ver http://m.wolframalpha.com/examples/

— 14 )
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y

(sampling y(0))

. ., dQ2x+ce" .
Sustituyendo la solucién M—yz 2(1—x) se obtiene 2x+ce* —(2x+ce*)=0
X
Cuando x=0, y=3
. . 3=2e0+ce’
La solucién particular es 5
c=

Ejercicio 2: Encontrar la EDO que satisface la solucién y=Acosax— B senax donde

A'y B son contantes arbitrarias y a es una constante fija.
Solucién:

Derivando

y= Acosax — B senax

Y _ a(Acos(ax)— Bsin(ax))
dx

dzy
e =—a’ (A sen(ax)+ B cos(ax))
X
dzy
o
La ecuacion diferencial es
2
Yy
F + azy =0

15 )
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Ejercicio 3: Encontrar la EDO que satisface la solucion, donde cy k son constantes

arbitrarias.
a) y _ kx Sample Sol:tion family:
y=kx
d (sampling y(1))
D _
dx
dy
y=—"
dx
dy_y
dx x
b) y=ke+c
— , (sampling y(0) and y'(0))
c) y=e* =ce
y = ex+k = Cex mpling y(0))
d
_y — x+k — cex
dx
dy _
dx
d) y=k sen(x) dy _ d(k sen(x))
dx dx
dy
— =kcos(x
I (x)
si k= Y
sen(x)
entonces
d
dy _ cosx —y Cot(x)
dx sen x
d
@ _ y Cot(x)
dx

16 - )
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Sample solution family:

R (sampling y(1))

e) y=sen(x+k) y=sen(x+k)
sen” (Y)=x+k
d(sen”'(y)) _ d(x+k)

dx dx

Re(y)

(sampling y(0))

e 17 - .
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Ejercicio 4: Encontrar la soluciéon de EDO, donde cy k son constantes arbitrarias.

a) xy':2y xy':2y

dy
x—=2
dx Y

Log(y)=2Log(x)+c Log(x")=n Log(x)
y=cx’ Solucion

Sample solution family:

,/
5

y

— —

1
2 3 4

x

b) y—=+x=0 —+x=0
) ydx * ydx *

dy — Sample solution family:

—X
Y dx
d 20}
J. y d_ydx = dex 13 (sampling y(0))
X

10

yz x2 05 ps ‘L: x
—="+c —
2 2

Soluciones
y=FV x*+2¢
y=F X’ +c

18 )
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dy dy)4 dy (dyY'
C) y=x—+| — =x—+| =
)y dx (dx 4 xdx dx
4
22
dx dx
3

dx
2 3
Resolver —2):0 +4(—yj =0
dx

2
para —>=0

x
d2y
J.dez'[dezc

4
Sustituyendoﬂ =c en y= xﬂ + (@)
dx dx \dx
y=cx+c*  Solucion

Sample solution family:

Im{y)
4.x10°8 |

] g (sampling y(0))

3.3. Interpretacion geométrica de las ecuaciones diferenciales

La interpretacion geométrica de las ecuaciones diferenciales, recordemos de nuestro

curso de célculo diferencial que la derivada y” es el dngulo de la funcién tangente

19 )
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y(x) en el punto (x,y(x)) en el plano (x,y), de esta manera que la ecuacién diferencial

escalar y'= f(x,y) se define:

(6, y) = f(x,y)
La curva de solucién es una curva explicita y=¢(x), cuya pendiente ¢'(x) coincide
con la pendiente prescrita por el campo en el punto (x,p(x)). El campo de
pendientes permite observar el efecto de las soluciones. Son isdclinas (pendientes

constantes) que dibujan la forma de las soluciones. EIl campo de pendientes es

posible graficarlo con apoyo del software Mathematica 9 o Winplot.

El término isoclina deriva del concepto griego "misma pendiente." Para una ecuacién
diferencial ordinaria de primer orden las iséclinas son curvas que atraviesan
segmentos de pendientes idénticas. Las Iséclinas pueden ser utilizadas como un

método grafico de la solucién de una ecuacién diferencial ordinaria.

El término también se utiliza para referirse a los puntos en los mapas del mundo que
tiene inclinaciones magnéticos idénticos dentro de un diagrama de flujo del campo

vectorial.

Un diagrama de fase de un acceso al sistema dinamico de pesca abierto incluye
dindmica bioldgica (iséclina azul) y las dinamicas econémicas (isoclina roja). El
primero representa el crecimiento biolégico por una ecuaciéon de crecimiento
logistico, mientras que el crecimiento del esfuerzo de pesca es proporcional a la

renta obtenida.

La terna (t,y,y’) determina la direccién de una recta que pasa por el punto (t,y). El
conjunto de los segmentos de estas rectas es representado geométricamente por un

campo de direccion.

. . ., 2 . .,
Por ejemplo el campo de direccién para y'=x"—4 sugiere las curvas de solucion.
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Archivo Ecua Ver Btns Una Dos Anim Misc
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.

3.4. Ecuaciones de variable separables

Partimos de una EDO de primer orden donde su solucién pasa por la condicion de

. . . d
que fes integrable, basta con integrar ambos miembros con respecto a x, d—y=f(x)
x

y asi se obtiene la solucién general

@ _
=/

y=[f@)dx+ec
Mas general, toda ecuacién de primer orden % = f(x,y) en la que y’ pueda

expresarse como producto de dos funciones, una que depende solo de la variable x,

y otra solo de la variable y, esto es, de la forma

dy _g(x)
dx  h(y)

Para resolver se multiplica ambos miembros por h(x) para obtener
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d
h(»)=E = g(x)
dx
Se observa que si y= f(x) es una solucion de esta Gltima ecuacion, entonces

h(f (X)) f'(x) = g(x)

Por lo que al integrar se obtendra

[ f (x)dx= [ gx)dx+c

Pero como dy = f'(x)dx, entonces se puede reescribir asi

[r»dy=[g)dr+e

. : : . dy _ 8(x)
El razonamiento anterior no sugiere un método para resolver —=>-"-—=
dx  h(y)
Ejemplo: Resolver por método de separacion de funciones % =y —4
X

Solucion:

i, - 1 .
Escribimos la ecuacién de la forma . dy = dx , descomponemos una funcién
+y

racional en fracciones parciales
1
—4+y’ B
1 _ A N B
(2+y)2+y) 2+y 2+y
1=2+y)A+(2+y)B
1=2A—2B+y(A+ B)

Por lo tanto se forma el sistema de ecuaciones
1=2A-2B
0=A+B
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00l
4
01 -+
4

A=—

4
B=-1
4

Por lo tanto
r 1 3 1
—4+y2 4(-2+y) 4Q2+y)

De esta manera queda
& @

dx _ __dx _
L ey e=l

Nota: si el logaritmo no especifica base nos referimos al Logaritmo natural “In”.

%log(2— y)—%log(y+2) =X+cC
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20

15

10

e4(x+c)
e4(x+c)
1

0s

e4(x+c) +-l

1)
1
y' -4

2014
-

log(

Campo de direccional formado por iséclinas para

dy

Sample solution family:

y+2
y+2
y+2

dx
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Ejemplo: Resolver por variables separables y'=

Solucién por variables separables

Q_ x2y2

dx  3-x

dy

— 2

dx _ X

)’2 3—x?
dy

—l—J. X dx
y V3-x*
2
Para J‘ﬁdx sustituimos

54

ng—

0

-1 V3

x=+/3 sen(u)

dx =3 cos(u)du

J3-x2 = \/3— 3sen®(u) = \/3(1— sen*(u)) = N[3+Jcos?(u) = /3 cosu
L, X
u=sen (\/g)
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J-x2 3cos(u)du _[ 3sen’ (u)N/3 cos(u)du B
\/gcos(u) B \/gcos(u) B

3 sen”(u)du =

Entonces
3.[ sen”(u)du =

Usando la férmula sen®(u) = %—%cos(Zu)du

1 x?
- d
y J‘\/3—x2 *

1 11
—— =3[ (== =cos2u))d
S j(z - cos(2u)du
_l 3

=— Jdu - éJcos(Zu)du

)1) ; Jdu - —Jcos(Zu)Z du

1 3
= Eu—zjcos(2u)2du

y

1 3 3
——=—u——sen(u)+c
2 4

Sustituyendo u = sen” (%)

—i ; (\/—) —sen(2sen (\/—)+c
13 , x 1 —
—;—Esen (\/5) 2xxl3 X" +c

2

y =
—3sen” (j%) +xv3+x°

También podemos emplear la formula de integracién

2
u a u
:——\/a —u’ +7sen ( )+c
a

- 26 )
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Se obtiene la misma solucién

S cen™ V3-x*+¢

—sen (i)—lx
2 NE)

., X
Entonces la solucion de y':iy2 es
3—x
Sample solution family:
Im{y)
05 oo IS TH TR Y
-1
-2 (sampling y(0))

2

—3sen” (%) + xv3+x?

y:

Grafica de isoclinas con WinPlot

) sinnombre2 = 1=l
Archivo Ecua Ver Btns Una Dos Anim Misc
v/dx = x~2y~2/ (sqrt (3-x~2)) * Fyobor
e R S U S B
|t //3—_:// fo
[ e e B
[ A S A
A i A A
A A A
f//-—'l—_:-—'//f
f =
S — — N
-4 -3 2 1o _ | _,i,,é 3 4 |
f ST
| /=1 =- /|
V==
[ A VA |
A S A
(A RO A
[ A A
[ VA VA B
1 I i /s = AR i I

3.5. Aplicaciones de las ecuaciones diferenciales

Es concreto y perceptible la extension de los sentidos a través de las matemdticas, sus

abstracciones han adquirido tal objetividad mediante la tecnologia que las emplea,
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que ha logrado que sus objetos ideales parezcan tan reales como los materiales. Las

ecuaciones diferenciales por ejemplo, hacen de la biologia de sistemas la posibilidad
de hacer observaciones menos ingenuas sobre su dindmica’. Las etapas del
modelado comienzan con definir la utilidad del modelo, en términos de entrada
(excitacion) y salida (respuesta), generalmente se redibuja como bloques de variables
sobre un fenomeno causal, llamese temperatura, metabolismo, voltaje, etc.

Debemos construir mediante una ecuacién las relaciones matematicas de las
variables de entrada y salida. Normalmente la variable dependiente es la salida y la
independiente la entrada. Es decir, las variables naturales como amortiguamiento,
viscoso, el tiempo t son variables independientes. Por ejemplo, para el movimiento
de una particula, la posicion, la velocidad y la aceleracion en un instante t, son

variables naturales.

Los modelos de leyes naturales por lo general incluyen constantes, que deben ser
parte del modelo, podemos definirlo como un proceso natural en funcién de un
sistema de estados (sistema dinamico); los estados son los valores que toma el
sistema. Debemos ademas validar el modelo, al conocer el lenguaje en términos de
conceptos que explican y describen lo que gobierna a un sistema, es la
fenomenologia del mismo, es confiar en la predictibilidad del comportamiento de un
sistema, dentro de un intervalo de validez, de este proceso de modelado de

ecuaciones diferenciales han surgido miles de aplicaciones cientificas y tecnolégicas.

Aplicaciones cientificas y tecnolégicas

El hecho de tener entidades que se relacionan o sistema fisico, nos permite

representarlo de manera numérica mediante un modelo. Un modelo tiene como una
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de las finalidades el pronosticar en el tiempo el comportamiento de estructuras

complejas.
Uno de los sistemas importantes es el sistema mecanico, donde la fuerza, el
desplazamiento y la velocidad son variables que forman parte de la segunda ley de

Newton.

Segunda ley de Newton del movimiento:
Siempre que una fuerza no equilibrada actie sobre un cuerpo, se produce una
aceleracion en la direccion de la fuerza que es directamente proporcional a la fuerza

e inversamente proporcional a la masa del cuerpo, que se expresa mediante la

ZFzma

donde a es la aceleracion que depende del tiempo a(t).

ecuacion:

En el curso anterior de Andlisis Derivativo de Funciones® se vio el significado fisico
. . s . dx
de la derivada del vector posicion el cual representa la velocidad, esto es —=v

donde x representa el vector posicion que depende del tiempo x(t), también se vio

. . . . dv .
que la derivada de la velocidad respecto del tiempo es la aceleracion — =a , o bien
@°x(® " aplicando lo anterior, este principio puede ser representado de la siguiente

azc 2P / principio p p 8
manera’:

_dx()
ZF_m dt

la cual expresa que la suma de todas las fuerzas Y F que actian sobre una masa m es

d?x(t)
dt?

igual al producto de su masa m por la aceleracion

La segunda ley de Newton permite analizar situaciones dindmicas como la que se

muestra a continuacion.
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Resorte de amortiguamiento®

Considere la masa m de un bloque colocada sobre una superficie horizontal unida a
una pared con un resorte, y sobre la cual se ejerce una fuerza exterior F(t).

El resorte ejerce una fuerza en sentido contrario al desplazamiento, que puede
suponerse proporcional a la elongacion con constante de proporcionalidad k.

La fuerza normal (N) es igual y de sentido opuesto al peso (w=mg), por lo que la
fuerza final en la direccion vertical es cero.

En el sentido horizontal y debido al rozamiento la fuerza de friccion, fi, = wN
donde py, es el coeficiente de fricciéon cinética, la masa m en contacto con la
superficie genera dicha fuerza opuesta al desplazamiento, que puede suponerse
proporcional a la velocidad, con constante de proporcionalidad b.

Aplicando la ley de Newton antes descrita tenemos:

dx o = d?x(t)
dat T M e

F(t)—b

Dado que se conoce la fuerza aplicada F(t), y las condiciones iniciales, es decir la
posicion y la velocidad, entonces puede determinarse la posicién x(t) en cualquier
instante. Las derivadas sucesivas nos permiten encontrar la velocidad y la

aceleracion.

Este sistema puede representarse con el siguiente diagrama
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N x(t)

m >F(t)

fie ——

Resorte de amortiguamiento

Una especie de microorganismos en competencia

Este modelo de competencia entre microorganismos de una especie cuyo
crecimiento depende solamente de un solo nutriente; el cual es agregado a una
velocidad constante a través del conducto de entrada del recipiente de crecimiento,
o quimiostato, es un buen ejemplo donde se observa la transiciéon de ecuaciones
escalares diferenciales en un sistema que involucra un sistema de dos ecuaciones,
que pueden ser reducidas a una’. Este modelo fue planteado por el Biélogo Monod
en 1950.

El quimiostato es un equipo de cultivo continuo que consiste de un recipiente con
una entrada y una salida, donde a los microorganismos se les agrega un medio de
cultivo fresco a velocidad constante (v) .

Por la salida del recipiente el contenido del cultivo de microorganismos es vaciado

a la misma velocidad (v) de manera que el volumen (V) permanece constante.'

Un diagrama esquematico se presenta en la figura siguiente:
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ENTRADA

RECIPIENTE DE CRECIMIENTO SALIDA

Esquema del quimiostato

Para derivar el modelo de Monod, C; denotard la concentracion del nutriente de
crecimiento limitado en el medio de cultivo de entrada, C(t) denotarda la
concentracion del nutriente en el tiempo t vy x(t) el organismo en el recipiente de
crecimiento en el tiempo t. Si se establecen las condiciones del quimiostato sin
organismos presentes, entonces C(t) satisface la siguiente ecuacion:

C'=D(C.C) (1)
donde D=v/V (la velocidad de bombeado dividida por el volumen)

la velocidad per cédpita a la cual el organismo es capaz de absorber el nutriente

cuando la concentracion del nutriente esta al nivel C es representada por la funcién

p(C).

Modificando C' = D(C,.C ), para tomar en cuenta la toma de nutrientes, nos da
C'=D(C,.C)- p(C)x (2)
La velocidad de cambio de la concentracion de organismos esta dada por

x' = p(C)x - Dx (3)
A fin de reducir el modelo a una simple ecuacién, las ecuaciones (2) y (3) se suman

para obtener

- 32 )
CONALEP MICHOACAN



[ECUACION DIFERENCIAL]

(C+x)'= D(C,.C)-p(C)x + p(C)x - Dx = D(C;- (C+x))

la cual nos da

Ct) =x(t)-C,,(Cy+x,-C)e™ (4)

La velocidad exponencial de convergencia de C(t) + x(t) para el limite C, provee la
justificacion —para considerar solamente las condiciones iniciales (C,, x,) con C, +
X, - C.. Considerando el comportamiento asintético de las soluciones de (2)-(3)
cuando t - o y las condiciones iniciales de x, donde 0< x,<C, se obtiene el

modelo reducido:

x'= (p(C;- x) - D)x (5)

En el Laboratorio se han encontrado resultados interesantes, tales como el caso de la
funcion de toma de nutrientes, p(C), con un crecimiento monétono y un limite
superior que toma la forma comin p(C)=v,C(a+C); donde v, >0 es la velocidad

maxima de absorcién y a>0 es la constante de saturacion media.
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3.6. Notacion sigma

Notacién sigma, surge como resultado practico de expresar sumas. El simbolo griego
d ‘I‘I ’ .
en mayusculas para letras s, z denota suma''. Su estructura la componen el indice

i que indica el comienzo de la suma en my el limite n donde termina la suma, su

ventaja radica en compactar, por ejemplo
b, =b+b,+b,+b +b +b +..+b,
3
NiP=T+2"+3
i=1
Donde m y n son enteros, m<n.

Reglas algebraicas para las sumas finitas, donde k es una constante.

i(a +bl.):zn:ai+2b
i(a,—bi):iai—ib

Una famosa demostracién sobre el nimero mas grande que se puede expresar, fue
realizada por Karl Friedrich Gauss, la anécdota histérica dice que Gauss en su
infancia aprendi6 a leer solo, que a los tres afios le corrigié un error aritmético a su

padre'’, en palabras del historiador Hayes:

En 1784, tras su séptimo cumpleanos, el pequeno entr6 en una escuela
publica de educacion primaria donde las clases las impartia un profesor
llamado Biittner. La escuela estaba ubicada en una habitacién sombria, de
techo bajo, suelo desigual, ... donde cerca de un centenar de pupilos de
Biittner iban y venian. El profesor imponia una disciplina rigida y nadie
podia llevarle la contraria. En esta escuela, que seguia el patron de la Edad
Media, Gauss llevaba dos afios como alumno sin provocar ningin incidente
resenable.

El primer dia que Gauss asisti6 a la clase de Aritmética, en la que habia

ninos de hasta 15 anos, ocurrié un incidente que Gauss solia contar ya
anciano para el deleite de sus contertulios. Cuando el profesor proponia un
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problema, el alumno que acababa el primero tenia que llevar su pizarrita
hasta la mesa del profesor. El seqgundo que lo lograra colocaba la suya
encima, y asi sucesivamente. El primer dia que el joven Gauss entré en
clase, el profesor Biittner, a viva voz, estaba dictando un problema de
aritmética para sus alumnos. Justo al acabar de dictar el problema, Gauss
coloc6 su pizarrita sobre la mesa del profesor, quien con absoluta
seguridad afirmé: “Debe estar mal.” Mientras, el resto de los alumnos
continuaron con su tarea (contando, multiplicando, y sumando). Biittner
recorria la clase observando a sus alumnos con una mirada irdnica, casi
compasiva, hacia sus alumnos. Solo un nifnio estaba sentado, callado, con
su tarea ya finalizada, consciente de que la habia resuelto correctamente y
que su resultado era el tinico posible.

Al final de la clase, el profesor dio por acabado el examen y volvio las
pizarras hacia arriba. La primera, la del joven Gauss, solo contenia un
niimero. Cuando Biittner lo leyo, para su sorpresa y la de todos los
presentes, resulto que la respuesta del joven Gauss era correcta. Muchos de
sus companeros, sin embargo, habian obtenido una respuesta errénea.
Sartorius no nos dice qué problema de aritmética era, ni hace mencion a
la suma aritmética de los niimeros 1 al 100.

Johann Carl Friedrich Gauss."

Se especula que la serie de los 100 ndmeros, el nino prodigio Gauss, se dio cuenta
de que 1+ 100, 2 + 99, 3 + 98, etc., todos suman 101, y que hay 50 de estos pares,
resultando 50 x 101 = 5050. La formula mds general para la suma aritmética de 1 al

nesn(n+1)/2.

- 35 - )
CONALEP MICHOACAN



[ECUACION DIFERENCIAL]

Yi=1+2+43+4+...+n= n(n2+1)
i=1

Se estructura las series ascendente y descendente de la suma:
YX=142+3+4+..+(n—D+n
Y=n+n-D+.+4+3+2+1
se suman ambas expresiones:
2 =(m+D+n+D)+m+D+n+D)+..+(n+1)
_n(n+1)
=75

De esta manera se generan las reglas:

o . nn+l)
2175

o .o n(n+)(2n+1)
2=

\ 3 n(n+1) 2_1 2 2
21 —I:—z } —4n (n+1)

Para los siguientes ejemplos aplique las reglas dadas para resolver los problemas.

" N2
Ejemplo: calcule limzé[(ij +1}

no=tTin|\ n
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el R g n

. 3 n(n+1)(2n+1)) 3 }
lim — —
noe| \ 1 6 n
il (2 (n+1) (2n+1) +3}
=\ 2n

lim lo(1+—)(2+—))+3}
n—e| \ 2 n n

:10102+3:4
2

Ejemplo: Calcule el valor de las sumatorias

a) Y (3i-2) 2. (Gi=2)=(3(#)=2)+(3(5)-2)+(3(6)~2)+ (3(71) -2+ (3(8) - 2) =
2(31'—2): 10+13+16+19+22 =280

b) > (5)" N (5" =5"+5"+5*+5° =3900

c)

2= 2D ==

Y1y = 2 (1"=0

Y1y = 2D ==

3 -1y = 2(D"=0
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3.7. Calculo del limite de una sumatoria

CL1(iY STEAY 1 i
a) lim ) —| — lim ) —| — | =lim| 5— |=lim| — |=
n%miz_:‘n(nj new;n(n) neoo|:n2 n n—oo n3
.2
hm{%}:lim{n(n+1)(2n+1)L}:

n—e 6 n’

lim[(n+ 1)(22n+ 1)} _
6n

lliml:(n +1)2n+ 1)} _

2
n

1.. [1+2n+2(n+1)
m =
2n
1. | 14+2n+2(n+1)
—Ilim =
12 n—

n

Usando L'Haspital y recuerde que el
[imite de una constante es la misma

constante
d[1+2n+2(n+1)]
—lim dn ~Liim2_
12 n>e dn 12 n>= 1
dn

. [(n+1)(2n+1)} 1
lim > |==

n—e 6n 3

] B
n - n 7 2
b) limz@ lim Y ’; pim D
=1

e 4p’

n—oco
n—>o0 7 n i=

2
fim D _
noe 4n

1 +1)°
Lim 2t _
n—o0 n

Usando L'Haspital

— 38 - )
CONALEP MICHOACAN



[ECUACION DIFERENCIAL]

2
1 g™ 1 2a4m)
—lim =—lim =
e dy 4o 2n
dn

. 1+2n+5n°
lim———=
n—o n

1.. 1+2n+5n°
—111’11—2 =
Nn—>o0 n

Usando L"Haspital

££1+2n+5n2

—lim 4 =
4 n—oo d 2
—n

dn

llim(5+l)=
4 noe n

l(5+lim—1-)
4 n—e
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&2 (2 2i n ol (2 2i
d) lim» = (—) +5(—) = li ol (_) +5(_) —
n—)oo;n|: n n ngggn n n

lim 20+n)2+7n) _

n—eo n 2

2 lim LW +Tn) _

n—oeo n2

4 A m@+Tn)
: n _
2lim i,
—nNn
dn
21im2+7n+7(1+n) _

n—o0 n

hm2+7n+7(1+n):

n—eo n

i2+7n+7(1+n)

lim 42 7 =14

—n
dn
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3.8. Sumas e Integral de Riemann

Bernhard Riemann 1826-1866'

El padre de Bernhard Riemann, Friedrich Bernhard Riemann, fue un ministro
luterano. Friedrich Riemann se casé con Charlotte Ebell cuando él estaba en su edad
madura. Bernhard era el segundo de sus seis hijos, dos nifos y cuatro nifas.
Friedrich Riemann actu6 como maestro de sus hijos, y fue profesor Bernhard hasta

que tenia diez anos.

En 1840 Bernhard entré directamente en la tercera clase en el Liceo de Hannover.
Mientras que en el Liceo vivié con su abuela, pero, en 1842, su abuela muri6 y
Bernhard se trasladé a la Johanneum Gymnasium en Liineburg. Bernhard parece
haber sido bueno, pero no excepcional, alumno que trabajé duro en los temas
clasicos como el hebreo y teologia. Mostré especial interés en las matematicas vy el
director del Gimnasio dej6 a estudiar a Bernhard un texto de matematica de su
propia biblioteca, fue el libro de Bernhard Legendre en teoria de los nimeros y

Riemann lee el libro de 900 paginas en seis dias.

En la primavera de 1846 Riemann se matriculé en la Universidad de Géttingen. Su
padre le habia animado a estudiar teologia y por lo que entré en la facultad de

teologia. Sin embargo, él asistié a algunas clases de matematicas y le pregunto6 a su
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padre si podia transferirlo a la facultad de filosofia para que pudiera estudiar

matematicas. Riemann fue siempre muy cercano a su familia, solicitud que fue
concedida, sin embargo, y Riemann luego tomé cursos de matematicas con Moritz

Stern y Gauss.

Puede pensarse que Riemann estaba en el lugar adecuado para estudiar matematicas
en Gottingen, pero en este momento la Universidad de Goéttingen era un lugar
bastante pobre para las matematicas. Gauss solo estaba dando cursos elementales y
no hay evidencia de que en este momento se reconocio el genio de Riemann. Stern,
sin embargo, sin duda se dio cuenta de que tenia un estudiante notable y mas tarde

describié a Riemann en este momento diciendo que”:
" H ; ; At ”
... ya cantaba como un canario. Modelado de circuitos eléctricos.

Dado un intervalo cerrado [a,b] donde existe f(x), se parte en puntos

a<x <x,<..<x,_ <b, donde se indican las longitudes de los intervalos iguales
entre los puntos denotados por Ax,,Ax,,Ax,,...,Ax,. Para los puntos arbitrarios x; se

da un indice con el ndmero entero positivo k:
n
2 f()AY,
k=1
Se llama suma de Reimann para una funcién f(x).
Si el limite de la suma de Reimann existe se le conoce como integral de Reimann

para el intervalo [ab]. Las dreas bajo la curva son la suma de rectangulos

infinitesimal.

fim > foxax, = [ fnds

42 )
CONALEP MICHOACAN



[ECUACION DIFERENCIAL]

b
La integral jf(x)dx representa el drea bajo la curva exacta entre a y b. Esta se le

a

llama integral definida.

Ejemplo: dada la f(x)=x"-6x calcule el area aproximada con 6 rectiangulos vy el

area exacta entre a=0y b=3.
lim) (x; —6x,)Ax =
n—eo =l

Solucion:

Area aproximada

Ax =

b—a 3-(0) 3
n

3_1
n n 6 2

if(xk)szf(.S)Ax+f(l O)Ax+ f(1.5)Ax+ f(2)Ax+ f(2.5)Ax + f(3)Ax

k=1

6
Zf(xk)Ax = %(—2.875 -5-5.625-4+0.625+9)
k=1

Y f(x)Ax=-3.9375

k=1

Area exacta

x?-6x

Estimated Area = —3.9375

Actual Area = -6.75
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3k

Ax, ==
n

Entonces:

-3 ))-

-t 2352 o[ 2 )-

= lim )Z[£k3——k]—
n

n—>o0 k=1

i | 813 [k ]——Z[k]}

”_>°°”k1 n e

~ lim ﬂGn (n+1y )]—ﬁ(”(””)

n—oo 2

i B )21 1))
ne| 4 n 2 n

E—27——6 75

4

Observe que el drea representada son la suma de los rectangulos por encima del eje

x menos la suma de los rectangulos que estan por debajo.

Ejemplo: dada la f(x)=x*-3x"+1 calcule el drea aproximada con 10 rectdngulos y

el area exacta entre a=0 y b=5.

lim) (x=3x] +DAx =
n—oo0 k=1

Solucion:

Area aproximada
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Ax:b—a_S—(O)_g_i 1
n n n 10 2

X F(x) S(x)Ax
0 1 0.5
1/2 5/16 0.15625
1 -1 -0.5
3/2 -11/16 -0.34375
2 5 2.5
5/2 341/16 10.65625
3 55 27.5
7/2 1829/16 57.15625
4 209 104.5
9/2 5605/16 175.15625
5 551 275.5
> 652.7811
2 flx)Ax

Solucidn area exacta:

limi f(%)Ax =
k=1 n

n—o0 &

& LSk (5) s (SkY Sk, (5

im0 J=im S (5] 3 )-
n 4 2

lim )" {6254’( -k +1}(§):

n—ee 4= n n n

5\ & 625k & 75k L
lim(—)[ — + 1:| =
me\n )5 n' Z‘ n’ Z‘
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n 4 n 2 n

hm(g){z 5k _§ 75k +21}:
n k=1

k=1 n k=1

nms[@(in(nﬂ)(znﬂ)(sn +3n- 1)) (”(”Jrl)(zn“)j }_
n I’l

n—eq 6
lim 625((n+1)(2n+1)(3n +3n-1))- 215((“1)(2“1)) }:
lim 625(6n +15n° +10n" - 1) - 73(2n2+3n+1)+5}=
noe| 6n 6n
}122_(625—22? 331}1225 3125) (125—%—2)%} 625-125+5 = 505
xo3x? 4
500 F
4005—
3005—
200F /
100 | A//
0 EE ‘ 3 4 5

5
jo (x* =3x> +1)dx = 505

- 46 )
CONALEP MICHOACAN



[ECUACION DIFERENCIAL]

3.9. Propiedades de la integral definida

Las propiedades de la integral definida proceden de la definicién de limite de sumas

de Reimann.

[ fende=—[ oo

jf(x)dx =0

_Tcdx = c(b—a)

a

j[f(x)+ g(x)dx = jf(x)dx + jig(x)dx
j [£()=g()jdx = jf (x)dx - jg(x)dx

ch(x)dx =cj.f(x)dx

a

3.10. Aplicacién del teorema fundamental del cédlculo

El teorema que vincula el célculo diferencial e integral es conocido como teorema
fundamental del cdlculo. El problema de la tangente a la curva y el problema del
area bajo la curva, Isaac Barrrow (1630-1677) percibié por geometria dicha relacion
como un proceso reversible entre diferenciacion e integracion, esto sistematizo el

calculo mediante tablas de integracién.
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Isaac Barrow'.

Primer teorema fundamental del calculo infinitesimal: Dada una f(x) continua sobre

un intervalo [a,b], definimos F(x) sobre [a,b] por
Fx)= [ f(t)dr a<x<b

Entonces F(x) es derivable y F'(x)= f(x); donde f(x) es la funcién primitiva.

Ejemplos:

jﬁdt = F'(x)=x’
0

Jsen(t)dt = F'(x)=sen(e’)e’ 3
0

Segundo teorema fundamental del cdlculo infinitesimal: Dada una f(x) continua en

un intervalo [a,b], y sea F(x) cualquier funcién primitiva de f(x), entonces:

: d
l’ fd=—[(x)
%Jf(t)dt=f(x) si. F'(x)=f(x)

[ fdx=F®)~Fa)
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[ f)=F®)+ Fa)

De la siguiente expresién podemos deducir que todas las férmulas y métodos de

integracion hasta aqui estudiados se aplican, cambia el paso de la evaluacién de la

resta de los limites superior b e inferior a.

[ f(x)dx=F(x)L, = F(b)- F(a)

3.11. Calculo de integrales definidas por métodos

Evalde las siguientes integrales definidas con los métodos de integracion ya

estudiados.
5 6 5 ¥
a) Lx dx J_1x6 dx = 7]51 = 1826
Visual representation of the integral:
14000
12000
10000
8OO0
6000
4000
2000
=] 1 2 3 4 5
n . ﬂ . 7[
b) jo sin(x)dx jo sin(x)dx = —cos(x)IF =2
1ok
08+
06 F
04
02
():S 1 70 ‘.|5 2?0 215 3{[]
5[5 5 5 116 : 2
o [N +2dr [N +2de= SN2k | < i N 421 = 66,5666
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Visual representation of the integral:

s\B 2 8 22
Q\S © © ©
T T T

35 40 45 50

Funcién hipergeométrica
d) j33Vx5+2dx j33Vx5+2dx =11=0
e) Ioﬂx sen(x)dx = _[Onx sen(x)dx =

método por partesJ. fdg= fg— Igdf
f=x, dg=sen(x)dx
df=dx, g=-cos(x):

=-XCOS(X)+ I cos(x)dx

= —xcos(x)+ sen(x)])" =31

Visual representation of the integral:

st

\/ 8 i

H jj In(x)dx =

J.OS In(x)dx =

método por partesJ. fdg= fg— jga’f
f=In(x), dg=dx

df= 1 dx, g=x:
X

=xIn(x) - Jldx
= xIn(x) -x]; =5In(5)— 1= 3.04719
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Visual representation of the integral:

-18

g) ij%x dx =

ngzex dx =

7

método por paﬂesj. fdg= fg— J. gdf

f=x>, dg=e'dx

df=2xdx, g=e’:

=e*x? - 2J.exxdx

método por partes otra VCZJ fdg=fg— J. gdf

f=x, dg=e'dx

df=dx, g=e":

ij%x dx= —2e"x+e x> + 2Jex dx
9 2 x x x_ 2 X

Lx edx=—2e'x+e'x" + 2e

J‘9 20" dx =¢* 2\19 _ 7 2 _
JXedx=e (2-2x+x7)]; =€ (65¢” —37)= 486125

Visual representation of the integral:

800000 ¢
600000 |
400000

200000 £

-
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6
h) Jsen(x) e*dx =

6
J.sen(x) e*dx =
1

usando la formula
e™ (=P cos(Bx)+ asen(Bx))
o’ + B’

J.e‘“sen( Bx)dx =

= %ex(—cos(x)+ sen(x))] =

= %e7(—sen(7) +cos(7)+e’(sen(—cos(9))) = 5414.34

Visual representation of the integral:
4000 |
3000 b

2000 t

1000 |
Py

3
i) ,[05 sen®(x)dx

3
J.OE' sen’(x)dx =

3
J.?[l - lcos(2x)}dx =
012 2

107 107
5-[0 1dX—ZJO cos(2x)2 dx =

3r 3r

5 cnn? _x_1 5
_[O sen”(x)dx = 5 4sen(Zx)]O =

3T
jOS sen®(x)dx = i(sxh 0-245 + 247{) ~1.08942

80

Visual representation of the integral:
10

0.8 \
0.6
04

02

05 10 1.5 20
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3 x>

D

X =
2(4x2+9)

3 %

: (4)(2 + 9)

3/2 X=

u=x>,  du=2xdx:
1 u

— u
2j(9+4u)3/2
s=9+4u; ds=4du:
T1¢-9+s

T8 4" °=

g Y
8 457 4fs |

= 9-|.1ds+l ids

32092 320
_9 ¥,
16v/s 16
9 Jo+4u
= + +c
16J9+4y 16
9 V9 + 4x? 9+ 2x?
= + +c=
1679+ 4x 16 89+ 4x
3 X 9+2x* , 17 9

—dX::— [ —
2(4X2+9)3/2 8V9+4x’ > 40 g5
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k) J;x3\/9—x2dx= ij3\/9—x2dx:
u=x*  du=2xdx
:%J.\/9—u2udu:
s=9—u; ds=-du

= %J.(—9+s)\/;ds =

1J.(—9 s+5s7)ds =

—%J.\/;ds+%js3/2ds =

5/2
—+c=

=357 +
s=9+u:

=-39+u)"” + %(9— u)

5/2+C:

u=X
:—3(9_X2)3/2+%(9 X2)5/2+C:
-162 162
:__9 X23/26+X2 3:0_—:_
(9= x)"2(6+ x*)F =
| 40; '|
l'. 1!\:. nl'
0 —34,146
4 -2 E 2 &
=20
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9 x°
| X =
) -[2 X+1
.:' " " i (l) " " " g
ntegral: £ + log(%) = 32.704
Riemann sum: 30.3397
AAAAAA 2.36423
9 2 9 2
m) [——dx= [——dx=
o (x+1) o (x+1)
x° A B C
3 1 + 2 + 3=
CAHD™ T (14x) (14x)
=1+ x’A+(1+x)B+C
X’ =A+x’A+B+x(2A+B)+C
0=A+B+C
0=2A+8B
1=A
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019 +

005+

integral: log(10) - 2 ~ 0997585

200
Riemann sum: 0.952936

error: 0.0446495
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Caja de texto: Férmulas de integracion

INTEGRAL INDEFINIDA

Donde ¢ es una constante arbitraria

Método de sustitucion

[ Fetng ydx = [ fu)du

Integracion por partes

[rogode= [ fng)- [ g0 f (x)dx

Integrales de funciones racionales e irracionales

n+l

X
.[x"dx = +c

n+1

J-ldx = In|x‘ +c
X

chx=0x+c
) J s dx = arctanx + ¢
X 1+x
'[xdx:7+c

1
dx = arcsenx+c
x° '|’\/1+x2
3

Integrales de funciones trigonométricas

1
J-senzxdx = E(X — Sen xcosx)+c

__ 1
Jsenxdx cosx+c Icoszxdx=5(X+S€HXC05x)+C

Jcosxdx: senx+c N
Jtan xdx=tanx—x+c

'[tanxdx= In|secx|+c )
Jsec xdx=tanx+c

J-secxdx = In‘tanx+secx| +c
Jsenhxdx =coshx+c

Jcoshdx =sinhx+c¢

- 57 - )
CONALEP MICHOACAN



[ECUACION DIFERENCIAL]

Integrales de exponenciales y logaritmos

Iln xdx=xlnx—x+c

n+l n+l

Jx"lnxdx: a +c

nx-— 5
n+1 (n+1)
Jexdx:ex+c

X

., b
Jb dx_lnb

+c

Integrales de funciones irracionales

n+l

J(ax+b)ndx=(ax+b) +c¢ (para n#-1)

a(n+1)
J l_l_bdx:lln\ax+b|+c
ax a
[ x(ax+by dx = G DY=b by ve (para n#l, n#-2)

an+Dn+2)
J ibdxzf—%ln|ax+b|+c
ax a a
J b izln|ax+b‘+c
(ax+b) a’*(ax+Db)
J. al-nja=b —+ (para n#1, n#-2)
(ax+b) a *(n=1)(n-2)ax+b)

3-n 2—-n 2 1-n
_[ = 3( (ax+b) 2b(a+b) _b(ax+b) +c¢ (para n#1,2,3)
(ax+b) a n—3 n—2 n—1
J. lIn axth +c
a(ax+b) b X
1 ax+b
J > Xx=——+ 2[ +c
a (ax+b) bx b X
1 a 2 ax+b

J > =-a(— +————In +c
a(ax+b) b°(ax+b) ab°x b X

2 2

1 1 X
J dx =—arctg—+c
X +a a a
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Integrales de funciones exponenciales

CcX
e

Jxe” dx =—;
c

2
[xPe dx= (x——§+—)+k
C

C

1
Ix”ecx dx=—x"e" — —J-x” e dx+k
c

I—dx In|x| +2(

i=1 iof!

Ie“lnx dx = le”‘]n\x| +E (cx)+k
c

cxX

e
“sen(bx)dx =
Je sen(bx)dx e

(¢ sen(bx)—b cos(bx)+ k

cxX

Je” cos(bx)dx = 2e e (ccos(bx)—b sen(bx)+k
c

Je”sen" (x)dx = %() (¢ sen(bx)—n cos(bx)+ M JAe”sen”’2 (x) dx
c+n cc+n

2

Integral de funciones logaritmicas

'[In(cx)dx =xIn(cx)—x+k
J.In(ax +b)dx=xIn(ax+b)—x+ éIn(ax +b)+k
a

[ Un(x))? dx = x (In(x)* = 2x In(x)+ 2x + k
J(In(cx)z dx=x In(cx)" — nJ‘(In(cx))”’1 dx+k

dx by 1 dx
[——= —+——[———+k  (para n#1)
In(x)" (n—1)Un(x)) n—17 In(x)
Jx'"ln(x)dx = x’”“(ln(x) I S)+k (para n#1)
m+1 (m+1)
m n xm“’lln(x)” n m n—-1
Jx In(x)"dx = - Jx In(x)""dx+k (para n#1)
m+1 m+1

[UnCOY _ (nCor
X

(para n#1)
n+1
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.[ LLCDFNCICD) (para n+0)
X 2n
J-In(x)dx _ In(x) _— 1 —+k (para m#1)
X" (m—-Dx""  (m—-1)x"
J-(In(fnc))" Jre (In(JC))n_1 L J‘(In(x))”_ +k (para m#1)
X (I’I’l — I)Xm m—1 x"
.[ () dx = Un()™ +k  (para n#1)
X n+l
.[ ()" e )y (para n#0)
X 2n
'[In(x)dx _ In(x)" —— 12 —+ k (para n#0)
X" (m-Dx"" (m-1)"x"
| e In|In(x)| + k
xInx
J’ dx = 1 —+k (para n#1)
x(In(x)) (n=1(In(x))"
J.In(x2 +a’)dx=x In(x*+a’)—2x+2atan™ Sk
a
[ sentin(e))dx =7 (sen(in(x)~ cos(In(x)) + &
J.cos(ln(x))dx = %(sen(ln(x)) +cos(In(x))+k

Propiedades de los logaritmos
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f)log (a x b) =log a+log b
c c c

2log _ (§) =log_a—log b 11) log 1=0

(=] - > — 1
c c logb log b
1 a
4)log Va==<log a .
Sel e 19) log a = —se
b log b
5) 10g c=1 c
c
14 a)y — — b
8log ¢* =n )logc (b) logc (a)
c
log b
7)logmcn =:—n 15) @ "a — b
€ 1 El logaritmo natural se representa por In:
8) logcm c= na=log a donde e=2 715281828
Cuando la base es 10 no se la anota:
Ylog c=n 1 -
on og a= loga
10) lOc a" =#log a No existe Iogaritm-ode nimero -negativo:
bm b log_(negativo) — no eziste
Definicién de Logaritmo
Exponente Logaritmo
l Potencia Namero l
v v
a®=¢ = logc=b
a
Base de Base de
la potencia logaritmo
exp(z +y) = exp(z) - exp(y)
exp(z — y) = exp(z)/exp(y)
exp(—2) =

exp(z)

exp(0) =1

exp(log (x))=x

3.12. Problemario

1. Determinar el orden de la ecuacion diferencial
a) = = kr?
b) 522 + 102 + 50p = 140sen 50p

a? ay\°
c)—y—(—y) =x® —x

dx dx

5
d) 78437ﬁ=x

2. Comprueba que la funcién f(x) = e™>* + 3 es solucién de y' + 5y = 15
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en el intervalo (—oo, ).

3. Resuelve la ecuacion diferencial

2t
t2 —1

X = e —

c L
4. Muestra que y = —,x > 0 con C = constante es solucion general de
! —
yx=-y
5. Resolver la siguiente ecuacién diferencial:

dy y+3
dx x—4

.. . . 1 e e e e
6. Resolver la ecuacion diferencial y' + ~y =0con la condicién inicial:

y(1) =2

7. Calcular el valor de la sumatoria:
8
Z(Si —1)
i=5

8. Calcula el drea aproximada y de forma exacta entre 0y 7, de f(x) = x?, utiliza 7
rectangulos.

9. Evalda la integral

7
f x%dx
0

10. Evalta las siguientes integrales:
a) f_llx dx

b) fon cosx dx

c) fSS 2xVx2 + 1 dx
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3.13. Autoevaluacion

1. Comprobar que y = e** es solucion de

e 1 . ., . .
2. Verifica que h(x) = ~txes solucion de la ecuacion diferencial:

2 2

m__ = —=0
Y x2y+x

.. d?
3. Comprueba quey = ¢; cosx + c;senx es solucion de ﬁ +y=0
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4. Resuelve la ecuacién diferencial:
dy 2x+5
dx  y-—1

5. Calcula el valor de la sumatoria:

3

> e

i=1

6. Halla la solucién general de Z—z = 10x asi como su solucién particular cuando
y3) =1

7. Calcula el valor de la integral definida f_53 6 dx

8. Evalda la integral fos x?

9. Calcula fon cosx dx

10. Evalda f2cos® x dx

3.14. Soluciones del problemario

1.

a) Primer orden
b) Segundo orden
c) Segundo orden
d) Quinto orden
2.y=e 5 +3
3. Integrando

[x'= [etdt— [2—dt

t2-1
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x(t) = et —In|t? —1|+C

y' = —5e™>*  estas son continuas y derivables .. estin definidas en R
Sustituimos en y' + 5y = 15
(—=5e~5%) + 5(e~5* + 3) = 15
—5e7%* + 5¢75% + 15 =15
15=15

% f(x) es soluciéon de la ecuacién diferencial

4. despejando y' de: y'x= —y
Y
y x
c
y=:
y' = —x% sustituyendo
_¢
C %
x2 X
1
c _ I ..
—5= - es solucion.
5. Ya esta despejada y’
dy y+3
dx x—4

2= 0+9()

observe que la primera funcion depende de y , y la segunda de x - es

una ecuacion diferencial separable a que tiene la forma Z—i’ =f(x)gy)

1 d
agrupamaos (m) dy = ﬁ
integramos  In|y + 3| =In|x — 4|+ C

aplicando la funcién e a ambos miembros, recordemos que e se elimina con In
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plnly+3l — plnlx—al+c

y+3 = elnlr—tlpc
y+3=Clx—4|
y=Clx—4|-3

Solucién de la ecuacién diferencial en forma explicita.

6. y' + iy = 0 despejando y’

’ 1
— ¥ observe que es separable

y =
ldy ( 1)
ydx \ «x
1 1
—dy= ——dx
integrando fidy S f%dx
Inly| = —In|x| + C note que x>0
aplicando e elnlyl = plnlxI™gC

y = |x|71C note que e¢ = C

C .2 [P
Y=g solucion general en forma explicita

como Yy(1)=2 estoes (1,2)

_C
1]

c=2

2

=~ la solucion explicita particular es y = x|
X

7. Calcular el valor de la sumatoria:
bsGi—1D) =66 -D+ GG -D+ GO -D+ (5(8)-1)

=24+29+34+39=126

8. f(x) =x? limy_e Yoq XFAX

Area aproximada:
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Ay — _ _7_7_,
X = = _n_7_

Zf (e )bx = f(DAx + f(2)Ax + f(3)Ax + f(4)Ax + f(5)Ax + f(6)Ax + f(7)Ax
k=1

Zf(xk)Ax =1(1+4+9+ 16 + 25+ 36 +49) = 140
k=1

Area exacta:

A —7k
xk—n

Y r29()-

ngI |-

tim 7 Z l49kzl

343 ) 343 n(n+ 1)(2n+ 1)
lim z k?| = lim [n3 c =

n—-oo
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Y

Area exactay=xA2 de 0a 7

A=114.33 X

3.15. Soluciones de autoevaluacion

1 % + Z—z — 6y =
y = e?*
y' = 2e%
y" = 4e%*
sustituyendo 4e?* 4+ 2e%* — 6e?* =0
0=0
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2. h(x)=i+x
WO =241
x2
rn 2
h'(x) ==
i n_ 2 2 _
sustituyendo en : y 2yt =0
2 2(1+ )+2—O
PRI P x
2 2 2x 2_0
x3 x3 x?  x
2 2
—Z+Z=0
X X
0=0

= h(x) es solucion

3. y' = c¢y;senx —c,cosx

II

y" = —c; COSX — cpSen x
ituyendo en: 22 +y = 0
sustituyendo en: == +y =

(—cicosx —cysenx) +c;senx —cycosx =0

0=0

4. (y —1)dy = (2x + 5)dx

2
integrando tenemos y; —y = x% 4 5x + C esta es la forma implicita

multiplicando todo por 2 y completando cuadrados
y2 =2y +1=2x*+10x+ 2C

factorizando, despejando y y sacando raiz cuadrada

y = V2x%2 + 10x + 2C + 1 + 1 solucién en forma explicita dada en su forma general

5. %3 ,(3)'=3"+3%+3°=3+9+27=39
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6. 2~ 10x
dx
dy = 10x dx
integrando y = 5x% + C solucion general en forma explicita.

Dado que y(3) =1
1=45+C
—44 =C
por lo tanto la solucion particular explicita es:
y = 5x% — 44
7. [°,6dx = 6[(5) — (—3)] = 6[8] = 48

5
5 x3 125

8. [x?=— =—
0 30 3
A

9. J cosxdx=senxf=0-0=0

T 3 2
10. [Zcos® x dx =

3.16. Conclusion

Este fue un acercamiento a las ecuaciones diferenciales, vimos que pueden modelar
fenémenos en distintas dreas, como la biologia: que nos permite calcular la rapidez
de crecimiento de un cultivo; la fisica: en modelos en los que las variables
velocidad, aceleracion, corriente, voltaje, etc. intervienen; la aerondutica: definiendo
la relacion entre fuerza de sustentacion, velocidad, potencia, y muchas otras areas

mas, te invitamos a investigar otras areas de acciéon donde se aplican, y a seguir
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estudiando los diferentes métodos de resolucion para las ecuaciones diferenciales,

seglin sea su tipo.

URL’s
Tipos de ecuaciones diferenciales

http://eqworld.ipmnet.ru/en/methods/meth-ode.htm

Software libre WinPlot para graficar ecuaciones diferenciales

http://math.exeter.edu/rparris/winplot.html

http://www.youtube.com/watch?v=1T46tME7QDo

http://mazinger.sisib.uchile.cl/repositorio/ap/ciencias_quimicas_y_farmaceuticas/apm

at4d/09a.html

Simulador

http://demonstrations.wolfram.com/search.html?query=differential+equations

Revista CODEE sobre aplicaciones de las ecuaciones diferenciales

http://www.codee.org/library/articlesWolfram

http://mathworld.wolfram.com/DifferentialEquation.html

http://mathworld.wolfram.com/OrdinaryDifferential Equation.html

http://www.khanacademy.org/math/differential-equations/first-order-differential-

equations/differential-equations-intro/v/what-is-a-differential-equation

http://ocw.mit.edu/courses/mathematics/18-03sc-differential-equations-fall-2011/

http://ejde.math.txstate.edu

http://link.springer.com/journal/10625

http://hyperphysics.phy-astr.gsu.edu/hbase/de.html#deh

http://arxiv.org/list/math.AP/recent

http://www.ma.utexas.edu/mp_arc/

http://arxiv.org/list/math.NA/recent

http://www.sosmath.com/diffeq/diffeq.html

http://jacobi.fis.ucm.es/~pparanda/EDOs.html
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http://www.codee.org/library/projects/differential-equations-laboratory-workbook-1

http://ocw.mit.edu/courses/mathematics/18-03sc-differential-equations-fall-2011/unit-

i-first-order-differential-equations/first-order-autonomous-differential-equations/

http://mathinsight.org/solving single autonomous_differential _equations_graphical

Integral de Riemann

http://mathworld.wolfram.com/RiemannSum.htm]
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Capitulo 4:

Calculo de areas

8 00 GeoGebra
" A / )/ b. @ @ da‘v \ ABC| _az2 « @@
hd v v ‘v v v v N\ v % v 0 &
» Vista Algebraica » Vista Grafica
= Funcion F
9 f(x) =%
5 glx) =
@ h(x) = x
-1s 25
Entrada:| P @
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4. Calculo de areas

Sin profundizar en un andlisis matematico riguroso, se dice que la integral definida

es una integral que nos lleva a obtener un valor numérico especifico.

Es la integral definida la que nos permite obtener el valor de dreas, volimenes,
longitudes curvas y obtener el valor numérico de magnitudes, entre otras, tales como

la fuerza, velocidad, aceleracion’, etc.

La notacién de la integral definida es:

fbf(x) dx

a

La integral definida nos lleva a evaluar dicha integral dentro de un intervalo de la
variable de integracién, esto es, desde el valor x = a hasta el valor x = b. A dichos

valores se les conoce como limites de integracion.

La evaluacién de una integral se denota como sigue:

’ b
[ 10 =F@ ]2 =Fo) - F@

Esto nos indica que una vez obtenida la integral F(x), esta se evalta en el limite

superior y se le resta la evaluacién del limite inferior.

Una interpretacion de la integral definida®, es el drea delimitada por la curva de una

funcion, el eje x y los Iimites de integracién a y b.
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b

08
06 /
04
02
0 A B N
-0.2 0 02 0.4 0.6 0.8 1 1.2 14
-0.2

Veamos algunos ejemplos:

1.f25x3 dx

34112 4 = - 23

f . x3*175 %45 (5)* (2)* 625 16 609 1
x°dx = = = — = — —
, 274 T4 a4 a

5 1 5
f x3dx =152 - o f x3 dx = 152.25u?
2 4 2

2. foz(x2 +x+1)dx

fz(x2+x+1)dx—x—3+ﬁ+x 2 (2)3+(2)2+2 -(0+0+0)
0 3 2 0 \ 3 2

—8+4+2—8+4—20
32 3 3

2 20
f (xz+x+1)dx=?u2
0
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3. fnznsen x dx

21 21T
f senxdx = —cosx] = —cos2m — (—cosm) = —cos2m + cosT
T
Vi3

considerar que los angulos se dan en radianes

=—1-1=-2

2T
f sen x dx = —2 u?
T

4. f03 e?* dx

f?) 2xd _1f3 vd _1 17_1 2x]3
oe x—zoe v—ze —28 0

= Beﬁ] — Eeo] = E (403.42)] — E (1)] =201.71-0.5=201.21

3
f e?*dx = 201.21 u?
0

5. f110 x3Inx dx

Esta integral se lleva a cabo por el método de integracién por partes.

Sean u=Inx y dv=x3dx

. p dx x4
entonces du = — v=—
X Y 4

f iy d _x4l x“dx_x“l 1[ 3 _x“1 1 /x*
x*Inx dx =—-Inx 7y - anx—g | ¥dx=—pnx -2
x4 x4
3 — -
fx lnxdx—4lnx 16-+-C

Ahora evaluemos la integral en los Iimites de integracién indicados

S
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10 5 x4 x*] 10
f Inx dx = Zlnx——

16| 1
10* 10*
0= - [Fmi- 5

= [5756.4627 — 625] — [0 — 0.0625] = 5131.4627 + 0.0625 = 5131.5252

10
f x3Inx dx =5131.52 u?
1

e 5 ee-
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4.1. Con una funcion

El area confinada o limitada por la curva de una funcién continuay = f(x) en el

intervalo [a, b] , el eje x y las rectas x = a, x = b, se determina mediante la integral
definida:

b b
Areazf f(x)dx=f ydx

1. Obtener el area limitada por la funcién constante y = 2, el eje X en el intervalo
[1,4].

Para obtener el drea de esta region limitada, aplicamos integral definida a la funcién,

utilizando el intervalo como limites de integracion:

4

4 4 4
Area=ff(x)dx=fydx=f 2dx=2f dx
1 1 1 1

= 2] =29 - 2] =8 -2 = 6

Area = 6 u?

Como se aprecia en la figura, esta area es facil de calcular, utilizando la férmula para

el drea de un rectangulo:

A=bh=(3)(2)=6u?
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2. Obtener el area limitada por la funciéon y = gx, el eje X en el intervalo [0,3].

Para obtener el area de esta region limitada, aplicamos integral definida a la funcién,

utilizando el intervalo como limites de integracion:

A _f d_f3<2 )d _zfd_zng_ng
rea = 0f(x) x = . 3 X )dx = Ox *=3710= 3o

W

El drea delimitada, representa un tridngulo, su area en este caso, se puede determinar

mediante la férmula:

bh  (3)(2) 6 )
A=m = =5=3u

I A
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3. Obtener el area limitada por la funciéon y = x? + %, el eje X en el intervalo [—1,1].

Se trata de una parabola, desplazada positivamente en el eje Y.

-25 -2 -1.5

-0.5

1 1 1
Azf ydx=f (x2+—)dx
-1 1 2

R IR e e N R e

Il
Y

5
A=§u2 = 1.67 u?
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4. Obtener el area de la circunferencia de radio r

La ecuacion de la circunferencia es: x? + y? = r? siendo r? una constante.

Para obtener el area sombreada, integrar el primer cuadrante, con la funcién
despejada en y.

y = /12 — x2

T T
fydx=f\/r2—x2dx
0 0

Aplicando la férmula de integracién

2

f\/az—vzdv=g az—v2+a7arcsen (Z)+c

Tenemos que

fr\/rz—xzdx= X r2—x2+ﬁarcsen (x) r
. 2 2 0

r

r2—r2+ﬁarcsen (Z)—O—O
2 r

N =R

T'Z
= > arc sen'1

-9
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Recordemos que en célculo las unidades angulares se expresan en radianes, por lo

que de la expresién anterior
. r? (TI.') . nr
S 2\2) 4

Este valor expresa el area del primer cuadrante, asi que al multiplicar por 4, se tiene

finalmente el area total:

Areas negativas

Cabe mencionar que cuando el drea a calcular se ubica por debajo del eje x, se
tendra un valor negativo, por lo que considera el valor absoluto de dicha area o se
determina también como:

b
Area = —f f(x)dx

a

5. Determinar el area limitada por la funcion f(x) = x2 —x + 2, y el eje x.

La funcion representa una parabola que abre hacia arriba. Los puntos en los que

corta al eje X, se obtienen al igualar la funcién a cero y resolver la ecuacion:

x2—x+2=0 > (x-2)x+1)=0 «~ x=2y x=-1

Esto permite definir los limites de integracién que van de -1 a 2. Al graficar la

funcion se tiene:

- 10 ---
CONALEP MICHOACAN



y(s¢8 [CALCULO DE AREAS]

Azf_zf(x)zf_z(xz—x—Z)dx

X3 x? 2 [23 22 (-1  (-1)?
e A

“li-2-4-[5-a =l -l =5 5%

Pero como el 4rea siempre es un ndimero positivo:

Az—f_zlf(x)=—f_21(x2—x—2)dx=2—67u2

6. Obtener el drea total limitada por la funciény = x3 —x% —2x, el eje X en el

intervalo de (—1,2).

Se muestra la gréfica de dicha funcién
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Como se tiene una region arriba y otra debajo del eje x, se realizard una integracion
de -1 a 0 y otra de 0 a 2. Esta Gltima por ser negativa se tomara su valor absoluto o

simplemente se cambia de signo.

0
Area = A, + 4, =f ydx +
-1

2
fydx
0

0 x* %3 0 1 1
3 _ .2 |t 2 — B I
f_l(x x? —2x)dx I4 3 xl_l [0] [4+3 1] 3

f(x3_x2_2x)dX=IxZ4—);—3—xl ____4_ —[0]=—-=
0

N

Area = —+ 3 12+E=Eu

5 |8 5 32 37
12
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4.2. Con dos y tres funciones

Area entre dos funciones

Para obtener el drea comprendida entre dos funciones: y = f(x) y y = g(x), de

modo tal que  f(x) = g(x) para toda x en el intervalo [a, b]

—_

7’ 1 2 3 \4
Llevar a cabo la integracion:

b
f [f(x) — g(x)] dx

a

7. Obtener el drea comprendida entre las funciones f(x) = 1y g(x) = (x — 1)?

La figura muestra las graficas de ambas funciones:
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Los Iimites de integracién se determinan de la interseccion entre ambas graficas. Para

ello se igualan las funciones y se resuelve la ecuacion. Las raices obtenidas definen

los limites inferior y superior.

fx) =gx)
1=(x—-1)>

V1=(x—1)2
+1=x-1
+1+1=x

x1:0 x2:2

En el intervalo [0,2] se ve que f(x) = g(x) por lo tanto se integra como:

A= f [F) — g(x0)] dx

=fz[l—(x—l)z]dx=f2[1—(x2—2x+1)]dx=f [1—x2%2+2x—1]dx

Y (P G 22—[ 8+4] j=-5,2_12
_fo(x ¥ dx =|=3+ 2% = |73 - 737373

Area =2 2
rea—3u

8. Obtener el drea limitada por las funciones: f(x) =x*+1y gkx) =x+1

Primeramente se tiene que determinar los puntos de interseccién de las funciones

para que tengamos los limites de integracion, igualando las funciones:

P*+l=x+1
x3+1—-x—-1=0

x3—x=0

- 14 ---
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x(x2—-1)=0
x(x+1)(x—-1)=0

Observar la figura siguiente, la cual muestra las graficas correspondientes:

-1.5 -0.5 0 0.5 1 1.5
Y f

Se tienen dos intervalos de integracion:

de (-1,0) f=g
yen(01) g=f

) 0 1
Area = f [F(x) — g0l dx + f [g(x0) — F(0)] dx
-1 0
0 1
=f [(x3+1)—(x+1)]dx+f[(x+1)—(x3+1)]dx
-1 0

=f_01(x3—x)dx+fol(x—x3)dx

= 15 -
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Area entre tres funciones

El siguiente ejemplo ilustra una forma de calcular el drea confinada por los contornos

de las curvas de tres funciones y el eje X.

9. Obtener el area limitada por las funciones: f(x) =x gx)=x—-3 y h(x) =2

La grafica de estas funciones se muestra a continuacion.

Aunque estas regiones pueden ser calculadas con las formulas basicas de geometria
para un tridngulo y un rectangulo, el método de la integracién definida manifiesta

que para curvas mas complejas, el procedimiento en el célculo de areas es correcto.

- 16 ---
CONALEP MICHOACAN



y(s¢8 [CALCULO DE AREAS]

Los limites de integracion son evidentes en la figura, sin embargo, se requiere

determinarlos analiticamente como ya se mencion6 en ejemplos anteriores,
igualando funciones.
fG)=h(x) - x=2

h(x)=g(x) » 2=x—-3 «~ x=5
Notar que :
f v g sonrectas paralelas,por lo que no tienen intersecciones
En el intervalo (0,2) integramos bajo la curva f
En el intervalo (2,3) integramos bajo la curva h

En el intervalo (3,5) integramos bajo dos curvas donde h = g

2 3 5
A=A1+A2+A3=ffdx+fhdx+f(h—g)dx
0 2 3

A=fzxdx+f32dx+f5[2—(x—3)]dx

2

A—x 2+2]?’+f5(5 )d
=5 lo x2 ; x)ax

A=[2—0]+[6—4]+<5x—£>]5

2 /(3
25 9 16
A=2+2+[(25—7)—(15—§)]=2+2+(10—7)=2+2+2
Como se esperaba el resultado final es:
A=6u?

10. Obtener el area limitada por las funciones:
fG)=x* gl)=x-1D*-1 y h(x)=(x—2)?

Primeramente se buscan las intersecciones de las curvas, para definir los intervalos
de integracion:
fO=g9gx) - x¥*=x-1D*-1
xP=x?-2x+1-1

- 17 ---
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x2—x?>=-2x+1-1=0

x=0

f(x)=h(x) - x*=(x-2)°
x> =x*>—4x+4
4x =4

x=1

gx)=h(x) - (x—1)*-1=(x-2)*
X2 =2x+1—-1=x*—-4x+4
—2x+4x =4
2x =4

x =2

La figura siguiente muestra la grafica de cada funcion:

Como se puede observar, se usaran dos intervalos de integracion:
En el intervalo (0,1): f(x) = g(x)
En el intervalo (1,2): h(x) = g(x)

- 18 ---
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A=A1+A2= f [f(x) — g(x)]dx + f [A(x) — g(x)]dx

=f [xz—((x—l)z—l)]dx+f (x—2)2—[(x—1)%2—1]dx
=fl[xz—(x2—2x+1—1)]dx+f2x2—4x+4—(x2—2x+1—1)dx

1 2
=f 2xdx+f (—2x+4)dx
0

1

_2x2 1+ 2x2+4 2
=72 o 2 T

=x2](1)+[4x—x2]i
=[1-0]+[B8—-4)-4-1)]=14+4-3=1+1

A =2 u?

11. Determinar el area confinada por las funciones:
2
X

f)=-2x gx)=x* y h(x) ==

Se igualan las funciones para obtener las intersecciones y definir los limites de

integracion:

f)=g(x) - —2x=x’

x24+2x=0
x(x+2)=0
x=0y x=-2

2

FO)=ht) - —2x ="

—4x = x?
x2+4x=0
x(x+4)=0

x=0y x=—-4
2

900 =h() > =7

- 19 ---
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2x% = x?
2x2 —x2=0
x>=0
x=0

Se ha graficado cada funcién. La siguiente figura muestra los puntos de interseccién

que existen entre estas tres funciones:

a(x) 61

h(x)

fx)

-9 -8 -7 6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7

Se puede apreciar que los Iimites de integracién quedan definidos por los siguientes

intervalos:
En el intervalo (—4,—2): f(x) = h(x)
En el intervalo (—2,0): g(x) = h(x)

Asi que el area correspondiente se determina de la siguiente manera:

- 20 ---
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A:f_;z(f—h)dx+f_02(g—h)dx

-2 D = -2 x? D = 2x* x*|-2 , x*]-2
KR ST SR

_( 4+8> (16+64>_ 4+8+16 64_12 56 72 56 16 8
- 6) 6/ 6 6 6 6 6 6 3
0 0 xZ 0 x2 OxZ
(g —h)dx = I(xz)—<—>ldx=f <x2——>dx=f —dx
f—z -2 2 -2 2 2 2

B 31 0 B ( 8)}_8_4
6|2 6/ 6 3
A_8+4_12
3 3 3
A=4u?
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4.3. Aplicaciones

Una de las aplicaciones de la integral definida en fisica es la demostracién de la ley
de Hooke.

Se puede demostrar que para cualquier resorte que cumple con la ley de Hooke, el

trabajo realizado W al estirar un resorte una distancia d estd dado por: W = %kd2

Para demostrar que el trabajo W que se requiere para estirar un resorte una distancia

d, esta dado por W = %kd2

Partimos de tener un resorte con una longitud original d y lo estiramos una

distancia x.

La fuerza necesaria para estirar el resorte es proporcional a K constante del resorte
por y la distancia que se estira x.

Recordemos que el trabajo W que realiza una fuerza F para mover un cuerpo de un
punto a a un punto b esta dado por:

W = Fxd

— 22 -
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a b
d

Por definicién el trabajo que se aplica para mover una particula de un punto a a un

punto b una distancia d esta dado por:
b
w =f F(x)dx
a

En nuestro ejemplo del resorte la fuerza viene dada por F = kx la sustituimos y

tenemos:
b d d X% g
sz F(x)dx = f dexzkf xdx = k—
a 0 0 210
d? d> _ 1, .5 p
W=k [7 - O] = k== Zkd* que es lo que se queria demostrar.

- 23 -
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4 .4. Problemario

1. Calcular el area de la regiéon comprendida entre las funciones:
gx) =3x3—x2—-10x vy f(x) = —x%+2x
. . T o
2. Calcular el area entre las funciones sen x, y cos x, desde ; hasta —-.

3. Hallar el drea bajo la pardbolay = x?, el eje de las abscisas y las rectas x =
lyx =4.

4. Calcular el area entre las funciones:

flx)=x*—x—-2,elejeOX y=0, x=0yx = 1.

5. Calcular el area limitada por las funciones y = cosx, y = 0 entre los valores

x_n x_37'r
= YxX=5

6. Calcular el drea entre las funciones f(x) = x* —5x+ 6 y g(x) = 2x

7. Calcular el drea limitada entre las funciones y? = 4xy y = x.

2
8. Calcular el drea entre las funciones f(x) = —x? + 4x y g(x) = x?

nps)=
ParametricPlot3D[{u-u”3/3+uv”2, -v-u”2v+v”*3/3,u”*2-v"2},
{u, -1.5, 1.5}, {v, -1.5, 1.5}]

oufdk
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4.5. Autoevaluacion

1. Calcular el drea comprendida entre las funciones f(x) = —x% y g(x) = x.

2. Calcular el area comprendida entre la funcién f(x) = sen x, y la funciony =0
3. Calcular el drea entre las siguientes funciones: f(x) = x3,g(x) = 0,x = 4.

4. Calcular el drea comprendida entre las funciones f(x) = x% y g(x) = —x? + 2.

5. Calcular el drea bajo la curva de la funcion f(x) = cosx y el eje OX esto es y = 0.
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4.6. Soluciones del problemario

1.
a) Primero debemos encontrar las intersecciones entre las graficas que representan

las funciones, para hacerlo igualamos g(x) = f(x)

3x3 —x?—10x = —x% 4 2x
3x3—-12x =0
3x(x2—-4)=0

3x(x+2)(x—2)=0

x =0, X =-2, x=2

b) En seguida grafica las funciones, puede ser con un programa de apoyo como
geogebra o mediante una tabla de valores, donde asignes valores a la variable

independiente x, para obtener los de la variable dependiente y
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c) El célculo del area en general, es igual a la integral definida A =f:[f(x)—

g(x)]dx donde la funcién que representa el minuendo es la superior y la que

representa el sustraendo es la inferior.

4y = f L9(x) — F)]dx

= fo [(Bx3 — x% — 10x) — (—x? + 2x)]dx

0 3 12
= f_z(3x3 —12x)dx = (Zx‘L - 7)62) |_02

A, =0—(—12) = 1202

A= [ 1r@ - g@ldx
= fz[(—xz + 2x) — (3x3 — x? — 10x)]dx
= f2(12x —3x3)dx = (%xz —%X4) |S
A, = (24) — (12) = 12u?

Por lo tanto el area total:
Ap = A + A, = 1202 + 12u? = 2402
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2.

a) Primero graficamos las funciones

34

/ 4

SENO

Ay

|
-
L

s T

COSENO /

5t/4

b) Identificamos las intersecciones resolviendo la ecuacion trigonométrica

» o

T
esto sucede cuando x = 2

TT,

Sen x = Cosx

9
-1
4

c) Calculamos el drea A, y 4,, observe que en 4; el drea es sen x — cos x, mientras

que en A, es cosx — sen x.

51

%
A = L (sen x — cosx)dx
4
5t

A; = (—cosx —senx) 7‘%

4
A - 5w 5w T T
1—(—COST—SenT)—(COSZ—SQle)
W (VB VE (VI V2
1=\2 "2 2 2

Calculando A,:

A =2+ V2=2/2

ot

4
A, = ﬁn (cosx — sen x )dx
4
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A, = (senx + cosx)

(D29

2 2 2 2
1, = (V2) - ()
A, =2 ++2
A, =22

Arotar = A1 + Ay :2\/§+2\/§=4\/§= V32 u?

3.
a) Comenzamos trazando el lugar geométrico que representa la funcién y = x?, asi

como las rectas que limitan dicha area.

151
101
flz) = o
5 Area buscada
10 s o 5 10
b) Calculando el area:
4 X34 64 1
= 2 = — = —_—— = 2
A fl x“dx 3 |1 373 21u
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4.

a) Primero hacemos las graficas de las funciones, y tenemos:

3 f(x)=x%-x-2

b) El area sombreada es la que queremos calcular, por lo tanto:

1
Az—f (x? —x—2)dx =
0

5.

a) Trazamos la gréfica de las funciones y = cosx, y = 0:

3
z

-
1
2
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b) Observe que el area que esta sobre el eje OX es un drea negativa - ponemos un

signo negativo antes de la integral:

37 3
A= —LZ cosx dx = —(sen x) 72r =—((-1) - () = —(-2) = 2u?
2

6.

a) Trazando los lugares geométricos de las dos funciones tenemos:

(6,12)

f(x)=x?-5x+6

b) En la grafica se muestran las intersecciones que se obtienen igualando las dos

funciones:

fe) =g

x?—5x+6=2x
x2=7x+6=0
factorizando:
x—-Dxx-6=0
x=1lyx=6
c) Una vez establecidos los puntos de interseccién de las funciones procedemos a

integrar:

A= f (9GO — F))dx = f [(2%) — (x? — 5x + 6)] dx
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A—f6( 2 47— 6)dx = |- 4 Lx? — x| 6
= . X X X = 3 zx xl

4 126+252 2 1+7 .
_< 3 2 ) (3 2 )

17
A= (-72+126-36) — (—?>

a=18+ 212 50 g30
= 6 6 oo

7.

a) Trazando el lugar geométrico tenemos:

14

0.8 (4,4)

0.6+

~

0.2

(0,0

-0.2 [) 0.2 0.4 0.6 08 1

-0.24

b) Igualamos las funciones para encontrar los puntos en comun:
y2=4dx y y?=x?
4x = x?
x? —4x =
factorizando: x(x —4) =
. x=0y x=4
c) Una vez que se tienen los limites para integrar, procedemos a calcular la integral

definida entre los limites anteriores:

A=f()4(\/E—x)dx=L4\/de—f()4xdx

4 3 x*\4 32 16 8
- oy /2—— = = - = 2
A <3x 2>|0 3 > 3 2.66u
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8.
a) Trazando los lugares geométricos de las dos funciones tenemos:

f(x)=-x2+4x 3.3

g(x)=x*/3

b) Igualando las funciones para encontrar los puntos de interseccion:
2

—x%+4x = al
3
4
§X2 —4x =0
factorizando: 2y (f — 1) =0
3
x=0yx=3

c) Calculando la integral definida:
3 3 xZ
A= - dx = —x%+4x) — (= ]|d
[ 1= geotar = [ |40 - (5 )| ax

35r 4 4 3
A:f [—§x2+4x]dx=[—§x3+2x2]0=(—12"‘18)_(0):6”2
0
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4.7. Soluciones de autoevaluacion

1.
a) Comenzamos por encontrar el lugar geométrico, puede ser por una tabla de

valores una vez que localice los puntos de interseccién, esto es para que conozca el

dominio o valores que le puede dar a la variable independiente x.

x2+x=0
x(x+1)=0

asi x=0 y x=-1

0 0
4= f [F(x) — g(o)ldx = f [(=x2) — (O]dx

0 x3 x2 0
Azf (—x2—x)dx=(——5— =)
-1 3 2 |_1
1 1 1 1 ,
A=(0)—<—§—E>=O—<—g>= g=00166u
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2.

a) Trazamos las funciones:

f(x)=sen x

| rd

-24

b) La interseccion entre las funciones la encontramos resolviendo la ecuacion
trigonométrica:

senx =0

x=0,x=m

c) Resolviendo la integral entre los limites encontrados tenemos:
s
A= f senx dx = —cosx 7(; = (—cosm) — (—cos0) = (—(-1)) — (1)) = 2u?
0

3.

a) El lugar geométrico que representan estas funciones se muestra a continuacion:

14

0.5

-0.5+

b) Las intersecciones entre las funciones son:

(0,0) y (1,1) por lo tanto tenemos los Iimites de integracion .
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c) Calculando la integral:

1 x\11 1 1
= 3 = | — = — — = — = 2
A foxdx <4>|o ;0= 7=025u

4.

a) El lugar geométrico que representan dichas funciones es:

b) Los puntos de interseccion se muestran, y van desde -1 hasta 1 en las x.

c) Integrando:

a=| 11[g(x) ~ Fe)ldx
A= f_l [(—x%2 +2) — (x?)]dx
A= f(—zx2 +2)dx = —§x3 +2x|_11 - (—§+z)— (g—z)

= - = 2.66u?
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5.

a) Graficando las funciones tenemos:

f(x)=cos x

~0.54

b) Las funciones se intersectan en (0,0) y (g, 0)

c) Calculando la integral definida tenemos:
T [
2 — s
A =f cosx dx = [sen x]2 = sen 5 -sen0=1-0=1u?
0

o
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4.8. Conclusion

El calculo de dreas tiene aplicaciones variadas, por ejemplo la integral de la
velocidad respecto al tiempo nos da la distancia recorrida en dicho intervalo de
tiempo, al calcular el drea bajo una curva en una distribuciéon de una variable
aleatoria nos da la probabilidad, también nos permite el cdlculo de longitudes de
curvas, de volimenes de cuerpos de revolucién. En este capitulo se hizo una
introduccion para dichos célculos, invitamos al lector a profundizar mas en el tema y
a utilizar paqueteria que lo apoye en las representaciones graficas tales como

geogebra y mathematica.

[CHONS) * Untitled-1

n1}= RevolutionPlot3D[{Sin[t], Cos[t]}, {t, O, Pi}, {©, 0, 5Pi/3},
PlotStyle -+ FaceForm[Red, Blue]]

o

OuflE a_1p
1.0

05 on

a o o

plotstyle.. mesh ~ meshstyle.. axes ~ more.. =

-~ 38 ---
CONALEP MICHOACAN



YW [CALCULO DE AREAS]

Referencias

1 Quiroga Ramiro (2008) Introduccidn al Calculo II. Espafia: Delta, Publicaciones Universitarias
2 Stewart James (2007) Calculo diferencial e integral. México: Thomson Learning

—- 39 -
CONALEP MICHOACAN



	LibroFunciones
	Portada INTEGRAL
	Cap1-MATE6-final
	Cap2-MATE6-final
	Cap3-MATE6-final

	Cap4-MATE6-final

