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Zustinde lediglich auf den Grenzen der Elementarbereiche liegen,
wihrend das Innere der Berciche von Phasenpunkten frei bleibt.
Diese gequantelten Zustdnde sind vor allen tibrigen Moglichkeiten
als stationare Zustinde des Systems ganzzahlig hervorgehoben; sie
schlieBen sich nicht stetig aneinandcr, sondern bilden ein Netzwerk.
In den zugehorigen Bahnen bewcegt sich ein Elektron dauernd und
widerstandslos, das heillt ohne auszustrahlen; das Elektron ist
quantentheorctisch gegen Aunsstrahlung sozusagen immunisiert. Der
Phasenraum, als Mannigfaltigkeit aller denkbaren, auch
der nichtstationaren Zustdnde, ist von den Bildkurven
der stationdren Bahnen maschenartig durchzogen. Die
Gréle der Maschen ist durch das Plancksche A bestimmt.

§ 4.
Die Bohrsche Theorie der Balmerserie.

Wir machen in jeder Hinsicht die einfachsten Annahmen:
Punktformiger Kern von der Ladung + &, punktftérmiges Elektron
von der Ladung —e; Masse des Kerns unendlich groB gegen die
Massec m des Elektrons; also , Fankorperprobdlem® statt des eigent-
lichen ,ZweikGrperproblems*; Giltigkeit des Coulombschen Ge-
setzes, Galtigkeit der gewShmnlichen (vorrelativistischen) Mechanik;
kreisformigerl) Umlauf des Elcktrons um den Kern, das Elektron
als einfacher ,,Rotator’*. Zu diesen Annahmen ist folgendes zu
bemerken: Fiir Wasserstoff ist speziell £ = e; die Rechnung mit
E empfiehlt sich, um auch den Fall von He™ und Li™" (vgl. den
ersten Paragraphen dieses Kapitels, Nr.3 und 5) einzuschliellen.
Die Annahme unendlich grofler Kernmasse ist selbst fiw Wasserstof
eine gute Anniherung [nach fritherem ist, vgl. auch GI. (16) des
folgenden Paragraphen, m:mpg = 1:1847]; sic wird aber im folgenden
Paragraphen fallen gelasson werden.

Die Bahn des Elektrons wird durch zwei Bedingungen fest-
gelegt, eine klassisehe und cine quantentheoretische. Die
klagsische verlangt Gleichgewicht zwischen duBeren und Tragheits-
kraften. Die Trigheitskraft der Kreisbewegung ist die Zentrifugal-
kraft:

mpe

= MU = M
7}

1y Es se1 bemerkt, dall Bohr schon in semer ersten Arbeit, Phil
Mag. 26 (1913}, allgemeiner von Ellipsenbahnen spricht; vgl. hierzu § 7.
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(v = a® ist die Lineargeschwindigkeit, @ die Winkelgeschwindigkeit
des umlaufenden Hlektrons, ¢ der Bahnradius). Als einzige dullere
Kraft wirkt die Coulombsche Anziehung

e I
e

Daher die Bedingung der klassischen Theorie:

. e K
E:{'ll-l

oder
(1) madod = ek,

Dic quantentheoretische Bedingung ist die Gleichung fir das
Impulsmoment des Rotators!) 2ap = ahk [vgl Gi. (18) im voran-
gehenden Paragraphen].

Dus Impulsmoment p driickt sich in unsercn jetzigen Bezeich-
nungen SO aus:
P = mra = mala.

Daher die quantenthcorctische Bedingung:

nh
A .

(2) ma* o

Durch Division von (1) und (2) folgh

Zaelt
(3) P = dm = "y .
Durch Einseftzen in {(2) erhdlt man:
(4') . neh? o - SnrﬂmgﬂE‘zl
4 pemelk’ b3

Wir fiigen noch den Wert der Umlaufzeit 7 hinzu:

——

2 nBh3
0 4 i et K2
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1} Bemerkenswerterweise ist die Quantenbedingung fiir den Rotator
schon vor Bohr von J. W. Nicholson [Monthly Notices 72 (1912},
vgl. insbesondere 8. 679] aufpesteilt und filr die Deutung gewisser
solarer und Nebellinien verwertet worden. Da Nicholson aber die
ausgestrahlte Frequenz nicht wie Bohr quantentheorstiseh bestimmt,
sondern der mechanischen Frequenz gleichsetzt, ist seine Theorie von
der Bohrschen weit verschueden.
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Dank unserer zwel Bedingungen sind also die zwei Unbekannten
¢ und @ bzw. v bestimmt. Beide zusammen verlangen, dall
sich das Elektron nur auf gewissen ,,gequantelten™” Kreisen

bewegen kann, einem 1., 2....nten... ., Bohrschen Kreise®.
n isl die ,, Quantenzahl® der Bahn. Die Radien der Krejse ver-
halten sich wie die Quadrate der Quantenzahlen:

(D) a,lzmz:...an-:12:22:...11.‘3.

Die Umlaufzeiten der Bohrschen Kreise verhalten sich wie die
Kuben der Quantenzahlen:

(6) Ty iTai...T, = 18129, . n

Um die Analogie mit dem Planctensystern hervortreten zu
lassen und um dic spitere Verallgemeinerung auf clliptische Bahnen
vorzuhereiten, fassen wir unsere bisherigen Hrgebnisse in der Form
der Keplerschen Gesetze zusammen:

Erstes Keplersches Gesetz: Der Planel bewegt sich
auf einem Kreise, in dessen Mittelpunkt dic Sonne
stcht. Bs gibt eine diskrete unendliche Anzahl von Bahnkreisen ; der
Radius des »ten derselben wird durch die Quantenzah!l # bestimmt.

Zweites Keplersches Gesetz: Der Radiusvektor von
der Sonne nach dem Planeten beschreibt in gleichen
Zeiten glciche Flichen. Die Flichenkonstante des nten Bahn-
kreises (proportional unserem Impulsmomente p) wird durch das
nfache des Planckschen Wirkungsquantums A gegeben.

Drittes Keplersches Gesetz: Die Quadrate der Um-
laufzeiten verhalten sich wie die Kuben der Bahn-
radien. Nach (6) und (5) ist ndmlich die Umlaufzcit proportional
n3, der Bahnradius proportional nZ.

Fir Wasserstoff ist, wic bemerkt, £ = e. Der Radius des
erstcn Bohrschen Kreises beim Wasserstoff wird also nach (4):
;2

T i, — -
(7) 1 4 w’me’

Wir bestimmen ferner die Geschwindigkeit », im ersten Bohr-
schen Kreise und teilen sie durch die Lichtgeschwindigkeit c¢. Das
Verhiltnis # /¢ nennen wir &. Nach (3) ergibt sich

¥y 2 me-

(&) YT T ek
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Mit den Zahlenwertenl) e = 4,77.10719 e¢/m = 1,77.107.¢,
= 6,565,107 (vgl. S. 4]1) berechnet sich

(9) a, =0,532.10"%cm, o =7,29.10"3, o«%=5,31.107",

Der Werlb von « wird — als Konstante der Feinstruktur — fir
das 6. Kapitel maligebend scin. Aus dem Werte von a4 ergibt sich
als Durchmesser 2a, des Wasserstoffatoms in seinem ,,Normal-
zustandc® die GriBenordnung 108 cem, entsprechend den Vor-
stellungen, dic man auf anderen Wegen (kinctische (astheorie usw.)
von den Atomgroflen gewonnen hat,

Wir bherechnen nun die Energie des FElektrons in scinen ver-
schiedenen Bahnen und begriinden bei dieser Gelegenheit, weshalb
wir soeben die erste Bahn als den Normalzustand des Atoms be-
zeichneten. Die Kernladung bezeichnen wir dabei wieder mit .
Die Energie setzt sich aus potentieller und kinetischer kEnergie
zusammen. Die potentielle Coulombsche Encrgie ist mit Rick-

sicht auf (4)
(10) Bypot =

el 4 m2me? K>
a n2 h2

Das negative Vorzeichen weist auf Anziehung hin. Bei Abstollung
witrden wir, indem wir das Elektron vom Unendlichen her dem
Kern nahern, Energie aufwenden miissen, wie bel emer zu spannen-
den Feder; dies wiirde dem positiven Vorzeichen entsprechen. Bei
Anziehung gewinnen wir dementsprechend FEnergie, haben also
negative Energic aufzuwenden.

Allgemein gilt im Coulombschen Felde die Regel (vgl. Zu-
satz B am Schlusse des Buches)

(]]) E?:in — == ?lepﬂf-

Wir bestiitigen diese Regel hicr unmittelbar. Mit Riicksicht
auf (3) ist nimlich
2 mer B*
nthe

m o)
(]2) Eka’ﬂ = _2_?}" =

1} Hier und im folgenden ist e in clektrischen (,,elektrostatischen®)
Einheiten gemessen gedacht, wie aus dem obigen Ansatz fur die
Coulombsche Kraft hervorgeht. Nach der SchluBbemerkung im
1. Kapitel, § 3, muBten daher die am Ende von § 2 des 1. Kapitels an-
gegebenen Werte von e und von e/m mit ¢ = 3,00, 10! multipliziert

werdon.
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was in der Tat nach Gl (10) identisch ist mit der halben negativen
potenticllen Energie. Bezcichnet W den konstanten Wort der Ge-
samtenergie, so ist nach (10) und (12)

?aimeE? ]
R* e

“3} ¥ = Efﬂ'u _I— Epnt —

Als Frginzung zu unserem dritten Keplerschen Gesetz konnen
wir ctwa hinzufizen: Die Energiekonstanten der verschie-
denen Bahnen verhalten sich umgeckehrt wie die Qua-
drate der zugehorigen Quantenzahlen.

CUnsere Zahlung der Energic bringt es mit sich, dafl wir der
unendlich fernen Bahn die Energie Null beilegen. Dies hat zur
Folge, daB die Energiekonstante fiir alle endlichen Bahnen negativ
ausfillt. Da es weiterhin nur auf Energiediffcrenzen ankommg,
macht das ncgative Vorzeichen durchaus keine Schwierighkeit, trotz-
dem es dem Waosen des Energiebegriffs zu widersprechen scheint.
Man wirde abor sofort zu einem positiven Encrgiewerte gelangen,
wenn man wirklich die Gesamienergie des bewegten Elektrons
berechnen, also auller der potenticllen und kinclischen auch zum
Beispiel die im Felde des Elektrons cnthaltene ligenencrgie mit-
zithlen wiirde. Diese ist nach den Anschauungen der Relativitats-
theorie (vgl. 8. 53) einfach gleich me? also gleich einem Betrage,
der die tibrigen Energicbestandteile um ein Vielfaches iibertrefien
und das Vorzeichen ins Positive verwandeln wirde. lbenso kénnte
man dic noch erheblich gréBere positive Eigenenergie des Kernes
mitrechnen. Wegen des konstanten Wertes dieser Higenonergien
fallen dieselben aber bei der Bildung von Energiedifferenzen natiirlich
fort und werden dahcr bequemer von Anfang an fortgelassen.

Den algebraisch kleinsten Wert besitzt unsere Energickonstante
W auf der ersten Bahn. Nennen wir ihn W, so ist auf der 2., 3. Bahn
W, =W, Wy= i, Dicse Betrige sind >>W,, wegen W, Z0.
Das Elektron kann also nur unter Energiesufuhr von emer inneren
auf eine #ulerc Bahn gehoben werden. Es kann unter Energie-
abgabe von einer iulleren nach einer inneren Bahn herunterfallen.
Die innerste Bahn ist daher die stabilste und stellt, wie wir sagten, den
Normalzustand des umlaufenden Elektrons dar. In der Regel
befindet sich das Wasserstoffatom in diesem ,unangereglen®
Zustande. Alle iibrigen Zustinde, bei denen das Elektron eine
suBere Bahn beschreibt, heiBen ,angeregte” Zustdnde. Ihe er-
forderliche Energiezufuhr kann dem Atom elektriseh oder thermisch,
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durch FElektronenstol oder durch Zusammenstol mit anderen
Afomen, mitgeteilt werden.

Die Gesamtheit der angeregten und unangeregten Zustinde
stellt nach den Grundsitzen der Quantentheorie eine diskrecte
Reihe von Moglichkeiten dar. Insofern weicht unser atomares
Planctensystem entscheidend von dem solaren abl). Unser System
weicht aber auch entscheidend won der klassischen Elektrodynamik
ab. Nach dieser strahlt nimlich ein Elektron, wie wir im 1. Kap.,
§ 5 sahen, Encrgic aus, wenn es beschleunigt wird. Auch die gleich-
formige Rotation ist eine beschleunigte Bewegung (wegen Anderung
der Geschwindigkeitsrichtung bei gleichbleibender Geschwindig-
keitsgroBBe). Die Quantentheorie mull aber ihre statiopiren Bahnen
als strahlungsfrei postulieren (vgl. den Schlull des vorigen Para-
graphen). Insbesondere fiir die unangeregte Grundbahn ist dies
ohne weiteres einlenchiend: In der Tat wiirde anderenfalls das
Atom scine Energie in kiirzester Frist verlieren; wir hatten iiber-
haupt keine permanenten, unverdnderlichen Atome.

Auch dic Strablung ist, wie das iibrige Verhalten dor Atome,
nach der Quantentheorie ein diskontinuierlicher Vorgang. Der
kontinuicerliche Energieabfall, wie ihn die klassische Theoric lehrt,
wird von der Quantentheorie ersetzt durch einen gebrochenen
Linienzug. Der Linienzug lduft horizontal, solange sich das Atom
in einem stationiren, gequantelten Zustandc befindel; er sinkt um
ein endliches Stiick herab, wenn das Atom aus einem angeregten
in cincn gequantelten Zustand geringerer Encrgic, im besonderen
in den Grundzustand iibergeht. Nach welchem Gesetz findet diese
diskontinuicrliche Energieabnahme statt *?

Hicrauf antworten die lichtelektrischen Erfahrungen. Diese
wurden zusammengefallt im Einstcinschen Gesetz (vgl. 1. Kap., § 6)
und wurden erweitert zu dem Bohrschen Ansatz fir die spektrale
Emission [ebenda, Gl. (8)]

(14) hy = W, —W,.

Diese (ileichung besagt: Wenn das Atom aus dem Anfangszustande
von der Energie W, tibergeht{ in den Endzustand von der kleincren

1) Es ist schwer, bei dieser Gegenitberstellung die Titius-Bodesche
Regel nicht zu erwihnen. Diese behauplet bekanntlich, daB zwischen
den Bahnradien der Planeten eine einfache arithmetische Beziehung
angeniahert gelte; wir lehnen es aber ab, hierin emen AusfluB der Quanton-
theorie zu sehen und jene Regel mit unseren Gesetzen fir die diskreten
Atombahnen zu vergleichen.,
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Energie W,, so wird der Energieiiberschull ausgestrahlt in Form
einer monochromatischen Lichtwelle, deren Schwingungszahl ¥ eben
durch vorstehende Gleichung bestiramt ist.  Jedor derartige Uber-
gang hat also eine wohldefinicrte Lichtemission zur Folge und wird
beobachtet ald scharfe Spektrallinie. Wie sich dabei der Umsatz
der frei gewordemen Atomenergie in Lichtenergie vollzieht, bleibt
im Gruonde dunkel. Wir werden zwar diesen Vorgang im finften
Kapitel vom Standpunktec der Maxwellschen Theorie aus niher
ins Auge fassen und Folgerungen iiber die Polarisation der ent-
stehenden Lichtwclle daraus ableiten; aber die (1. (14) wird dabei
nicht bewiesen, sondern zugrunde gelegt. Wie wir schon frither beim
Binsteinschen Q(Gesetz betonten, ist ithre Ableitung aus den Vor-
stellungen des kontinuierlichen elektromagnetisehen Feldes unmdéglich.

In GI. (14) tragen wir den Energiewert (13) ein. Um sogleich
von der Schwingungszahl » (sec™1) zu der Wellenzahl » (cm™1)
iiberzugehen, dividieren wir Gl. (14) rechterhand durch ¢ [vgl. S. 85,
Gl. (6)]. Fiir die Endbahn sei die Quantenzahl », fiir dic Anfangsbhahn
m > n. K3 entsteht:

. EN-/1 1
dar = 2(3) (3=
mik dor Qkkiewang

2 x*met
m R A3 ‘

Da fur das Wasserstoffatom ¥ = e ist, so ergibt sich aus (15) genau
die Balmersche Serie in ihrer allgemeinen Form (B) von
S. 88 und fir B die Bedeutung der Rydbergkonstanten. Tar
andere wasserstoffihnliche Atome (He', Li™" usw.) ist F = Ze,
wo Z wie frither die Kernladungszahl oder die Ordnungszahl des
Atomsg bedeutet. Fiir solche Atome ergibt sich aus (15) entsprechend :

(17) p = Rzﬂ( L 'E).
n?  m

Der durchschlagende Erfolg der Bohrschen Theoric grimmdet
gich aber nicht nur auf dic Herleitung der Balmerschen Formel,
sondern namentlich auf die zahlenmiflige Berechnung der darin
vorkommenden Konstanten B, Die universelle Natur dieser Kon-
stanten war schon vor Bohr sicher und ihre Darstellbarkeit durch 4
md die Hlektronendaten insbesondere von A. E. Haas!) wahr-

1y Sitzungsber. Wiener Akad. Mérz -19{}0.,
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scheinlich gemacht worden. Aber erst die Bohrsche Theorie hat
durch die Bezichung (16) volles Licht gebracht. Rechnen wir mit

den Daten von 8. 108:
e = 4,77.10710, efm = 1,77.107.¢, k= 6,55.10™7,

a0 folgt:
(18) R = 1,09.10% cm 1L,

Diescr Wert von B stimmt, bis auf dic letzte nicht mehr ganz sichere
Ziffer, mit dem IErfshrungswerte in Gl. (2) von 8. 84 B = 109678
iiberein. Die Bohrsche Theorie wird dadurch aufs eindrucksvollste
bestatigt.

Man wird nun weiterhin den Sachverhalt umkebren und die
theoretische Formel der Rydbergschen Konstanten benutzen, um
eine der darin eingehenden Daten e, m oder A zu korrigieren. In
der Tat kennen wir die Rydbergsche Zahl mit einer Genaunigkeit,
wie wir sie bei den Messungen von e, e¢/m oder k nie zu errcichen
hoffen konnen., Wir werden dadurch auf das Problem der spek-
troskopischen Einheiten gefithrt, das wir allerdings crst l6sen
kénnen nachdem wir im folgenden Paragraphen die Theorie der
Rydbergschen Konstanten vertieft haben werden. Das Problem
ist: Die universellen Konstanten e,efmund A zu berechnen

Fig. 23. aus rein spektro-
wtravioletie skopischen  Daten
Sorie {Lywan) mit ,spektroskopi-
1 scher Genauigkeit®.
- In Fig. 23 fassen wir
Q 1 die Bohrsche Theorie
H, nochmals anschaulich
y H , Balmer .

Y Bone rusammen. Die ultra-

.~ s violette Lymanserie
\é ~ “J (n=1), die gichtbare
; ¢ wltratots /g Balmerserie {(n = 2},
" Berle (Dracket) di¢ ultrarote Paschen-
Sarie (Prachen) Ritzsche Scrie (n = 3)

und die noch rdétere
Brackett-Serie sind durch dic Pfeile der zugehorigen Klektronen-
{ibergiinge angedeutet. DafB Fig. 23 wegen des ,,Auswahlprinzips®
ciner Korrektion bedarf (Ellipsenbahnen statt Kreishahnen), werden
wir im 5.Kap., § 1 begrinden. Die Figur zeigt, ebenso wie die
Rechnung [Cl. (4) dieses Paragraphen], das starke Anwachsen der
GréBe des Wasserstoffatoms mit der Qrélle der Quantenzahl n;
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die Bahnradien fir » = 1,2,3,4 ... verhalten sich nach Gl. (5)
wie 12:22:3%:4%:... Bohr!) sah darin cine Erklirung der
Tatsache, dall die hoheren Glieder der Balmerserie selbst in hoch-
evakuierten Rohren meist nicht beobachtet werden, sondern nur
von Nebelsternen her bekannt sind. Er argumentierte so: Der
mittlere Abstand der Atome (im wesentlichen ihre freie Wegliange)
mull gréBer sein als der Durchmesser der auBeren Bahn des Elcktrons
bei der Erzengung der Spektrallinie, damit diese Linie bei der
betrefienden Gasdichte emittiert werden kann. Fur die 33. Linie
der Balmerserte wiorde jener Abstand gréfer sein miissen als
1,2.107% cm, was einem Gasdruck kleiner als 0,02 mm Quecksilber
entsprechen wiirde. IEs achien sich auf dicse Weise die Méglichkeit
zu ergeben, eme obere Grenze fir den Druck des Wasserstoffgascs
in Nebelsternen zu finden, welehe die Balmerserie ausstrahlen.

Indessen machen neuere Erfahrungen, wie J. Franck?2) her-
vorhebt, diese Auffassung samt ihrer kosmologischen Folgerung
zwoifelhaft. Fur das Erscheinen der hoéheren Serienlinien kommt
¢s vor allem darauf an, dall dem Atom die nach dem Av-Gesctw
erforderliche Anregungsencrgie der fraglichen Linien zugefiihrt wird.
Bel nicht ganz kleinem Druck kann aber wegen der haufigen Zu-
sammensiobe keine grofle ¥nergie in dem anregenden Klektron an-
gesammelt werdem; e8 sei demn, daB die ZusammenstdBe ohne
Energicveriust erfolgen, wie In He, N, und anderen Gasen von
germngerer Elektronenaffinitit. Unter solchen Umstinden (z. B.
sehr wenig H, in He von beispielsweise 40 mm Druck) worden trotz
geringer freicr Weglinge und hiufigen Bahnstorungen die Serien-
linien in grofler Vollstindigkeit emitticrt.

Auch der 5. 82 geriihmte und durch Fig. 18 dargestellte Linjen.
reichtum der Absorptionsserien erklart sich dhnlich: In dem zur
Absorption gelangenden Lichtbiindel sind alle Wellenlingen und
daher auch alle Energiemengen Av enthalten. Daher erscheinen
alle Absorptionslinien auf einmal.

In Yig. 23 sind die verschiedenen Kreisbahnen in einer Ebene
gezeichnet. Das ist natiirlich willkiirlich. Die Lage der Bahnen im
Raum ist bisher undefiniert und iibrigens fiir das Problem der
Spektrallinien belanglos, da es bei diesemi nur auf die Energie-
unterschicde der Bahnen ankommt. Wir werden im letzten Para-
graphen dieses Kapitels tiber die Maglichkeit sprechen, die Wasgerstoff-
bahnen im Raum zu orientieren, sie ,rdumlich zu quanteln‘‘.

1) Phil. Mag. 26, 9 (1913).
%} Zeitschr. f. Phys, 1, 1 (1920).

Sommerfeld, Atomban ond Spektrallinien, 4. Aufl. 8




