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§ 3.

Einfithrung in die Quantentheoric, Qscillator und Rotator.

Wenn wir in das Wesen der Quantentheorie ticfer eindringen
wollen, dirfen wir uns nicht auf den besonderen Fall der Schwin-
gungsencrgic beschrinken, den wir im 1. Kap., §6 ausschliefilich
behandelt haben. Dieser Fall steht historisch voran und hat Planck
von der Wirmestrahlung aus zuar Definition scines Wirkungs-
quantums A gefithri. Gewissermalen als theoretisches Reagens auf
die Wiirmestrahlung benutzte Planck den einfachen Oscillator, an
welchom or soine Hypothese der Energiequanten (vgl. 8. 41) ent.-
wickelte,  Dieso Hypothese licgt dem lichtelekirischen Geselz von
Kinstein und scinor Hrweilerung zu dem Bohrschen Ansatz fir
dio emittiorte und absorbierto lnorgie atomistischer Prozesse zu-
grunde. |

Indem wir uns nunmchr auf cinen aligemeineren Standpunkt
stellen, betrachten wir statt eines spezicllen Planckschen Oscil-
lators cin beliebiges mechanisches System oder, zunichst
etwas spezicller, einen beliebig bewegten Masgsenpunkt, wobei
es nicht viel ausmacht, ob wir denselben als geladen annehmen
(Elektron) oder als ungeladcen.

Wir beginnen zweckmaiaflig mit derjenigen Fassung, die Newton
in seinen ,,P'rinzipien’ den mechanischen Gesetzen gegeben hat,
insbesondere mit seiner Definitio II und Lex I (die Definitio I
umschreibt den Begriff der Masse, dio Lex T il das Trighoitugesetz)

Definitio IT; Quantitas motus cslh mensura cjusdem, orta ex
veloeitate of quantitato maleriae conjuinctim.

,,Diec BowegungsgriBe ist das PProdukt aus Masse und Geschwin.
digkoeit.** -

Lex IT: Mutationpem motus proportionalem esse vi motrici
impressae et fieri secundum lineam rectam, qua vis illa 1mprimitur,

., Die Anderung der Bewegungsgréfic ist nach GréBe und Richtung
proportional der wirkenden Kraft.*

statt Bewegungserdle sagen wir, um die gerichtete Natur der-
selben hervorzukehren, lieber ,,Antrieb* oder noch licber ,,Impuls*,
Wir bezeichnen den Impuls mit p und haben nach der Definitio I

(1) n = m.

Die Lage des Punktes bestimmen wir wie itblich durch rechtwinkligo
Koordinaten x, y. 2. Dabei wollen wir aber im Interesse der Vor-
allgcmeincrungsfiahigkeit die Koordinaten statt durch wverschixdono
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Buchstaben lieber durch Indices unterscheiden und zum Beispiel
setzen: ¢y = %, ¢p = ¥ s = 2. Die Geschwindigkeit ist dann
nach Richtung und Grobe bestimmt durch

qi\ i, = & — e o © ¥ USW. ),

md cs gilt, wenn P, ps. Pg die entsprechonden Komponenten des
Impulses sind, nach (1)

(2) e T My

Wichtig ist fir uns, dall sich so neben das geometrische
Tripel dor Lagenkoordinaten ¢ das dynamische Tripel der
Impulskoordinaten p stellt, Wichtig 1st fir uns ferner die Fassung
des Bowcegungsgesetzes, der Lex 11 bu Newton. Mit Unrecht
spricht man vom , Newtonschen Beschleunigungsgesetz®®,  Nichl
die kinematische (réBe der Beschleunigung!), sondern
dic dynamische der Impulsénderung wird durch diescs
Cionolsn gerogelt, In diesem Sinne sehreiben wir die Lex 11 fir jede
Koordinstenrichtung (£ = 1, 2, 3) einzeln

. ‘ 0 W

(@) | I - S B
Dabsl wurde angotiommon, daly die Kenflo 8 ans ciner potenticllen
Pnorgio &, (Funktion dor g,} ableitbar soi, Die kinetische Knorgie 1st

. m . . p2 + pl + pl
Hyw = = (G2 443 + 43) = P 2T

unlor Benubzung von {2). Die Gesamtenergie, als Funktion der
g, wiid p, gedacht, nennen wir die Hamiltonsche Funktion H.
i st - - - ‘H
. G - . '{j ' rra‘ }i?:'r o iy

H(Q: ?j) - Iﬂ?ﬂfﬂ _I’.' E-;mt: — .p‘f}f o - ﬁ'

oOqx oqr ~ Opx o om

Infoloedessen schreiben sich die Grundgleichungen (2) und (3):

dg, oM dpe __ OH

q — = , -
l ) 12} {fn'j'fl;,: i :{}'q;rﬂ

1y Nutiirlich ist bei konstanter Masse p = m{§ = ,.Massc X Be-
welilounigung™; aber im allgemeinen ist die Massc nicht konstant, in der
Rolntivitatstheorie schon nicht beim einzelnen Massenpunkt, in der ge-
wihnlichen Mechanik zum Beispiel nicht beim starren XKorper, wo das bex
dor Bewegung veranderliche Tragheitsmoment an die Stelle der Masse
Lritf. Dann bleibt die Newtonsche Aussage von der Impulsindermg
Loslohen, nicht aber die statt ihrer mit Unrecht cingebirgerte Aussage
ihor ,,Masse X Beschleunigung®™,
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Diese Hamiltonsche oder kanonische Form der Bewcgungs-
gleichungen ist nicht nur wegen ihrer Symmetrie bemerkenswert,
sondern namentlich auch deshalb, wel sio erhalten bleibt bel Ein-
fithrung beliebiger ncuer Koordinaten (vgl. Zusatz 4 am Schlusse
des Buches), und weil sie nicht nur fiir den einzelnen Masscnpunkt
gilt, sondern fiir ein beliebiges mechanisches System. Die Bedeutung
des Impulses p ist dabei, fiir beliebige Koordinaten und Systeme?l),
defintert durch
o ) kin

O

wo die kinetische Energie als Funktion der ¢, und 4, aus-
gedriickt zu denken ist. Tir den einzelnen Massenpunki und
rechtwinkligze Koordinaten ist ersichtlich (5) identisch mit (2).

Dic joweiligen Werte der Koordinaten g nnd p bestimmen
den jowciligen Zustand oder {(nach der Terminologie von W. Gibbs)
die ,,Phase’ des Systems. Um den Bewegungszustand nach Lage
(¢) und Geschwindigkeit bzw. Impuls (p) anschaulich zusammen-
zufassen, denken wir uns beim einzelnen Massenpunkt (drei Freiheits-
grade) seine drei Koordinaten ¢ und seine drex Koordinaten p als
rechtwinklige Koordinaten m einem Raum von sechs Dimensionen
aufgetragen, so dal} jeder Punkt dieses Raumes eine Phasc unseres
Massenpunktes darstellt. Bei cinem System von f Freiheitsgraden
erhilt dicser ,,Phasenraum‘® 2 f Dimensionen.

(licklicherweise brauchen wir indessen den Leser nicht durch
Betrachtungen im mehrdimensionalen Raum abzuschrecken, Wir
kénnen uns vielmehr zunichst auf Systeme von einem Freiheits-
grad beschrinken, fiir welche der allgemeine Phasenraum zu einer
einfachen Phasenebene wird. Auch spiter, wenn wir Systeme von
mehreren Freiheitsgraden zu betrachten haben, werden wir cs so
einrichten kénnen, dal wir nur zweidimensionale Ausschnitte
aus dem Phasenraum, also wicderum gowisse einfache Phasen-
ebenen betrachten.

In der Phasenebenc unscres Systems von einem Freiheitsgrad
zeichnen wir ¢ und p als rechtwinklige Koordinaten. Wir kon-
struicren uns in dieser Ebenc die ,,Phascnbahnen', das heillt die
Kolge derjenigen Bildpunkte, welche den aufeinanderfolgenden Be-
wegungszustinden des Systems entsprechen. Von jedem Punkt
als Anfangszustand ausgehend, konnten wir sclche Phasenbahnen

(5) e =

1) Wie die Definition zu verallgemeinern ist, wenn die wirkenden
Krafte kein Potential haben, soll hier nicht erortert werden.
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verzeichnen und mit ihnen die Ihasenebene {iberall dicht iiber-
decken. Ks ist aber fir die Quantentheorie charalkteristisch, dali
sic eine diskrete Schar von Phasenbahnen aus der unendlichen
Mannigfaltigkeit derselben herausgreift. Um dieselben zu definicren,
betrachten wir zunichst den Flicheninhalt der Phasenchene, der
von zwei beliebigen Phasenbahnen begrenzt wird und nennen ihn
. Phasenausdehnung®.  Sodann zeichnen wir unsere Schar so, dall
dic Phasenausdehnung zwischen zwei ihrer Nachbarkurven stets
gleich dem Wirkungsquantum A sei. A gewinnt dadurch die Be-
deutunz des Elementarbereichs der Phasenausdehnung,
Diese Bedeutung werden wir als die eigentliche Detinition des Planck-
schen Wirkungsquantums & ansehen. Wir erliutern diese reichlich
abstrakfen Vorstellungen zunichst an zwei wichtigsten Sonder-
filllen, dem Beispicl des Oscillators und des Rotators.

Als linearen Oscillator bezeichnen wir einen federnd an seine
Ruhr:lagi; aehundenen Massenpunlkt m, der sich nur in ciner Richtung
r — 4 aus derselben beiderseits entfernen kann und dabel eine
ricktresbende Kraft, aber keinen Dimpfungswiderstand ertihrt.
Der Qoeillatar ¥z das cirfachste Bild eines Schwingungszentrums,
wic e I dey Opaak al= _guasiclastisch gebundenes Elektron™ vor-
susgescizt wad. Wir sprechen genawer von dem harmonischen
Oscillator, wenn wir betonen wollen, dall derselbe vermége seiner
elastischen Bmdung nur einer bestimmten KEigenschwingung fahig
ist. Die Schwingungszahl des Oscillators (Anzahl seiner freien
Schwingungen in der Zeiteinheit) sei ». Die Darstellung des Sehwin-

gungsvorganges lautet dann:
(5) ¥ = g = asin 2avi

Der Imypuls p wird hier einfach gleich m¢g [nach Gl () und in
Ubereinstimmung mit (5)]; also

(7) = I mxvmacos 2 avi.

Durch Elimination von f aus (G} und (%) erbilt man als Phasen-
bahn eine Ellipse in der p, ¢-Ebene von der Gleichung
¢ 7

8 = 1
() az*bﬂ 2

wo die kleine Hauptachse b die Bedeutung hat
(9) b = 2nvma.
Der Flicheninhalt der Ellipse wird:

abmr = 2 n2vma?

Sommerfeld, Atombau und Speixtesllinien. 4. Aufl 7
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Von Zeit zu Zeit aber indert der Oscillator seine Energie; or enuttiort
Encrgie, wenn sein Bildpunkt auf cine kleinere Ellipse Uberspringt;
cr absorbiert Energie, wenn der Bildpunkt auf eine grollere Ellipse
versctzt wird. Emission und Absorption geschehen in Vielfachen des
Energiequantums &,

Dic Arnmahme diskreter Phasenbahnen und diskreter Energicn
bringt es mit sich, daf} der Oscillator nur Bewegungen von bestimmter
Amplitude der Ausschwingung and Geschwindigkeit: beschreiben kann.
Aus(6), (10Yund (13) folgt namlich als Gréfe dieser beiderlei Amplituden

1 ‘2 ne £ J Yne HE
— -— f —
4 max 2 o m fm.:xa: l

Wir haben hier die extremste Form der Quantentheoric dar-
gestellt, welche nur unstetige Ubergéinge zwischen den verschiedenen
Bewegungen des Oscillators kennt. Um das Paradoxe dieser Vor-
stelung zu mildern, hat Planck spiter eine Form der Quanten-
theorie entwickelt, bei welcher auch Phasenpunkie jm Inncrn der
Elpeenringe al: mogliche Zustande des Oscillators angeschen werden,
der Oncillscor ak:o nicht ausschlieflich an die Grenzen der Elementar-
pehicty grbmaden ist. Far unerre Zwecke ist indessen allein die
copier Form der Quantenthrore greignet. Wir setzen daher aus-
drickiich st (fir dem Oecillator und fiar jedes mechanische
Sysirma von einem Freiheitegrad): Der Bildpunkt des Systems
in der Phasenebene ist an gewisse quantentheoretisch
ausgezeichnete ,gequantelie” Phasenbahnen gebunden.
Jede derselben schlie3t mit der folgenden cin Klementar-
gebiet der Gréfie 4 ein. Die nte dieser Bahnen hat (wenn
geschlossen) den Flacheninhalt nk, In Formeln:

14) J ‘ dpdg — nh,

das Integral erstreckt @ber das Innere der nten Bahn, Fithren
wir die Integration nach p aus [entsprechend der clementaren Formel

[ ydx fir den Flicheninhalt ciner Kurve g = f(x})], so entsteht

(13) jpdq = nh,

dieses Intcgral crstreekt iiber die mte Bahn selbst. Dic linke
Seite dieser (leichung nennen wir Phasenintegral und bezeichnen
gie mit J:

15a) 4 = jpdg-
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Die definitive Formulierung der Quantenhypothesc sehen wir
in dor Forderung, daff das Phascenintegral ein ganzes Viel-
faches des Wirkungsquantums & sein solle, Diese For-
derung sondert aus der kontinuierlichen Mannigfaltigkeit
aller mechanisch méglichen Bowegungen eine diskret
unendliche Anzahl wirklicher, quantentheorctisch mog-
licher Bewegungen aus, Im (Gegensatz zu dieser allgemeinen
Fassung der Quantenhypothese bedeutet die arspriingliche, fitr die
Wiirmestrahlung formulierte Energiequantenhypothese Plancks nur
eine spezielle, auf den Oscillator passende Folgerung der allgemeinen
Quantenforderung. Der Auswertung des Phascnintegrals (13) waren
wir im vorangehenden nur deshalb iiherhoben, weil wir den Inhalt
der Ellipsen nach der Formel abr direkt berechnen konnten.

Vom Oscillator gehen wir iiber znm Rotator. Wir verstehen
darunter einen Massenpunkt m, der um ein festes Zentrum gleich-
formig auf cinem Kreise vom Radius ¢ umlduft. Die naturgemile
Lagenkoordinate ist hier der Winkel ¢, unter dem der Massen-
punkt vom Zentrum aus erscheint, gezihlt von eincr willkiirlichen
Anfangslage @ = 0 aus. Wir setzen also g = . Die kinetische
Energie ist

s mo,
(16) Buin = = ",

Die potenticlle Encrgie wird bei gleichformigem Umlauf jeden-
falls von ¢ unabhingig; ob sie von @ abhingt, ist filr uns gleich-
gilltig, da a bei der Bewegung konstant ist. Wir kénnen demnach
schreiben

E . = const.
Der zu g gehorige Impuls ist nach (5) und (16)
(17) p = mas(].

Er bedeutet das Moment der Bewegungsgrife in bezug auf den
Mittelpunkt des Kreises. Wegen ¢ = const ist dicses . Jmpuls-
moment* p bei der Bewegung konstant, wic fibrigens auch aus den
Bowegungsgleichungen (4) folgt. Deshalb ist die Phasenbahn des
Rotators in der Phasenebene (gp) eine Parallele zur g-Achse (Fig. 22).
Die Phasenbahn ist hier also keine geschlosscne Kurve. Daher mull
in dicsem Falle erst definiert werden, was als Flicheninhalt der
Phasenbahn gelten soll.

Hierzu dient folgende Bamerkunﬂ' Die Phase des Rotators
(seine Lage in der Bahn und die Richtung seines Impulses) wieder-
holt sich nach jedem vollen Umlauf. Die wirkliche Phasenbahn
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ist also keine unendliche, sondern eine in sich zuriickkehrende Geradc.
Die Phasenebene des Rotators hat in der g-Richtung nur die Ab-
messung 27; man kann sie etwa an den Geraden g = £ % auf-
schneiden und zu einem Zylinder zusammenheften. Der Flichen-
inhalt des Zylinders zwischen der nten und der (n — 1)ten Phasenbahn
ist. als Rechteck von der Grundlinie 2z, gleich 2= (p, —p,—,)-
Diese liiche haben wir gleich A zu setzen. Fir die ¥liche zwischen

der nten und der nullten Phasen- Fig. 22.

bahn, welche letztere durch die by

g-Achse dargestellt wird, folgt dann :

) 228, = b b Tf’wf’"f’””‘

Diese Fliache tritt hier an die Stelle s s

des Flacheninhalts der geschlossenen ) ey
Kurven von vorher, 7 . +iE

Daraus ergibt sich, dall der
Rotator nicht wie der Oscil- |
lator nach Energiequanten, sondern nach Impuls-
momentquanten zu quanteln ist. Beim Rotator wird
das Impulsmoment ein ganzes Vielfaches von A2z
Berechnen wir dagepem die Energie (kinetische Energie) des Ro-
tators, so folgt aps (16) wnd (17)

Ekin — P4

2

|

und aus (18) mit » = ¢ [2x:

nh nhy
(19) Bin = 55~ = "5
Hier bedeutet v dic Umlanfzahl des Rotators (Anzahl der vollen
Umlinfe in der Zeiteinheit), welche sinngemif an die Stelle der
Schwingungszahl beim Oscillator tritt. Wollten wir also auch beim
Rotator von Energiequanten A reden (was wir besscr ganz ver-
meiden), so wiirde geine IEncrgie nicht ein ganzes Viel-
faches, sondern ein halbes Vielfaches des Energie-
clementes Av werden.

Durch die Quantelung des Oscillators und Rotators haben
wir bercits den Grund gelegt zur zahlenméligen Beherrschung des
Bohrschen Wasserstoffatoms. In der Tat bestimmt, wie wir schen
werdon, Gl. (18) die Bahnen, in denen das zum Wasserstolfatom
gehdrende Elektron den Wasserstoffkern umkreist; cbenso bestimmt

Gl. (13) die Frequenz der Strahlung, die beim Ubergang des Elektrons
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zwischen solchen Bahnen ausgestrahlt wird. Wir wollen aber die
Behandlung des Wasserstoffatoms und diejenige anderer Atommodelle
sogleich auf eine breitere Basis stellen. Deshalb gehon wir von dem
Falle eines Freiheitsgrades, auf den wir uns beim Oscillator und
Rotator beschrianken konnten, zum ¥alle beliebiger Freiheitsgrade
titber. In diesem Falle miissen wir nicht eine Quantenbedingung
der Yorm (15) verlangen, sondern f verschiedene Quantenbedingungen,
durch die jeder der f Freibeitsgrade in gewissem Sinne festgelegt
wird. Wir folgern dieses, allgemein gesprochen, aus der Schirfe
der Spektrallinien, welche den Rickschlull auf die diskrete Be-
stimmtheit der ihmen zugrunde liegenden atomistischen Vorgénge
zulaBt, Verfasser hat zu dem Fnde einen sehr einfachen und direkten
heuristischen Wegl) cingeschlagen, der zu denselben Ergobnissen
fithrt, wie eine gleichzeitiz von Planck? durchgefithrte mehr
systematische Untersuchung iber die quantentheoretische Behand-
lung von Systemen mehrerer. Freiheitsgrade. Die Vorschrift des
Verfassers besagt: Man iibertrage die Bedingung (15) auf
jeden einzelnen Freiheitsgrad des Systems, schreibe
also den Wert des Phasenintegrals fidr den kten Fre:-
heitsgrad als ganzes Vielfaches von % vor:

(20) To = | pedge = mil.

Beroits etwas frither als Verf. hat Herr W. Wilson3) dicsclbe
Vorschrift an dem Gesetze der Wirmestrablung entwickelt.

Indem man in (20) n, = 1, 2... setzt, bestimmt man die erste,
zweite ... pequantelte Phasenbahn des kten Freiheitsgrades. Da
das System mit jedem seiner Freiheitsgrade je an eine dicser Bahnen
gebunden wird, ist die geforderte Bestimmtheit seiner Bewegungen
erreicht. In gewissen Ausnahmefillen, bei den sogenannten ent-
arteten Systemen, vgl. §7 dicses Kapitels, reduziert sich die Zahl
der crforderlichen Bedingungen; dann geniigen bei [ Freihcits-

1y Zur Theorie der Balmerschen Serie, Sitzungsberichte der
Minchener Akademie, Dezember 1915 und Januar 1916, sowie Ann. d.
Phys. 41, 1 (1916).

2y M, Planck, Dic Struktur des Phasenraumes. Ann. d. Phys. 50,
385 (1916).

3) W, Wilson, The Quanturm-theory of radiation and Line-spectra.
Phil. Mag. 29, 795, Juni 1915. Der historische Sachverhalt 1st von
N. Bohr dargestellt (vgl das Zitat auf 8. 133, Anm. 1}, auch beziglich
einer mit W. Wilson gleichzeitigen Arbeit von Hn, Ishiwara.
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oraden bercits weniger als f Quantenbedingungen, um die Schirfe
der von dem System emillicrten Spektrallinien zu gewéhrleisten.

Eine allgemeine und fiir alles fclgende grandlegende Eigen-
schaft des Phasenintegrals moge schon hier festgestellt werden:
Das Phasenintegral J ist cine notwendig positive Grolie;
die ganze Zahl n 1n Gl (20) ist also eine positive ganze
Zahl. Eigentlich folgt diese Eigenschaft schon aus der geometri-
schen Bedeutung des Phascnintegrals in Gl. (14) als (positiv ge-
dachter) Klachenraum der (g, p)-Ebene. Wir {iberzeugen uns aber
auch leicht analytisch davon, wobei es geniigen mége, auf den
Fall des Oscillators zuriickzugreifen. Hier ist p = mq¢ und daher

+ . ]

J = ‘fpdg = Jmffcﬂq = ng’ﬂdf.

In dem letzten Inlegral sind alle Faktoren, insbesonders auch
der Fortschritt der Zeit dt notwendig positiv, also wird auch das
Phaseri-exral selbst cine positive Grofle. Ganz cbenso launft der
Nachweis in snderen Fiallen. falls die kinetische Energie des Systems
nor die Quadrate nicht die Produkie) der Geschwindigkeits-
koordimatewm emthilt_  wa: man durch Wahl der Koordinaten stets
ercichers kaam, wobei dasen sn Stelle der Masse m eine positive

Bezaglich der Integrationsgrenzen fir die Variable g, in dem
Phasenintegral (20) ist festzusctzen: Die Variable g, soll den
vollen Bercich durchlaufen, der zur eindeutigen Kenn-
zeichnung der Phasen des Systems gehiort. Bei einer zykli-
schen Koordinate (g = @, Rotator) ist dieses der DBereich von
—x bis J-m (vgl. Fig. 22, Zusammenbiegung der Ebene zu cinem
Zylinder), bei einem Fahrstrahle r das Gebiet r,,, bis 7., und
wieder zuriick bis r,,.. Weitere Beispiele fir die Anwendung dioscr
Regel, die sich crsichtlich zwanglos aus der Vorstellung der Bo-
wegungsphasen crgibt, werden diesecs und die folgenden Kapitel
bringen. |

Schwicriger ist die Frage zu entscheiden: Welche Koordi-
naten halt man bei der Bildung des Phasenintegrals(20)
zu benubzen? KEs ist klar, daB unscre allgemeine Formulicrung
der Qunantentheorie nur dann einen bestimmten eindeufigen Sinn
hat, wenn sic durch eine Regel zur Auswahl der in Gl. (20) zu be-
nutzenden Koordinaten ¢,, p, erginzt wird und wenn diese Regel
die Koordinatenwahl eindculig festlegt. In den einfachsten Fillen,
dic wir im folgenden behandeln werden, insbesondere bel der Kepler-
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bewegung in der Ebene oder im Raum, bieten sich geeignete Ko-
ordinaten von selbst dar: das zyklische Azimut ¢ und der Radius-
vektor 7; aber bereits hier macht die Eindeutigkeit Schwicrigkeiten
(wenigstens bei nichirelativistischer Behandlung, vgl. §7 diescs
Kapitels).

Sollen Integrale von der Form (20) fiir jode Koordinate einzeln,
d. h. ohne Kenntnis des gleichzeitigen Ablaufs der ibrigen Ko-
ordinaten ausfithrbar sein, so mul} es moglich sein, jedes p, als reine
Funktion des zugehorigen ¢, darzustellen. In diesem Falle heilt
das mechanische System scparierbar oder bedingt periodisch
(mehrfach periodisch). Niheres hieriiber in Zusatz 7. Seit den Ar-
beiten von Schwarzschild!) und Epstein?®), dic unmittelbar an
die Arbciten des Verfassers im Jahre 1915/16 anknipften, bildet
diese Klasse von mechanischen Systemen die Basis, auf der sich die
systematischen Betrachtungen zur Quantentheorie abspielen. Wie
man in Fallen zu verfahren hat, die nicht unter diese Klasse fallen,
ist zurzeit noch unbekannt.

Bohr geht in seinen neucrcn Darstellungen zwar auch von den
Phascnintegralen (20) aus (unter Umstdnden, vgl. §7, von einer
Summe solcher Integrale), legt aber besonderen Wert auf die Reihen-
folge, in der die Integrale auszufiithren, d. h. die Freiheitsgrade zu
gquanteln sind. FEr bestimmt diese Reihenfolge in anschaulicher
und naturgemaBer Weise aus dem kinematischen Charakter der
Bowegung. Dabei schlicit er dic Form der Quantenbedingungen
mittels seines Korrespondenzprinzips (vgl. 5. Kap., § 1 und Zuosatz 9)
an die Vorstellungen der klassischen Lichttheorie an.  Durch schritt-
weise Niherungen im Sinne der astronomischen Stérungsrechnung
hofft er auch solche Fille quantentheoretisch beherrschen zu kénnen,
dic nicht direkt separicrbar sind.

Fassen wir zusammen, was wir, gestiitzt auf die Schirfe der
Spektrallinien, aus der quantentheoretischen Behandlung von Oscil-
lator und Rotator und aus der Ubertragung dor quantentheoretischen
Methoden auf allgemeine Systeme gelernt haboen, so ergibt sich eine
ganz ncuartige Auffassung des Naturgeschehens, Wir stellen uns
dabei auf den extremen Standpunkt der ursprimglichen Planck-
schen Theorie, nach der die quantentheoretisch ausgezcichneten

1) K. Schwarzschild, Zur Quantentheorie. Berliner Sitzungs-
berichte, April 1916, ausgegeben am 11. Mai, dem Todestage Schwarz-
schilds.

2y P. 8. Epstein, Zur Theorie des Starkeffekts. Ann. d. Phys. 59,
489 (1910). e

o T
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Zustinde lediglich auf den Grenzen der Elementarbereiche liegen,
wihrend das Innere der Berciche von Phasenpunkten frei bleibt.
Diese gequantelten Zustdnde sind vor allen tibrigen Moglichkeiten
als stationare Zustinde des Systems ganzzahlig hervorgehoben; sie
schlieBen sich nicht stetig aneinandcr, sondern bilden ein Netzwerk.
In den zugehorigen Bahnen bewcegt sich ein Elektron dauernd und
widerstandslos, das heillt ohne auszustrahlen; das Elektron ist
quantentheorctisch gegen Aunsstrahlung sozusagen immunisiert. Der
Phasenraum, als Mannigfaltigkeit aller denkbaren, auch
der nichtstationaren Zustdnde, ist von den Bildkurven
der stationdren Bahnen maschenartig durchzogen. Die
Gréle der Maschen ist durch das Plancksche A bestimmt.

§ 4.
Die Bohrsche Theorie der Balmerserie.

Wir machen in jeder Hinsicht die einfachsten Annahmen:
Punktformiger Kern von der Ladung + &, punktftérmiges Elektron
von der Ladung —e; Masse des Kerns unendlich groB gegen die
Massec m des Elektrons; also , Fankorperprobdlem® statt des eigent-
lichen ,ZweikGrperproblems*; Giltigkeit des Coulombschen Ge-
setzes, Galtigkeit der gewShmnlichen (vorrelativistischen) Mechanik;
kreisformigerl) Umlauf des Elcktrons um den Kern, das Elektron
als einfacher ,,Rotator’*. Zu diesen Annahmen ist folgendes zu
bemerken: Fiir Wasserstoff ist speziell £ = e; die Rechnung mit
E empfiehlt sich, um auch den Fall von He™ und Li™" (vgl. den
ersten Paragraphen dieses Kapitels, Nr.3 und 5) einzuschliellen.
Die Annahme unendlich grofler Kernmasse ist selbst fiw Wasserstof
eine gute Anniherung [nach fritherem ist, vgl. auch GI. (16) des
folgenden Paragraphen, m:mpg = 1:1847]; sic wird aber im folgenden
Paragraphen fallen gelasson werden.

Die Bahn des Elektrons wird durch zwei Bedingungen fest-
gelegt, eine klassisehe und cine quantentheoretische. Die
klagsische verlangt Gleichgewicht zwischen duBeren und Tragheits-
kraften. Die Trigheitskraft der Kreisbewegung ist die Zentrifugal-
kraft:

mpe

= MU = M
7}

1y Es se1 bemerkt, dall Bohr schon in semer ersten Arbeit, Phil
Mag. 26 (1913}, allgemeiner von Ellipsenbahnen spricht; vgl. hierzu § 7.



