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Einleitung.

Uber die Grundgleichungen der Elektrodynamik fiir bewegte Korper
herrschen zur Zeit noch Meinungsverschiedenheiten. Die Ansiitze von Hertz*)
(1890) muBten verlassen werden, weil sich heransgestellt hat, daB sie mit
verschiedenen experimentellen Ergebnissen in Widerspruch geraten.

1895 publizierte H. A. Lorentz**) seine Theorie der optischen und
elektrischen Erscheinungen in bewegten Korpern, die, auf atomistischer
Vorstellung von der Elektrizitit fuBend, durch ihre grolien FErfolge die
kilhnen Hypothesen, von denen sie gefragen und durchsetzt wird, zu
rechtfertigen scheint. Die Lorentzsche Theorie®**) geht aus von gewissen
ursprilnglichen Gleichungen, die an jedem Punkte des ,Athers® gelten
gollen, und gelangt daraus durch Mittelwertshildungen iiber ,physbkalisch
anendlich kleine” Bereiche, die schon zahireiche ,Klektronen” enthalten,
su den Gleichungen fiir die Vorgiinge in ponderablen Korpern.

Insbesondere gibt sich die Lorentzsche Theorie Rechenschaft von der
Nichtexistenz einer Relativbewegung der Erde gegen den l.ichtéther; sie
bringt diese Tatsache in Zu%ammenhang mit einer Kovarianz jener ur-
spriinglichen Gleichungen bei gewissen gleichzeitigen Transtormationen der
Raum- und Zeitparameter, die von H. Poine aré4) den Namen Lorents-
Transformationen erhalten haben. Fiir jene urspriinglichen Gleichungen
ist die Kovarianz bei den Lorepntz-Transformationen eine rein mathe-
matische Tatsache, die ich das Theorem der Relatwitit nennen will; dieses
Theorem beruht wesentlich auf der Gestalt der Differentialgleichung fiir
die Fortpflanzung von Wellen mit Lichtgeschwindigkeit.

Nun kann man, ohne noch zu bestimmten Hypothesen {iber den Zu-
sammenhang von Klektrizitit und Materie sich zu bekennen, erwarten,
jenes mathematisch evidente Theorem werde seine Konsequenzen so weit
erstrecken, daf dadurch auch die noch nicht erkannten (Gesetze In bezug
auf ponderable Korper irgendwie eine Kovarianz bei den Lorentz-Trans-
formationen fibernehmen werden. Man &uBert damit mehr eine Zuversicht,
als bereits eine fertige Einsicht, und diese Zuversicht will ich das Posfu-
lat der Relafivitdt nennen. Die Sachlage ist erst ungefihr eine solche,
als wenn man die Erhaltung der Energie postuliert in Ifillen, wo die
auftretenden Formen der Energie noch nicht erkannt sind.

*) Uber die Grundgleichungen der Elektrodynamik fiir bewegte Krper. Wiede-
manns Ann. 41, p. 369. 1890 (auch in: Ges. Werke Bd. [, p. 266. Leipz1g 1892).
**) Versuch einer Theorie der elektrischen und optischen Erscheinungen in be-
wegten Korpern, Leiden 1896.
*" Vgl. Enzyklopidie der math, Wissenschaften, Bd. V 2, Art, 14, W’mterb]ldung
der Maxwellschen Theorie, Elektronentheorie,
+ Rend. Cire. Matem. Palermn. £ XXT /1406Y n. 120



474 H. Mirgowsk:.

Gelangt man hernach dazu, die erwartete Kovarianz als einen be-
stimmten Zusammenhang zwischen lauter beobachtbaren GriBen bei be-
wegten Kdrpern zu behaupten, so mag alsdann dieser bestimmte Zusammen-
hang das Prinzip der Relativitdt heiBen.

Diese Unterscheidungen scheinen mir niitzlich, wum den gegen-
wiirtigen Stand der Elekirodynamik bewegier Korper charakterisieren zu
kénnen.

- H. A. Lorentz hat das Relativitiitstheorem gefunden und das Rela-
tivititspostulat geschaffen, als eine Hypothese, daB Elektronen und Materie
infolge von Bewegung Kontraktionen nach einem gewissen (esetze er-
fabren.

A. Einstein¥*) hat es bisher am schiirfsten zum Ausdruck gebrachs,
daB dieses Postulal nicht eine kiinstliche Hypothese ist, sondern vielmehr
eine durch die Erscheinungen sich aufzwingende neuartige Auffassung des
Zeitbegriffs.

Das Prinzip der Relativitit jedoch in dem von mir gekennzeichneten
Sinne ist fir die Elektrodynamik bewegter Korper bisher noch gar nicht
formuliert worden. In der gegemwdrtigen Abhandlung erhalle ich, indem
ich dieses Pringip formuliere, die Grumdgleichungen fiir bewegte Korper in
einer durch dieses Pringip vollig eindeutig bestimmien Fassung. Dabei wird
sich zeigen, daf keine der bisher fiir diese Gleichungen angenommenen
Formen sich diesem Prinzipe genaw fiigt.

Man sollte vor allem erwarten, dal die von Lorentz angenommenen
Grundgleichungen fiir bewegte Kérper dem Relativitiitspostulate ent-
spriichen. Hs zeigt sich indes, daB dieses nicht der Fall ist fiir die all-
gemeinen (leichungen, die Lorentz fiir beliebige, auch magnetisierte
Korper hat, daB es aber allerdings approwimativ (unter Vernachlissigung
der Quadrate der Geschwindigkeiten der Materie gegen das Quadrat der
Lichtgeschwindigkeit) der Fall ist fiir diejenigen Gleichungen, die Lorentz
hernach fir michtmagnetisierte Korper erschlieBt; es kommt aber diese
spiitere Anpassung an das Relativititspostulat wieder nur dadurch zu-
stande, daB die Bedingung des Nichtmagnetisiertseins ihrerseits in einer
dem Relativititspostulate nicht entsprechenden Weise angesetzt wird, also
durch eine zufillige Kompensation zweier Widerspritche gegen das Rela-
tivititspostulat. Indessen bedeutet diese Feststellung keinerlei Einwand
gegen die molekulartheoretischen Hypothesen von Loreniz, sondern es
wird nur klar, daf die Annahme der Kontraktion der Elektronen bei Be-
wegung in der Lorentzchen Theorie schon an einer fritheren Stelle, als
‘dieses durch Lorentz geschieht, eingefiihrt werden miiBte.

*) Ann. d. Phys. 17, p. 891, 1905,
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In einem Auhange gehe ich noch auf die Stellung der klassischen
Mechanik zum Relativititspostulate ein. FEine leicht vorzunehmende An-
passung der Mechanik an das Relativititspostulat wiirde fiir die beobacht-
baren Erscheinungen kaum merkliche Differenzen ergeben, wiirde aber zu
pinem sehr {iberraschenden Erfolge fihren: Mit der Voramstellung des
Relativititspostulates schafft man sich genau das hinveichende Mittel , um
Aernach die vollstindigen (esefze der Mechanik allein aus dem Safze von
der Erhaltung der Emergie (und Aussagen iiber die Formen der Energie)
m entnchmen.

& 1.
Bezeichnungen,

Eim Bezugsystem =z, ¥, 2, ¢ rechtwinkliger Koordinaten im Raume und
der- Zeit sei gegeben. Die Zeitoinheit soll in solcher Beziehung zur
Léngeneinheit gewdhlt sein, daB die Lichtgeschwindigkeit im leeren
Raume 1 ist. ‘

Obwohl ich an sich vorziehen wiirde, die von Lorentz gebrauchten
Bezeichnungen nicht zu #ndern, scheint es mir doch wichtig, gewisse Zu-
ssmmengshorigkeiten durch eine andere Wahl der Zeichen von vornherein
hervortreten zu lassen. Ich werde den Vektor

der elekirischen Kraft €, der magnetischen Erregung IR, der elektrischen

Errequng ¢, der magnetischen Krafi m
pennen, so daf also €, 3K, ¢, m an die Stelle von €, B, D,  bei Lorentz
treten sollen.

Ich werde mich ferner des Gebrauchs komplexer Grofen in einer
Weise, wie dies bisher in physikalischen Untersuchungen noch nicht tib-
lich war, bedienen, namentlich statt mit ¢ mit der Verbindung it ope-

rieren, wobei ¢ die imaginiire Einheit Y 1 bedeute. Andererseits werden
ganz wesentliche Umstinde in Evidenz treten, indem ich eine Schreibweige
mit Indizes benutzen werde, nimlich oft an Stelie von

T, Y, 2, 1t Ly Ly, gy Ty

gotzen und hieranf einen allgemeinen Gebrauch der Indizes 1, 2, 3, 4
griinden werde. Dabei wird es sich, wie ich ausdriicklich hervorhebe,
stets nur um ene dbersichtlichere Zusammenfassung rein recller Beziehungen
handeln, und der Ubergang zu reellen Gleichungen wird sich tiberall so-
fort vollziehen lassen, indem von den Zeichen mit Indizes solche mit
einem Index 4 stets rein imagindre Werte, solche mit keinem Index 4 oder
mit swe! Indizes 4 stets reelle Werte bedeuten werden.

KEin einzelnes Wertsystem «, y, 2, { bzw. z,, ,, «;, 2, soll ein Rawm-
Zeitpunkt heifien.
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Ferner bezeichne Y den Vektor Geschunindigheit der Materie, & die
Dielektrigitiitskonstante, u die magnetische Permeabilitif, ¢ die Leitfahigkeit
der Materie, simtlich als Funktionen von =z, y, 2, ¢ (oder x,, z,, x4, x,)
gedacht, weiter ¢ die elekirische Raumdichie, 8 einen Vektor ,elekirischer
Strom®, zu dessen Definition wir erst in der Folge (in § 7 und 8) kommen
werden.

Krster Teil.
Botrachtung des Grengzfalles Ather.

g 2.
Die Grundgleichungen fiir den Ather.

Die Lorentzsche Theorie fithrt die Gepetze der Elektrodynamik der
ponderablen Korper durch atomistische Vorstellongen von der Elektrizitiit
zuriick auf einfachege Gesetze; an diese einfacheren Gesetze kniipfen wir
hier ebenfalls an, indem wir fordern, dafl sie den Grenzfall 6 =1, u =1,
¢ = O der Gesetze filr ponderable Kdrper bilden sollen. In diesem idealen
Grenzfalle e =1, u=1, 6 =0 80ll E=1¢, M =m sein und sollen an
jedem Raum-Zeitpunkte z, y, 2, { die Gleichungen bestehen:

() curl m — %€ = o,

(11 dive =,
om

(HI) curl ¢ =+ E—#' 2= 0,

(IV) div mt = 0,

Ich will nun schreiben z,, 2y, %, #, fiir z, 9, 2, ¢¢ (i =V —1), weiter

1y 03, @3, O
fiir
W, 0y, oW, i,
d. 8. die Komponenten des Konvektionsstromes gw und die mit ¢ mul-
tiplizierte Raumdichte der Elektrizitit, ferner

f;ﬂ.'! fﬂl.‘l f;.ﬂl fii.‘! &4!‘ fﬂi
—, W - | e

»?

fiir
m,, m,, m,, — €, --'E:Ey,
d. s. die Komponenten von m bzw. — i¢ nach den Achsen, endlich noch

allgemein bei zwei der Reihe 1, 2, 3, 4 entnommenen Indizes %, %

ﬁnhﬁ'—"fhh

also
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fsa =_f23: fm = "‘*fau fm :_fw:
fu =""f14.: fu= —'fﬂd.: f:m =_f3.1.
fostoetzen

Alsdann schreiben sich die drei in (I} zusamimengefaBten Gleichungen
und die mit ¢ multiplizierte Gleichung (II):

afu_l_ah_s r 01

" aﬂ?, : oix, 015

%L 1 Efﬂﬂ | af‘ii |

n ox, " Pz, T Bx,
afal Ofas 'af;.nl. _

oz, "t Gy + s
014 afu 0f s _

o, T T 0, = 04

Andererseits verwandeln Blﬂh die drei 1n (ILII) zusammengefalten
Gleichupgen, mit --+ multipliziert, und die Gleichung (IV), mit — 1
multipliziert, in

Ofse | Ofis | Ofss

0, 0, T oz, =9
mﬁ i afii : af;i —
ox L ox oz,

B | P

( ) 3 | ?_fii 4 ‘_‘353 0
o, ' oOx, 0% ’
Ofas ?fu afn = ()
3,1:1 a.:r! 3.1:3 .

Man bemerkt bei dieser Schreibweise sofort die wollhommenc Sym-
melric des ersten wie des zweiten dieser (leichungssysteme /n berug auf
die Permulationen der Indices 1, 2, 3, 4.

§ 3.
Das Theorem der Relativitit von Lorentz. |
Die BSchreibweise der Gleichungen (I)—(IV) in der Symbolik des
Vektorkalkiils dient bekanntermafien dazu, eine Invarianz (oder besser
Kovarianz) des Gleichungssystems (A) wie des (leichungssystems (B) bei
einer Drehung des Koordinatensystems um den Nullpunkt in Evidenz zu
setzen. Nehmen wir z. B. eine Drehung um die z-Achse um einen festen
Winkel ¢ vor unter Festhaltung der Vektoren ¢, m, w im Raume, fithren
also anstatt x,, x,, z,, 2, neve Variabelen z’, z,’, z,’, 2, ein durch
%=z, cO8Q + &, sin @, L,'= — x, sing + 2, cos @, 2,'~ x,, ¥,/=1x,,
dazu neue GréBen g, o,, 05, 0,” durch

01 =0, COB @ + @, 8inp, gy'= — o, 8in g + g, COS @, 0,'= 9;, 0,/= 0,,
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neue Grifen f,,...,f;, durch

fos =T cOS@ + fyy sing, f3, = — fos 8ing + f, cos @, fia= s,
f:;“'_*fi-:. cos @ - fq, Sin g, ﬁ.;'__ — f1, 810 @ + fy, cos g, ﬁ;“‘ﬁu
fkh_m-f;k (hrk'“ 1: 2,3, 4)!

80 wird notwendig aus (A} das genau entsprechende System (A'), aus
(B) das genau entsprechende System (B’) zwischen den neuen, mit Strichen
versehenen GrioBSen folgen. |

Nun it sich auf Grund der Symmetrie des Systems (A) wie des
Systems (B) in den Indices 1, 2, 3, 4 sofort ohne jede Rechmung das von
Lorentz gefundene Theorem der Relativitit entnehmen.

Ich will unter iy eine rein imagindre GroBe verstehen und die Sub--
stitution

(1) :'EIF== ml! ﬂ‘-‘,r= xs} :L'ar= ma COS 3¢ + :.'&'4 HlIl if!)? .‘.I?;H - :IIE Eill i‘d, + -:E* .08 "j#f
betrachten. Mittels

. : & — ¢V 1, 1-}¢
(2) -‘—Iltgl‘!',b= gw-lr:e"w = {7, lﬂ!ﬂ?lﬂgﬂﬂt'i"“_"l—&
wird
. 1 _ 1q
CO8 Y = - ——— SN 1Y =
d, 1_,&-! ? w VI——E' !

wobel — 1 <2 ¢ <1 ausfillt and 't — ¢* mit dem positiven Vorzeichen
ziu nehmen isf. Schreiben wir noch

(3) "'.*3'1"= x, mﬂrﬂ Y, wﬂr= £, ;z:;m it
g0 nimmt daher die Substitution (1) die Gestalt
(4) mr=x? y:zy, o e g— gt ’ T — gzt

Vi1i—g? CVi—¢f
mit lauter reellen Koeffizientern an.

Ersetzen wir nun in den oben bei der Drehung um die 2-Achse ge-
nannten Gleichungen tiberall 1, 2, 3,4 durch 3,4, 1, 2, und gleichzeitig ¢
durch ¢, so erkennen wir, daB, wenn gleichzeitig mit dieser Substitution
(1) neue Griflen p,, 0., 04, g,” durch

01 = 0y, 03 = 03, 93’“—"" 03 COR LY 4 @, sin 1Y, @, = — @3 8in i 4 @, cos iy,
neue GriBen f,,...,f;, durch

fia = f 008 + fig sin iy, fi3—= — f,; sinig + fi; cos iy, fo,= fu,
foo = fog OB 1% + fig sinieh, fl, = —— fog 8in iy + fy cos iR, fiy= fiy,
fin = — I (b k=1,2 3, 4)
eingeftibrt werden, alsdann ebenfalls das System (A) in das genau ent-
sprechende System (A"), das System (B) in das genau entsprechende
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Bystem (B") zwischen den neuen, mit Strichen versehenen GroSen iiber-
Alle diese Gleichungen Iassen sich sofort in rein reelle Gestalt um-
schreiben und man kann das letzte Ergebnis so formulieren:
Wird die reelle Trensformation (4) vorgenommen und werden her-

mach 2, ¢/, 7, t' als ein Bezugsystem fiir Raum und Zeit angesprochen,
werden zmgleich

’ —gin,—+1 . i, — . . ;.
(6) o=9( 1 +:), 9m='=9( --q),amx-=9wﬂ9m-=9m

V1—g¢t Vi—1¢° d v’
ferner
¥ Em_qmy ¢ —qu+my ’
© e L~
und
m, - ge ,  qm_-{e ,
(1) m;:' — ? By = - - 4 m;' == z

eingefiilhrt®), so kommen hernach fiir die Vektoren ', ¢, m’ mit den
Komponenten w;:, wj, w;; ey, ¢, ¢r; my, my, m, in dem neuen Koor-
dinatensystem 2z, ', 2 und dazu die GriBe ¢’ geman die zu (I)—(IV)
analogen Gleichungen (I)—(IV’) zustande, und zwar geht fiir sich das
System (1), () in (I'), (II'), das System (II), (IV) in (III), (IV") iiber.

Wir bemerken, daB hier ¢, — gm,, e, + gm,, ¢, die Komponenten des
Vektors e - [bm] sind, wenn v einen Vektor in Richtung der positiven
s-Achse vom Betrage |b| = ¢ und [pm] das vektorielle Produkt der Vek-
toren ¥ und m bedeutet. Analog sind dann m_ + ge,, m, —qe,, m die
Komponenten des Vektors m — [ve].

Die Gleichungen (6) und (7), wie sic paarweige unter einander steben,
kbnnen durch eine andere Verwendung imaginirer GroBen in

€ + iMmy = (e, + im,) cos s + (e, + im,) sin iy,

ey + imy = — (e, + 4m,) sin 49 -+ (e, 4 im,) cos iy,
E;' i im;’ = E; + img

¥

zasammengefaBbt werden, und wir merken noch an, daB, wenn ¢ irgend-

einen reellen Winkel bedeutet, aus diesen letzten Beziehuugen ferner die
Kombinationen

(8) (ex + imz) cos @ + (e + imy) sin g
= (¢, + ¢m,) eos (¢ + i3) + (e, + tm) ein (¢ + iv),

*) Die Gleichungen (5) stehen bier in anderer Folge, die (leichungen (6) und

(7) aber in der ni#mlichen Folge wie die zuvor genmanmnten Gleichungen, die auf sie
hinauskommen.
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9 ’ — (ez + tmy) sin @ + (e, 4 tMy) cos @
= — (¢, + im,) sin (o + 49) + (¢, ++ +m ) cos (p + 29)

hervorgehen.

g 4

Spezielle Lorentz-Transformationen.

Die Rolle, welche die #-Richtung in der Transformation (4) spielt,
kann leicht auf eine beliebige Richtung iibertragen werden, indem sowohl
das Achsensystem der z, y, # wie das der z, y, &, jedes einer und der
nimlichen Drehung in bezug aof sich unterworfen wird. Wir kommen
damit zu einem allgemeineren Satze.

Es sei v mit den Komponenten v,, v, 0, ein gegebener Vektor mit
einem solchen von Null verschiedenen Betrage |v| = g, der kleiner als 1
¢sf, von irgendeiner Richtung. Wir verstehen allgemein unter b eine
beliebige auf v senkrechte Richtung und bezeichnen ferner die Kompo-
nente eines Vektors v nach der Richtung v oder einer Richtung b mit
T, bzw. ¥y.

Anstatt «, y, 2, ¢t sollen nun neuwe Grioflen o, ¢, &, { in folgender
Weise eingefithrt werden. Wird kurz t ftir den Vektor mit den Kompo-
nenten x, y, # im ersten, ferner ¢" fiir den Vektor mit den Komponenten
z, o, £ im zweiten Bezug-ystem geschrieben, so soll sein fiir die Rich-
lung von V.

’ ru - qt
(10) I = Vi—g
fiir jede ouf v senkrechte Richtung b:
(1 1) tfl" = 1%
und ferner:
» T q ru + t
12 t - L= "

Die Bezeichnungen r, und vy hier sind in dem Sinne zu verstehen,
daB der Richtung v und jeder zu v senkrechten Richtung b in 2, y, 2
immer die Richtung mit den niimlichen Richtungskosinus in 2, ¢, #° zu-
geordnet wird.

Eine Transformation, wie sie durch (10), (11), (12} mit der Bedin-
gung 0 < g <1 dargestellt wird, will ich eine spezielle Lorentz-Trans-
formaiion nennen, und soll b der Vekior, die Richtung von v die Achse,

der Betrag von v das Momeni dieser speziellen Lorentz-Transformation
heiBen.
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Werden weiter ¢ und die Vektoren w', ¢, m' in 2, o', & dadurch

, P(“qmu—i_l}

(13) 0 =
, ., oW, —p4g ,
(14) 0’1o, = Vl“_ =) 95 = oWw;,
ferner®)
_ e+ sm-—i[mw,e 4 im]
(E -+ zm'),; e — ) _P_,

(15) Vi—g*

(¢ + em')y = (e + ¢m — i[w, e + Zm]),

18t, so folgt der Saiz, dafi das Gleichungssystem (1), (II) und (IIL), (IV)
jedesmal in das genau enlsprechende System zwischen den mit Strichen wver-
sehenen Grifen iibergeht.

Die Auflésung der Gleichungen (10), (11), (12) fiihrt auf:
T, t Y, + ¢
(16) Ty = ";1—}::2";, X5 = Ty, b = ?/:_i'? -

Wir schliefen nun eine in der Folge sehr wichtige Bemerkung iiber
die Beziehung der Vektoren w und w an. Es mége wieder die schon
mehrfach gebrauchte Bezeichnung mit den Indizes 1, 2, 3, 4 herangezogen
werden, so dab wir 2, 2y, &, ] fir 2, ¢, 2, it und ¢, o), 04, 0.
fir o'Wy, o'Wy, o'W, i@ setzen. Wie eine Drehung um die z-Achse, so
ist offenbar auch die Transformation (4) und allgemeiner die Transfor-
mation (10), (11), (12) eine solche linewre Transformation von der Deter-
minante + 1, wodurch

(17) m1ﬂ + mnﬂ + -Traz‘}' il?f, d 1 z* + ¢4 422 — {2
11/

Inl—

AR A A S B N ST L
ibergeht.
KEs wird daher auf Grund der Ausdriicke (13), (14) auch
—(e't e’ + e’ ted) =l —w’—w'—wf) = (1l —w?
in ¢'¢(1 — w'?) iibergehen, oder mit andern Worten

(18) QV]- o wgr

wobel die Quadratwurzel positiv genommen sei, eine Invariante bei Lo-
rentz-Transformationen sein. |

*) Die runden Klammern sollen nur die Ausdriicke zusammenfaseen, welche der

Index betrifft, und [w, e} 4m] soll das vektorielle Produkt von w und ¢4 m be-
deuten.
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Indem wir ¢,, @y, 03, ¢, durch diese GriBe dividieren, entstehen die
4 Werte

v, 0, w, R

T Vi e Vi’
zwischen welchen die Beziehung

(19) wd +w +wtwd=—1 3y
besteht. Offenbar sind diese 4 Werte eindeutig durch den Vektor 1o
bestimmt, und umgekehrt folgt aus irgend 4 Werten w,, 1w, w;, w,,
wobei w,, wy, w; reell, — dw, reell und positiv ist und die Bedingung (19)

statthat, riickwirts gem#B diesen Gleichungen eindeutig ein Vektor
von einem Betrage << 1.

Die Bedeutung von w,, ws, w,, w, hier ist, daB sie die Verhiltnisse
voun dx,, dx;, du,, dz, zu

(20) V—(dz, + dz® + dzg® + dz,) = dt V1 — w°
ftir die 1m Raum-Zeitpunkio %y, Xy, Ty, &, befindliche Materie beim Uber-

gang zu zeitlich benachbarten Zustiinden derselben Stelle der Materie

gind. Nun tibertragen sich die Gleichungen (10), (11), (12) sofort auf
die zusammengehdrigen Differentiale dz, dy, dz, df und dz, ay, de, at
und insbesondere wird daher fiir sie

— (da,” + dz® + day® + daf) = — (dz)? + day)t + da,® + da,'?)
sein. Nach Ausfihrung der Lorentz-Transformation ist im neunen Bezug-
system die Geschwindigkeit der Materie im nimlichen Raum-Zeitpunkte
z, i, &, ¥ der Vektor w' mit den Verhiltnissen %% , %ii,, %% als Kom-
ponenten auszulegen.

Nunmehr ist ersichilich, dab das Wertsystem

W

K

Xy =W, Zy=1W,, I3=1W;, & =,

vermige der Lorentz-Tramsformation (10), (11), (12) eben in dasjenige
nene Wertsystem

’ ¢ , ’

F ) F r
Ty = Wy, Ty =Wy, Xy = Wy, Ty = Wy

tibergeht, das filr die Geschwindigkeit W' nach der Transformation genan
die Bedeutung hat wie das erstere Wertsystem fiir die Geschwindigkeit
vor der Transformation.

Ist insbesondere der Vektor v der gpeziellen Lorentz-Transformation
gleich dem Geschwindigkeitsvektor w der Materie im Raum-Zeitpunkte
Ty, Ty, %3, Ty, 50 folgt aus (10), (11), (12):

w; == 0] W!r —_— 0: WE’ —_— O, w'i'* —— i-
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‘Unter diesen Umstinden erhilt also der betreffende Raum-Zeitpunkt nach
der Transformation die Geschwindigkeit W' = 0, er wird, wie wir uns aus-

drlicker kinnen, auf Ruhe transformieri. Wir konnen danach die In-
variante @)/1 — ® passend als Ruh-Dichie der Elektrizitit bezeichnen.,

§ b.
Raum-Zeit-Vektoren Iter ynd [Iter Avyt.

Indem wir das Hauptergebnis beziiglich der speziellen Lorentz-Trans-
formationen mit der Tatsache zusammennchmen, daB das System (A) wie
das System (B) jedenfalls bei einer Drehung des riumlichen Bezugsystems
amt den Nullpunkt kovariant ist, erhalten wir -das allgemeine Theorem der
Relativitit. Um es leicht verstindlich zu formulieren, diirfte es zweck-
mibig sein, zuvor eine Rethe von abkiirzenden Ansdriicken testzulegen,
wihrend ich andererseits daran festhalten will, komplexe GriBen zu ver-
wenden, um bestimmte Symmetrien in Evidenz zu setzen.

Eine lineare homogene Transformation

’ F r r
Ty =0y &) T €y + €42, sty

(a1) Ty = o1 By 4 Gealy -+ 0325 + @2,

L s r F F
Ty == €y Xy + Wgply + Cgy T, Uiy 5

r ! 4 F
Ly =Gy + Gy + €2y + Cya by

von der Determinante 4 1, in welcher alle Koeffizienten ohne einen In-
dex 4 reell, dagegen «,, oy, oy, sowie ¢, o, @, rein imaginir (ev.
Null), endlich e,, wieder reell und speziell > 0 ist und durch welche

] r f
2P+ 2" + 2+ 22 in 2, + Ty ? A 2% - z,*

iibergeht, will ich allgemein eine Lorentz-Transformalion nennen.
Wird

? / ’ 4 ’ ’ 4 4!

4 ——

gesetzt, so entsteht daraus sofort eine homogene lineare Transformation

von %, ¥, 2, tin 2, ¥, &, ¢ mit lauter reellen Koeffizienten , Wobet das
Aggregat

— @ =g — P i — g Y g

iibergeht und einem jeden solchen Wertesystem x, ¢, 2, ¢ mit positivem t,

wofiir dieses Aggregat >> O ausfilllt, stets auch ein positives ¢ entspricht;

letzteres 1st aus der Kontinuitit des Aggregats in r, ¥, z, t leicht er-
sichtlich.,
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Die letzte Vertikalrethe des Koeffizientensystems von (21) hat die
Bedingung
(22) gy -+ ogy + o5y + oagy =1
zu erfiillen.

" Sind o, =0, &y, =0, a5, =0, 80 ist ¢, = 1 und die Lorentz-Trans-
formation reduziert sich auf eine blofe Drebung des réiumlichen Koordi-

natensystems um den Nullpunkt.
Sind ¢,,, &y, ¢, nicht simtlich Null und setzt man

Oyg i Gyt llgy 10y =0,10,:0, 11,

so folgt aus (22) der Betrag

(= VI EoF i<
Andererseits kann man zu jedem Wertesystem «,, ay,, a5, ,,, das in
dieser Weise mit reellen v, v, , v, die Bedingung (22) erfiillt, die speeielle
Lorentz-Transformation (16) mit «,,, «,,, %, ¢, als letzter Vertikalreibe
konstruieren und jede Lorentz-Transformation mit der nimlichen letzten
Vertikalreihe der Koeffizienten kann alsdann zusammengesetzt werden aus
dieser speziellen Lorentz-Transformation und einer sich daran anschlieBen-
den Drehung des riumlichen Koordinatensystems um den Nullpunkt.

Die Gesamtheit aller Lorentz-Transformationen bildet eine Gruppe.

Unter einem Raum-Zeit-Vekior 1. Art soll verstanden werden ein be-
liebiges System von vier GrioBen g, @,, 05, 0, mit der Vorschrift, bei
jeder Lorentz-Transformation (21) 88 durch dasjenige System g/, o4, 04, 8,
zu ersetzen, das aus (21) fiir die Werte z,, z,, #,, z,” hervorgeht, wenn
fir =, o, 25, 2, die Werte ¢,, v,, 04, 0, genommen werden.

Verwenden wir neben dem variabeln Raum - Zeit-Vektor 1. Art
%y, Tq, X3, X, einen zweiten solchen variabeln Raum-Zeit-Vektor 1. Art
#y, Uy, Wy, , und fassen die bilineare Verbindung

Fas (Tag — Zgtty) + fo (Rytty — y%5) + frg {0 g — 29%,)

+ (@ — 2yu) + fou(@guy — 240,) + fou (Zgtty — Ty%,)

mit sechs Koeffizienten f,,, -, f;, auf Wir bemerken, daB diese einer-
geits sich in vektorieller Schreibweise aus den vier Vektoren

Ty gy Tys Uy, Up, Ugy  [ogy F51s Fisi fror Fanr fa
and den Konstanten x, und u, aufbauen liBt, andererseits symmetrisch
in den Indizes 1, 2, 8, 4 ist. Indem wir z,, #,, ;, z, und wu,, u,, uy, u,
gleichzeitig gemiB der Lorentz-Transformation (21) substituieren, geht
(23) in eine Verbindung

(24) fos (@' 0" — 25" w3} + £y (39" — @, w") + fip (a0, ug” — 25'ut,")
’ r r ! ’ r r s ’ r
+ fu(_ﬂﬁ W, — o)+ o, (2w — 2/ u) + f5, (2w, — 2wy

(23)
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it gewissen allein von den sechs Griflen fy, - -, f;, und den sechzehn
Koeffizienten «,,, ¢, -, ¢,, abhingenden sechs Koeffizienten f,;, - f,, tiber.

Einen Raum-Zeit-Vektor 1I. Art definieren wir als ein System von
sechs GrioBen i, fo, f12 f14r [24, [2a Mmit der Vorschrift, es bei jeder Lorentz-
Transformation durch dasjenige neue System f,., fur, fiys fras fors Fog Z0 €I
setzen, das dem eben erdrterten Zusammenhange der Form (23) mut der
Form (24) entspricht.

Das allgemeine Theorem der Relativitit betreffend die Gleichuugen
(D—(1V), die ,Grundgleichungen fiir den Ather“, spreche ich nunmehr
folgendermaBen aus.

Werder x, y, 2, it (Raumkoordinaten und Zeit >< i) einer beliebigen
Loreniz - Transformation unterworfen wund gleichzeitig ow,, pw,, oW, 10
(Konvektionsstrom und Ladungsdichte > i) als Rawm- Zeit-Vektor 1. Art,
ferner m,, m,, m, —ie,, —ie, — ¢, (magnetische Kraft und elektrische
F'rregung ::-c::— ?) nls Raum Zeaf V ?s:tm T1. Art transformiert, so geht das
System der Gleichungen (1), (1) wnd das System der Gleichunger (111), (IV')
je in das System der enlsprechend lautcnden Bezichungen zwischen den ent-
sprechenden .new ewngefithrien Grifien dber.

Kiirzer mag diese Tatsache auch mit den Worten angedeutet werden:
Das System der Gleichungen (I), (II) wie das System der Gleichungen
(IIT), (IV) ist kovariant bei jeder Lorentz-Transformation, wobel gw, ip
als Raum-Zeit-Vektor I. Art, m, — 7e als Raum-Zeit-Vektor II. Art zu
transformieren ist. Oder noch prignanter:

oW, to ist ein Rawm-Zeit-Vekior 1. Art, m, — ie st emm Raum- Zeit-
Vektor I1. Art.

Ich fiige noch einige Bemerkungen hier an, um die Vorstellung eines
Raom-Zeit-Vekfors II. Art zu erleichtern. [Invarianten fiir einen solchen
Vektor m, — e bel der Gruppe der Lorentz-Transformationen sind offenbar

) S R S R )
(26) me = i(fgafys + faafos + flﬂfﬂi)'

Ein Raum-Zeit-Vektor II. Art m, — ze (wobei m und e reelle Raum-
Vektoren sind), mag singuldr heiBen, wenn das skalare Quadrat (m —ie)* =0,
d h. m* —e? =0 und zugleich {me) = 0 ist, d. h. die Velkloren m und e
gleichen Betrag haben wund zudem senkrecht anfeinander siehen. Wenn
solches der Fall ist, bleiben diese zwei Eigenschatten fiir den Ranm-7Zeit-
Vektor 1. Art hei jeder Lorentz-Transformation erhalten.

Ist der Raum-Zeit-Vektor II. Art m, — ¢ nicht singulir, so drehen

wir zunachat das raumliche Kﬂordmatensyatem §0, daB das Vektorprodukt
[me] in die 2-Achse fillt, daB m,=0, ¢,=0 ist. Dann ist

(m:t: o iem)g + (my T iep)g T 0!
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Ey T imy

also

verschieden von 1 ¢ und wir kinnen daher ein komplexes

Argun:;ent q: + t¢ derart bestimmen, daf

‘ e, tm,
ig (p + i’w) = Em+imm

ist. Alsdann wird mit Ricksicht auf die Gleichung (9) durch die zu w
gehorige Transformation (1) und eine nachherige Drehung um die z-Achse
durch den Winkel ¢ eine Lorentz-Transformation bewirkt, nach der auch
noch m,=0, ¢, =0 werden, also nunmehr m und ¢ beide in die neue
-Linie fallen; dabei sind durch die Invarianten m? —¢? und (m ¢) die
schlieBlichen Grifen dieser Vektoren und ob sie von gleicher oder ent-

gegengesetzter Richtung werden oder einer Null wird, von vornherein fixiert.

§ 6.
Begriff der Zeit.

Durck die Lorentz-Transformationen werden gewisse Abdinderungen
des Zeitparameters zugelassen. Infolgedessen ist es micht mehr statthaft,
von der Gleichzeitighert zweier Ereignisse an sich zu sprechen. Die Ver-
wendung dieses Begriffes setzt vielmehr voraus, daB die Freiheit der 6
Parameter, die zur Angabe eines Bezugsystems fiir Raum und Zeit offen
steht, bereits in gowisser Weise auf eine Freiheit von nur 3 Parametern
eingeschrénkt 1st. Nur weil wir gewohnt sind, diese Einschrinkung stark
approximativ eindeutig zu treffen, halten wir den Begriff der Gleichzeitig-
keit zweier Kreignisse als an sich existierend.*) In Wahrheit aher sollen
folgende Umstdnde zutreffen.

Ein Bezugsystem z,y, 2, ¢ fir Raum-Zeitpunkte (Ereignisse) sei
irgendwie bekannt. Wird ein Raumpunkt A(xy, v, 2,) zur Zeit £, = 0
mit emnem anderen Raumpunkte P(z,y,2) zu einer anderen Zeit ¢ ver-
ghichen und ist die Zeitdifferenz ¢ — 4, (es sei etwa ¢ > ¢,) kleiner als die

Linge 4P, d. i die Zeit, die das Licht zur Fortpflanzung von 4 nach P

braucht, und ist ¢ der Quotient t;;,“ <1, so kOnnen wir durch die

spezielle Lorentz-Transformation, die AP als Achse und ¢ als Moment
hat, einen nenen Zeitparameter ¢* einfiihren, der (s. Gleichung (12) in § 4)
fiir beide Raum-Zeitpunkte A4, £, und P, ¢ den gleichen Wert # = 0 er-

langt; es lassen sich also diese zwei Ereignisse auch als gleichzeitig
auffassen.

Ll e FTT R

*) Ungefihr wie Wesen, gebannt an eine enge Umgebung eines Punktes auf
einer Kugeloberfliche, darauf verfallen kdnnten, die Kugel sei ein geometrisches Ge-
bilde, an welchem ein Durchmesser an sich ausgezeichnet ist.
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Nehmen wir weiter zu einer und derselben Zeit #, — 0 zwei ver-
schiodene Raumpunkte 4, B oder drei Raumpunkte A, B C, die nicht
in einer Geraden liegen, und vergleichen damit einen Raumpunkt P auBer-
halb der Geraden AB oder der Ebene 4 BC zu einer anderen Zeit ¢ und
ist die Zeitdifferenz ¢-~{, (es sei etwa £>¢) Lletner als die Zeit, die
das Licht zur Fortpflanzung von der Geraden AR oder der Ebene 4 BC
nach P braucht, und ¢ der Quotient aus der ersteren und der letzeren
Zeit, so erscheinen nach Anwendung der speziellen Liorentz- Transformation,
die als Achse dae Lot auf AB, bzw. ABC durch P und als Moment g
hat, alle drei (beziechungsweise vier) Ereignisse 4, {,; B, t,; (C, ¢) und
P, t als gleichzeitig,

Werden jedoch vier Raumpunkte, die nicht in einer Ebene liegen,
ru einer und derselben Zeit £, aufgefafit, so ist es nicht mehr méglich,
durch eine Lorentz-Transformation eine Abinderung des Zeitparameters
vorzunehmen, ohne daB der Charakter der Gleichzeitigkeit dieser vier
Raum- Zeitpunkte verloren geht.

Dem Mathematiker, der an Betrachtungen #iber mehrdimensionale
Mannigfaltigkeiten und andererseits an die Begriffsbildungen der so-
genannten nicht-Euklidischen Geometrie gewdhnt ist, kann es keine
wesentliche Schwierigkeit bereiten, den Begriff der Zeit an die Verwendung
der Lorentz-Transformationen zu adaptieren. Dem Bediirfnisse, sich das
Wesen dieser Transformationen physikalisch niher zu bringen, kommt
der in der Einleifung zitierte Aufsatz von A. Einstein entgegen.

Zweiter Teil.

Die elektromagnetischen Vorginge.

§ 7.

Die Grundgleichungen fiir ruhende Kérper.

Nach diesen vorbereitenden Ausfithrungen, die wir des etwas ge-
ringeren mathematischen Apparates wegen an dem idealen Grenzfalle ¢ =1,
u=1, ¢ =0 entwickelten, wenden wir uns jetzt zu den Gesetzen fiir
die elektromagnetischen Vorginge in der Materie. Wir suchen diejenigen
Beziehungen, die es — unter Voraussetzung geeigneter Grenzdaten —
ermighchen, an jedem Orte und zu jeder Zeif, also als Funktionen von
z, ¥, £, t zu finden: die Vektoren der elektrischen Kraft €, der magne-
tischen Erregung IR, der elektrischen Erregung e, der magnetischen Kraft
m, die elektrische Raumdichte g, den Vektor ,elektrischer Strom 8% (dessen
Beziehung zum Leitungsstrom hernach durch die Art des Auftretens der



