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2. Die Einfithrung
eines vernunftgemdpfen Koordinatensystems m
die Einsteinsche Gravitationstheorie und das
Gravitationsfeld einer schweren Kugel;

von Gustav Mie.

1. Die Einsteinsche Gravitationstheorie bringt die eigen-
ttmliche Schwierigkeit mit sich, daB die gewohnlichen prak-
tischen Definitionen der geraden Linie und der Léngengleich-
beit unbrauchbar werden. Die praktische Durchfiibrbarkeit
der -ganzen Geometrie beruht auf der Existenz unveréinder-
licher Korper, die man an den verschiedensten Orten und zu
den verschiedensten Zeiten als Malstibe benutzen kann, um
die zu messenden Abstéinde irgendwelcher Raumpunkte mit
ihrer Lénge zu vergleichen. Kbenso braucht man zur Ver-
gleichung ven Zeitintervallen unverdnderliche physikalische
Vorgénge (Schwingungen). Daf man solche unverdnderlichen
MaBstébe fiir Lingen und Zeiten praktisch einwandfrei her-
gtellen kann, berubt letzten Grundes auf der Unverdnderlich-
keit der Atome und der Unabhéngigkeit ihrer Beschaffenhelt
von Ort und Zeit.

Die Existonz absolut unverdnderlicher Atome galt als eine
Selbstverstandlichkeit, solange man glaubte, zwischen den ,,von
Materie erfilllten‘* Teilehen und dem sie umgebenden ,,absolut
leeren Raum‘ scharf unterscheiden zu kénnen. Nun wissen
wir aber, daB diese Auffassung nicht richtig ist, daf vielmehr
der sogenannte leere Raum als Weltdther selber der Schauplatz
mannigfacher physikalischer Vorgiinge ist und da8 er iiberall
auch in die Vorginge, die man speziell als materielle Vorginge
bezeichnet, ganz wesentlich mit eingreift. Sobald man aus
diesen Erkenntnirgen die notwendige Konsequenz zieht und
die scharfe Abgrenzung zwischen ,,Materie’* und ,1leerem
Raum* fallen liBt, gelangt man dazu, in einer nunmehr zu
erstrebenden ,,Theorie der Materie'* die materiellen Teilchen
nur als Stellen im Ather aufgufassen, an welchen eine Zusammen-
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ziehung ganz enormer Energiemengen auf einen winzigen
Raumteil stattfindet. Sie konnen dann keine absolut unver-
anderlichen Atome sein. Man muf vielmehr mit Bestimmtheit
erwarten, daB diese Energiekroten im Ather sich verindern,
wenn sie von Gegenden, wo der Ather an und fiir sich feldirei
ist, in Gebiete iberfilhrt werden, wo von vornherein starke
elektromagnetische oder Gravitationsfelder vorhanden sind.
Es ist eines der wichtigsten Probleme der ,,Theorie der
Materie*, eine Erklérung dafiir zu finden, dafl sich trotzdem
in Wirklichkeit die materiellen Teilchen fast wie feste harte
Partikelchen verhalten, die von dem Vorhandensein irgend-
welcher Felder so wenig beeinfluBt werden, daB man ihre Ver-
dnderungen mit den uns jetzt zur Verfigung stehenden ex-
perimentellen Hilfsmitteln noch nicht beobachtet hat.l) Fir
- die Gravitationsfelder ist dieses Problem durch die Ein-
steingche Gravitationstheorie vollstindig gelést. Nach dieser
Theorie sind die Verinderungen der materiellen Teilchen in’
einem Gravitationsfeld ganz allein durch das Gravitations-
potential bedingt. Die Feldstirke des Gravitationsfeldes
kommt lediglich als Gefdlle des Gravitationspotentials in demr
Teilchen zur Geltung, so daB in einem Gravitationsfeld nach
MaBgabe dieses Gefilles die Verdnderung des Teilchens mehr.
oder weniger inhomogen ist. Die Veriinderungen selber be-
stehen nach der Einsteinschen Theorie nur in einer Ver-
dndering sémtlicher MaBeinheiten, man kann sagen: sie bee
stehen in einer Deformation des von dem Teilchen und den in
ihm sich abspielenden Vorgiingen erfilllten kleinen Raum-Zeit-.
gebietes. Das Gravitationsyotential selber ist ein vierdimensio-
naler Tensor, seine Komyponenten seien im folgenden mit w*™
bezeichnet. Ich will die aus diesen w*” gebildete Determinante-
mit @ bezeichnen, ferner seien die GroBen w, , durch folgende:
Glemhungen gegeben: -

Zm”i-w"zé;", | L. ‘
i

(1)
oOy=1und 9, =0, pF».

Endlich tiibre ich noch ein:

t

1) G. Mie, Physik. Zeitschr. 18. S.561. 574. 596. 1917.
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.9uv = VO_)' m,ur’
@ gor = 2

. Vo'
so daB also auch

D9 9 =04

Ein Raum-Zsitelement, das im gravitationsfreien Gebiet
die Form einer vierdimensionalen Kugel vom Radius 1 hat,
bekommt durch den EinfluB des Gravitationspotentials w®*
die ‘Form eines Ellipsoides, dessen Gleichung lautet:

G117 &%+ Goo  Eo% + a3 E3% T Gua £ + 295576265
3 + 2930 &3 81 + 20107 6182 + 2014761 64
+ 2094808y + 2054 E3Ea = 1.

Das Vorzeichen ist, je nachdem es sich um raumartige
oder um zeitartige Radienvektoren handelt, als -+ oder als —
zu wihlen. Im gravitationsfreien Gebiet nimmt das Gravi-
tationspotential den skalaren Wert 1 an, o*”=24,, ent-
sprechend ist dann auch g,, = 4.

Sollen in einem Grawtatmnsfeld Lingen und Zeiten be-
stimmt werden, so muB man an den mit den deformierten
Atomen direkt gemessenen Werten nach Mafigabe des Gravi-
tationspotentials an der betreffenden Stelle erst noch Korrek-
turen anbringen. Man muB also zur Bestimmung der richtigen
Werte von Lingen und Zeiten das Gravitationspotential schon
haben. Dazu aber muBl man ein Koordinatensystem. besitzen,
denn_das Potential kann nur als Funktion der Raum-Zeitkoordi-
naten gegeben sein. Da man nun dieses Koordinatensystem
picht durch praktisch-geometrische Messungen, die sich auf
die Annahme unverénderlicher Atome stiitzen, bekommen kann,
g0 muB man sich firs erste mit einer willkiirlichen Nume-
rierung der Raum-Zeitpunkte begniigen. Um ein fiir die physi-
kalischen Anwendungen brauchbares Koordinatennetz zu. ge-

1) Da ich im folgenden bfters. das Buch -von H. Weyl, Raum-
Zeit-Materie, ziticre, sei hier gleich bemerkt, daB meine g,,, und gu» das
umgekehrte Vorzelchen haben, wie die entsprechend bezeichneten GroBen
bei Weyl. Ferner ist in diesem Buch, wie auch in den Einsteinschen
Veroffentlichungen die Determinante der g,, mit g bezelchnet es ist
leicht zu sehen,.daB .o = g. .

'
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winnen, geht man am besten von der fundamentalen Tatsache
aus, daB das Tensorpotential w** des Gravitationsieldes auch
in den stirksten Feldern, die in der Wirklichkeit vor-
kommen, nur um ganz winzig kleine Betrige von dem gkalaren
Wert 1 abweicht. Es sind also auch die vier Werte ¢4, g0,
93» Jaa von der 1, und die g,,. u F », von der 0 praktisch kaum
zu unterscheiden. Wir legen nun durch einen geeignet ge-
wiahlten Koordinatenanfang vier aufeinander senkrechte Io-
ordinatenachgen, indem wir die Methoden der praktischen
Geometrie, die auf der Annahme der Unverinderlichkeit der
Atome beruhen, zur Konstruktion der Geraden und der senk-
rechten Winkel benutzen. Die so konstruierten Geraden und
Winkel werden wir mit Eingtein als die naturlichen Geraden
und Winkel bezeichnen. Die Konstruktionsmethoden sind fiir
rdumliche Geraden jedem, der einmal geometrisch gezeichnet
hat, so geléufig, daB ich sie hier wohl nicht zu erdrtern brauche.
Fine zeitliche natirliche Gerade wird von dem Schwerpunkt
eines materiellen Korpers beschrieben, wenn auf ihn keine
Krifte wirken. Ruht der Punkt in dem Koordinatenanfang,
so beschreibt er eine zeitliche Gerade, die auf den drei zur Zeit
t = 0 konstruierten raumlichen Koordinatenachsen senkrecht
steht. Wir denken uns nun weiter die Koordinatenachsen in
lauter ,,natiirlich® gleiche Teile geteilt, beispielsweise die dret
rdumlichen Achsen in Zentimeter, die zeitliche Achse in die

entsprechende Zeiteinheit: Sek. Wir kénnen uns diese

1
3.10%
Teilung immer so fein denken, daB in dem kleinen vierdimen-
gionalen Einheitswiirfel am Koordinatenantang die Geometrie
auch mit den feinsten jeweils praktisch zur Verfiigung stehenden
Mitteln von der Euklidischen bzw. Minkowskischen Geo-
metrie nicht zu unterscheiden ist. Schreitet dieVerfeinerung der
MeBmethoden fort, so macht man die Teilung entsprechend
feiner, so dall unsere Bedingung fiir den Wiirfel im Koordinaten-
anfang immer erfiillt bleibt. Wir wollen nun zunéchst die beiden
Koordinatenachsen 1 und 2 betrachten. In der Néhe des Ko-
ordinatenanfanges bestimmen sie eine Kbene, in welcher die
eine quadratische Seitenfliche des Wirfels liegt. Wir ver-
langern die beiden anderen Seiten dieses Quadrates zu be-
liebig langen, natiirlichen Geraden 1" und 2’ und bringen aut
diesen beiden zu den Achsen 1 und 2 ,parallel* laufenden
Geraden eine ganz gleiche Teilung an, wie auf den Achsen

Aunalen der Physik. 1V, Folge. 62. ‘ 4
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selber. Legen wir durch je zwei entsprechende Punkte von 1
und 1’ und ebenso von 2 und 2 immer je eine natirliche
Gerade, so bekommen wir eine Art ebenes Koordinatennetz.?)
Jedoch wird sich in etwas groferen Entfernungen vom Ko-
ordinatenanfang der Einflu der Deformationen durch das
Gravitationsfeld in der Weise bemerkbar machen, daB sich
die Netzfiden in den Netzknoten nicht richtig schneiden, son-
dern nur dicht aneinander vorbeikreuzen. Da das Gravitations-
potential nur sehr wenig von dem skalaren Wert 1 verschieden
ist, so sind die Mingel des unter der Annahme unverénder-
licher Atome konstruierten Netzes auch in weiten Gebieten
des Raumes nuy sehr klein. Man denke sich nun an jedem der
etwas mangelhaften Netzknoten einen Punkt zwischen den
beiden sich kreuzenden Geraden, an welchem beide sehr dicht
vorbeigehen, und betrachte diesen mit einer gewissen Will-
kirlichkeit gewéhlten Punkt als den eigentlichen Netzknoten.
Die so festgelegten Netzknoten definieren dann zusammen,
wenn man das Netz unendlich dicht macht, die Koordinaten-
ebene (1.2.). Wir wollen die wirklich durch die Netzknoten
hindurchlaufenden Linien als die ,,richtigen‘* korrigierten Ko-
ordinatengeraden auffassen im Gegensatz zu den unkorrigierten
,natiirlichen Geraden“. In derselben Weise konstruieren wir
mit dhnlichen Willkirlichkeiten Koordinatenebenen (1. 8.) und
(2. 8.) mit Koordinatennetzen darin, ferner drei sehr benach-
barte Ebenen (1° 2') sowie (1’ 8") und (2 8'), welche in der
Nahe des Koordinatenanfanges in die entsprechenden Seiten-
flichen des kleinen vierdimensionalen Einheitswiirfels tber-
gehen. Auch in diesen: drei sehr benachbarten Ebenen denken
wir uns Koordinatennetze ausgefilhrt. Legen wir schlieBlich
durch je zwel entsprechende Punkte der Ebenen (1.2.) und
(1" 2), ebenso (1. 8.) und (1’ 8), endlich auch (2. 3.) und
(2 89, je eine natiirliche Gerade, so bekommen wie ein drei-
dimensionales Koordinatennetz, welches aber denselben Mangel

1) Ich beschrinke mich in dieser Untersuchung der Einfachheit
halber auf den Fall, daB der leere Raum an sich euklidisch ist. Be-
kanntlich hat Einstein seine Theorie in der Abhandlung ,,Kosmo-
logische Betrachtungen zur allgemeinen Relativititstheorie*(Ber. d
Kgl. PreuB. Ak. d. W. Berlin, Jahrgang 1917, S.142) auf den Fall
ausgedebnt, daB der dreidimensionale leere Raum sphirisch ist. Die
Ubertragung meiner Betrachtungen auf diesen Fall bietet keinerlei
prinzipielle Schwierigkeiten.
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richtiger Netzknoten aufweist, wie das aus natiirlichen Ge-
‘raden vorhin konstruierte zweidimensionale Netz. Die natiir-
lichen Geraden des dreidimensionalen Netzes schneiden sich
wenigstens in groferen Entfernungen von den Achsen nicht
mehr genau in Netzknoten, sondern sie kreuzen nur an den
Knotenstellen dicht aneinander vorbei. Man wihlt nun wieder
mit einiger Willkiir an jeder Knotenstelle einen Punkt, an
welchem die drei Koordinatenlinien sehr dicht vorbeigehen,
als den eigentlichen Netzknoten, legt durch das so bestimmte
System von Netzknoten Linien, die man im Gegensatz zu den
natiirlichen Geraden als die richtigen korrigierten Geraden des
Koordinatennetzes zu bezeichnen hat. Macht man die Maschen
des Netzes unendlich klein, so bilden die gewihlten Netz-
knotenpunkte die dreidimensionale Koordinatenebene (1. 2. 8.).
Genau ebenso kann man die anderen dreidimensionalen Fbenen,
némlich (2. 8. 4.), ferner (8.1.4) und (1.2.4.) mit ihrem
ganzen Koordinatennetz konstruieren. s ist leicht zu sehen,
wie man von da aus weiter zu einem vierdimensionalen Ko-
ordinatennetz kommt, in welchem iberall in einem ziemlich
weiten Bereich um den Koordmatenanfang herum, die korri-
gierten geraden Koordinatenlinien nur wenig von natirlichen
Geraden abweichen, in welchem also auch die natiirlichen Ge-
raden an den Netzknoten tiberall sehr nahe vorbeikreuzen.

Hat man auf diese Weise, nicht ohne einige Willkiirlich-
keit, ein Koordinatennetz konstruiert, so kann man weiter so
verfahren, daB man die Deformationen der Atome wund der
Atomvorgénge bestimmt, indem man die gewidhlten Koordi-
natenlinien als die richtigen Geraden betrachtet. Die Ab-
weichungen der natiirlichen unkorrigierten Geraden von ihnen
geben die Moglichkeit, tberall den Deformationstensor, dessen
Komponenten ich g,, nennen will, zu berechnen. Fiir die
Koordinaten (z;, @, 3, #,) einer natirlichen Geraden be-
stehen ndmlich die vier Differentialgleichungen?):

d? bk don  daw
(4) dﬁ“'%{i} dp " dp =0,

wo p ein den Punkten der Kurve zugeordneter Parameter ist,
z. B. die Bogenlédnge von einem bestimmten Kurvenpunkt an,

1) H. Weyl, Raum-Zeit-Materie, S. 102, -
4*
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wo ferner die {M-‘} die Christoffelschen Symbole?) bedeuten:
~ hk - i 6g,;. agﬂ, 7] 7%} .
(6) il _29’ (6:1:;,) ErN "a*x—,)

Im folgenden werde ich mich in allen Formeln, die ich
gelegentlich noch brauche, der von Einstein eingefiihrten
einfacheren Schreibweise bedienen, in welcher die Summen-
zeichen einfach weggelassen werden. Es soll also ein fir
allemal festgesetzt sein, daB ein Ausdruck, in welchem ein
Indexzeichen doppelt vorkommt, iber diesen Index von 1

bis 4 zu summieren ist. Nach dieser Schreibweise sehen die
Gleichungen (4) und (5) folgendermafBlen aus:

; T odix hky dz, dz
“) R A

, hky _ 1 i, 09, , 09 0 Gnx .
(5 { i}—§-9] (awk T az,)

Um noch ein Beispiel zu bringen, sei angefiihrt:

1 2 3 4
o=+ e et )

In den Formeln (4) und (5) bedeuten, um es noch einmal
deutlich hervorzuheben, die g,, die Komponenten des Tensors
der Deformation der Atome und der Atomvorginge in bezug
auf das von uns konstruierte und-als geradlinig-orthogonal

angenommene Koordinatensystem, die ¢** sind Funktionen
der g,,, die sich aus den Gleichungen
_ Gip " 97 = 0y

berechnen lassen. Wir wollen nun sehen, wie man die Werte
9., finden kann. Da die natiirlichen Geraden uns empirisch
gegeben sind, so sind auch die Differentialquotienten d z,/dp
und d2z;/dp? durch Messungen.zu ermitteln, und die Glei-
chungen (4) geben uns, wenn wir eine bestimmte natiirliche
Gerade herausgreifen, vier Differentialgleichungen erster Ord-
nung fir die gesuchten Tensorkomponenten g,, mit empirisch
bestimmten Koeffizienten. Gehort die herausgegriffene Ge-
rade zu einer Schar von Geraden, die Raum und Zeit
lickenlos ausfiillen, etwa zu der Schar aller natiirlichen Ge-

1) H. Weyl, Ra‘.um-Zeit-Materie, S. 98.
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raden, die auf einer dreidimensionalen Koordinatenebene senk-
recht stehen, so bekommt man die Koeffizienten der Diffe-
rentialgleichungen (4) als Funktionen der Koordinaten, die
man aus den Krgebnissen der praktischen Messungen be-
stimmen kann. Wenn man in derselben Weise andere Scharen
von natiirlichen unkorrigierten Geraden benutzt, so bekommt
man andere Differentialgleichungen fiir die g,,, und man
kann sich so immer eine geniigende Zahl von Gleichungen
verschaffen, um schlieBlich die g,, vollstindig als Funktionen
der (x,, Ty, Ty, T,) zu gewinnen. Wie man diese Berechnung
des Deformationstensors g, wirklich durchfihren kann, werden
wir weiter unten an einem einfachen PReispiel sehen.

Aus den so erhaltenen Werten g, kann man nun aber obne
weiteres nach (1) und (2) das Gravitationspotential berechnen:
o - gy = V.q - O

Denn bei Annahme dieses Gravitationspotentials sind zu-
nichst einmal die Deformationen der von dem Gravitations-
feld erfillten Raum - Zeitgebiete gerade die, welche die
Einsteinsche Gravitationstheorie verlangt. AuBerdem aber
erfilllen die w** auch die Grundgleichungen des Gravitations-
feldes, immer vorausgesetzt natiirlich, daf die Eingteinsche
Gravitationstheorie zutrifit, denn nach dieser Theorie miisgen
die Abweichungen der Geometrie der natiirlichen Geraden
von der Minkowskischen Geometrie folgendermaBen mit der
Anwesenheit schwerer Korper verkniipft sein: Man berechne
40 CGroBen f2,, die wir spiterhin alg die 40 Komponenten des

nys
Gravitationsfeldes bezeichnen werden, nach den Formeln:

O o=l -dee - da )

wo die Christoffelschen Symbole nach (5) zu berechnen sind,
dann ist:
0 t‘:w

n rraii h" Y

wo h,, die uv-Komponente des Tensors , Dichtigkeit der
schweren Masse'' bedeutet. Diese Dichtigkeit der schweren
Masse kann man aus der Weltfunktion H des gesamten Ather-
zustandes an der betreffenden Stelle berechnen als:

®) h =S

(34 3 o*” ’
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Das von uns ziemlich willkiirlich, angenommene Koordi-
natensystem ist also fiir die Physik sofort brauchbar, insofern
in ihm die Grundgleichungen der Physik die einfachste Form
annehmen, die sie haben kénnen. Denn auch die Gleichungen
fin das elektromagnetische Feld haben in ihm die bekannte
einfache Form. Es ist eben die charakteristische Eigentiimlich-
keit der Einsteinschen Theorie, daB die Grundgleichungen
fur jedes ganz beliebig gewihlte Koordinatensystem ihre Form
unveriindert behalten. Oder mit anderen Worten: Die Grund-
gleichungen der Physik sind, wenn man das Gravitations-
potential in der eben beschriebenen Weise definiert, fir jede
beliebige Koordinatentransformation invariant.

2. Danach kénnte es so scheinen, als ob jedes beliebige
Koordinatensystem fiir Raum und Zeit vollig gleichberechtigt
wére. Wir haben aber schon im vorhergehenden eine wesent-
liche Beschrinkung eingefithrt, deren Notwendigkeit jeder ohne
weiteres zugeben wird, indem wir verlangten, daB die korri-
gierten Geraden des anzunehmenden Koordinatensystems in
einem weiten Gebiet wm den Nullpunkt herum von den natiir-
lichen Geraden nur #uBerst wenig abweichen diirfen. Wirde
man diese Beschrinkung nicht machen, so wiirde man zu
solchen physikalischen Monstra gefithrt werden, wie ich in
meinen Go6ttinger Vortrigen!) eines in dem sich ohne alle
reelle Ursachen schlingelnden Stabe geschildert habe, oder es
wirden Wellenn vorkommen konnen, die sich, ohne Energie zu
iibertragen, durch den Raum fortpflanzen?), dergleichen Un-
sinnigkeiten kann es noch mehr geben. Wir miissen das Ko-
ordinatensystem so wihlen, daB auch die allerwinzigsten
Spuren solcher physikalischer Sinnlosigkeiten ausgeschlossen
werden.

Wie notwendig fur die Physik die Wahl eines in dieser Be-
ziehung einwandfreien Koordinatensystems ist, erkenmt man
besonders gut an einem einfachen Beispiel, an welchem ich
zugleich das bisher Gesagte erlautern will, ndmlich dem Gravi-
tationsfeld einer im Raume ruhenden Kugel.

Als Koordinatenanfang wihle ich den Kugelmittelpunké O.
Dieser- Punkt liefert, wenn man sich ihn im Ablauf der Zeit

1) G. Mie, Physik. Zeitschr. 18, S. 599. 1917.
2) A. Einstein, Sitzungsber. d. Kgl. PreuB. Ak. d. W. Berlin
1916. S. 696. :
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vorstellt, eine zeitartige Gerade, welche wir als Zeitachse withlen.
Auflerdem konstruiere ich in dem dreidimensionalen Raum
t =0 nach den Methoden der praktischen Geometrie drel
aufeinander senkrechte Gerade durch O, welche die z-, y- und
¢-Achse darstellen. Weiter konstruiere ich in dem dreidimen-
sionalen Raum t = 0 ein vollstindiges Koordinatennetz. Tr-
fahrungsgeméf wird die rdumliche Geometrie von dem Gravi-
tationsfeld so wenig beeinfluBt, daf man auch mit den aller-
feinsten Mitteln von der Unvollkommenheit der Netzknoten
des natiirlich konstruierten Koordinatensystems nichts be-
merken kann. Das korrigierte Koordinatennetz in dem dvei-
dimensionalen Raum ¢ =0 ist also praktisch véllig identisch
mit dem unkorrigierten natirlichen Netz. Ich teile nun mit
Hilfe einer Uhr die Zeitachse in lauter gleiche Abschnitte und
lege dureh jeden Teilpunkt einen Raum ¢ = congt. mit einem
Koordinatennetz, das genaun so liegt, wie das im Raume ¢ = 0.
Ein Punkt (z, y, 2) = const. heschreibt dann eine zeitartige
Linie, die tberall von der Zeitachge gleichen Abstand hat,
eine ,,Parallele’* zur Zeitachse. Aber diese Parallele ist nicht
identisch mit einer natinlichen Geraden. Beobachten wir
einen freischwebenden schweren Massepunkt, der zur Zeit t =0
im Punkte (z, y, 2) ruhi, so nihert er sich, wenn keine
Krifte (selbstverstdndlich auBer der Schwerkraft) auf ihn
wirken, wenn er also eine natiivliche zeitartige Gerade be-
schreibt, nach dem Fallgesetz beschleunigt dem Kugel-
zentrum 0. Wollen wir also das vierdimensionale Koordinaten-
netz nach den natiirlichen Methoden konstruieren, so finden
wir, daf in einiger Entfernung von der dreidimensionalen
Ebene ¢t =0 die unkorrigierten zweiartigen Koordinatenlinien
an den ihnen entsprechenden Netzknoten des raumartigen
Netzes in der dreidimensionalen Ebene ¢ = const. vorbei-
kreuzen. Die zeitartigen natiirlichen Koordinatenlinien werden
von solchen schweren Punkten beschrieben, die bis zur Zeit

=0 aufwirts steigen, im Punkte t =0 ihre groBte Hoéhe
erreichen, und von da an fallen. Die go definierten Zeitlinien
stehen auf der dreidimensionalen Ehene t = 0 genkrecht, weil
zur Zeit $ =0 der Punkt die Geschwindigkeit Null hat, d. h.
die von ihm beschriebene zeitartige Linie keine raumartigen
Komponenten hat. Zu den t =0 unendlichen henachbarten
Zeiten gehen diese zeitartigen Linien durch die entsprechenden
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Netzknoten genau hindurch, wenn man von unendlich kleinen
Abweichungen zweiter Ordnung absieht.

Dafl die zeitartigen Linien gegeniiber den raumartigen
Linien eine besondere Rolle spielen, liegt an der Konstitution
der Welt, wenn man sie vierdimensional betrachtet. Die mate-
~ riellen Kérper bilden in der Raum-Zeit massive Zylinder, die
sich in zeitartiger Richtung beiderseits ins Unendliche er-
strecken, wihrend ihre raumartigen Querschnitte (die von den
Korpern erfullten dreidimensionalen Raumgebiete) verhiltnis-
méaBig sehr eng begrenzt sind. Man muBl dabei beachten,
daB eine Zeitstrecke von nur 1 Sekunde Lénge gleich zu setzen
ist einer raumartigen Strecke von 300000 km. Danach ist
es leicht zu verstehen, daB an zeitlichen Linien, die in un-
begrenzter Ausdehnung nahe an dem schweren Korper ver-
laufen, die Abweichungen der natiirlichen Geometrie von der
Minkowskischen Geometrie viel eher zu beobachten sind, als
an raumartigen Linien, die nur iiber eine kurze Strecke dem
Gravitationszentrum nahe sind und im allgemeinen in fagt
gravitationsfreien Gebieten verlaufen.

Wollte man nun einfach nach der oben gegebenen An-
weisung zur Kongtruktion des vierdimensionalen Koordinaten-
“netzes verfahren, so hitte man als Netzknoten irgendwelche

Punkte zu wihlen, die zwischen den Punkten, wo sich die raum-
artigen natiirlichen -Geraden ungefidhr schneiden, und zwischen
- der daran vorbeikreuzenden gzeitartigen natirlichen Geraden
liegen. So willkiirlich darf man nun aber in der Physik nicht
verfahren. Man muf vielmehr als korrigierte zeitartige Geraden
die vorhin als Parallelkurven zur Zeitachse definierten Linien
wihlen, die iiberall durch entsprechende Netzknoten der durch
die Punkte der Zeitachse hindurchgelegten dreidimensionalen
ebenen Koordinatennetze gehen. Dasg heiBt mit anderen Worten,
man muf die Punkte der schweren Kugel selbst und alle Punkte,
die, natiirlich gemessen, rvelativ zu ihr ruben, als ruhend an-
sehen. Wollte man das Koordinatennetz anders konstruieren,
so wiirden sich die Punkte der Kugel selber bewegen, ohne
daB diese Bewegung eine andere Ursache hitte, als die Wahl
des Koordinatennetzes. Diese Wahl des Koordinatennetzes
verstieBe gegen den obersten Grundsatz der Vernunft, keine
anderen Verdnderungen in der Welt und im Weltgeschehen an-
zunehmen, als solche, die durch den objektiven Tatbestand
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unbedingt notwendig begriindet sind. Diesen Grundsatz nennt
Kant die Maxime der Vernunft. Sie ist es, die uns zwingt,
den ohne reelle Ursache sich schlingelnden Stab und die
Gravitationswellen ohne Energieiibertragung zu verwerfen.
Ebenso zwingt sie uns, ein Koordinatennetz, in welchem sich
die Punkte unserer Kugel noch bewegen, als ,,unverniinftig"
zu verwerfen.

8. Das Koordinatennetz im Felde einer ruhenden schweren
Kugel ist danach schon so weit festgelegt, daf wir ,,praktisch*
keine Wahl mehr haben. In der Tat sind denn auch praktisch
im Felde der Erde Ort und Zeit tberall ganz eindeutig zu defi-
nieren. Ich will nun zeigen, wie man das Gravitationspotential
- aus den Abweichungen der natirlichen von den verninftig
korrigierten Zeitgeraden berechnen kann. FEine verniinftig
korrigierte Zeitgerade beschreibt ein Punkt (2, Y, 2o), der sich
relativ zur Kugel immer an derselben Stelle befindet. Dieser
Punkt (x4, ¥, 2) sei der Kulminationspunkt eines senkrecht
aufwirts geworfenen Massenteilchens, welches sich zur Zeit ¢
im Punkte (z, ¥, 2) befinde, zur Zeit ¢ =0 gerade (%o, Yo, 20)
erreiche und dann wieder frei herunterfalle. Dieses Massen-
teilchen beschreibt eine natiirliche Zeitgerade, welche die ver-
ninftige Gerade in dem Punkt (%, 4o, 2, 0) berthrt. In
einem unendlich benachbarten Punkt (z,, o, 2, tdl) hat die
natiitliche Zeitgerade von der verniinftigen Geraden eine Ab-
weichung, die unendlich klein von zweiter Ordnung ist, wir
haben demnach an dieser Stelle in die Gleichung (4) einzu-
slzen: g —da,=da,=0, de,—i-dt.

Wir bekommen so fiir das Gravitationspotential die Glei-
chungen:

de={4h.ae, ey={4}.42, o= {4 -ae,
d*t = {%} ~d.

- -Beachtet man nun, dafl in auBerordentlich guter Niherung
g =6!, daB ferner alle Differentialquotienten nach =z, =1i
Null sind, so ergibt sich:

{44}_ 1. %9u {44 =— L. 8u {44}__L 9 us
1~ 2 g’ 2}_ 2 8y’ 13— 2 4z’
44y _
{41—0’
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wenigstens mit &uBerst guter Naherung. — 4 g,, ist also das,
wag man das Newtonsche Gravitationspotential nennen konnte,
sein Gradient ist die Fallbeschleunigung. Setzt man die in
der Nihe einer schweren Kugel empirisch ermittelten Werte
fiir d®>z/dt? usw. in die Gleichungen ein, so bekommt man
fir g,, Differentialgleichungen, durch welche es vollkommen
bestimmt ist. Bekanntlich ergibt sich, jedenfalls mit einer
Annéherung, welche die Beobachtungen durchweg mit- aus-
reichender Genauigkeit wiedergibt:

Yo =1 ——,

wo a eine Konstante ist, die von der schweren Masse der Kugel
abhiingt. Praktisch ist a/r immer winzig klein gegen 1. Die
anderen Komponenten des Deformationstensors lassen gich aus
praktischen physikalischen oder geometrischen Messungen noch
nicht ermitteln, aber nur aus dem Grunde, weil die rdumlichen
Deformationen unmeBbar klein sind und deswegen die empi-
rischen Unterlagen fir die Aufstellung der zur Berechnung
notwendigen Gleichungen zur Zeit noch fehlen. Sehen wir
tiber diesen Mangel zundchst hinweg, so haben wir die auf
S. 52 allgemein gestellte Aufgabe der Ermittelung der g,, in
unserm Spezialfall wirklich gelost.

4. Ich will jetzt annehmen, die MeBkunst sei so weit fort-
geschritten, dafl man die rdumlichen Deformationen ebenfalls
erkennen kann, dalBl man also feststellen kann, in welchen Ent-
-fernungen die natiirlichenunkorrigiertenriaumlichen Koordinaten-
linien an den Knotenstellen aneinander vorbeikreuzen, angtatt
sich wirklich zu schneiden. Dann wire die Wahl des Koordinaten-
systems nicht mehr so eindeutig, wie wir bisher angenommen
haben. Denn dann miuBte man erst noch iiber die Lage der
»richtigen korrigierten Netzknoten des rdwmlichen Koordi-
natensystems Annahmen machen, die bis zu einem gewissen
Grade wieder willkiirlich wiren. Dafl man aber auch hier nicht
véllig willkirlich vorgehen kann, sieht man daraus, daf die
Koordinatengeraden in der Umgebung eines Kérpers, der als
kugelsymmetrisch beschrieben werden kann, auch so definiert
werden miissen, daB der Korper in dem Koordinatensystem
wirklich kugelsymmetrigch ist. Denn im anderen Falle handelte
man wieder gegen die oben ausgesprochene Maxime unserer
Vernunft, indem man lediglich durch die Wahl des Koordinaten-

.
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systems eine Unsymmetrie bekéme, die gar nicht im objek-
tiven Tathestand begrindet ist.

Es ist nun die Frage, ob dieser Grandsatz ausreicht, uny,
abgesehen natirlich von den immer erlanbten Lorentzschen
Trangformationen, ein einziges Koordinatensystem als das ver-
niinftige oder das physikalisch ausgezeichnete Koordinaten-
system festzulegen und damit die verninftigen Geraden und
die verniinftige Teilung der Geraden eindeutig zu definieren.

Es konnte auf den crsten Blick so scheinen, als ob das
nicht der Fall wiive. Schwarzgehild, der zuerst das Gravi-
tationsfeld einer ruhenden kugelig-symmetrischen schwecen
Masse durch Integration der Rinsteinschen Differential-
gleichungen (7) des Schwerefeldes berechnete?); fand, daf auch
bei Hinzuziehung der Annahmen, daf

1. alle im Problem: vorkommenden Gréfen von z, un-
abhingig sind,
2. bei Annahme eines Polarkoordinatensy qtems alle Grofler
nur vom Radiusvektor abhangen,
8. das Potential in groBen Entfernungen vom Gravitations-
zentraum in den skalaren Wert 1 (g;, == 6f) tibergeht,
doch immer noch Willktrlichkeiten bleiben, dall also durch diese
Bedingungen immer das Koordinatensystem noch nicht fest-
gelegt ist. Zundchst fiigt Schwarzschild deswegen ohne
besondere Begrimdung noch die weitere Annahme g¢,, =0,
h=1, 2, 8, hinzu, deren Bedeutung wir im folgenden ein-
sehen werden. Dann bleibt immer noch eine willkirliche
Kongtante in der Losung. 8o ergibt sich fir die 4-4-Kom-
ponente : o
Gy =1-—
V,.s + aa
wo iiber & noch gam willkiirlich verfiigt werden darf.?) Setat
man a =0, so wird der Wert g,, mit dem oben von uns als
sehr gute Annéherung gefundenen Wert c

1) K. Schwarzschild, Ber. d. Kgl. PreuB. Ak. d. W. Berlin
1916. S. 186.

2) Ubrigens bekommt Schwarzschild diese spezielle Form der
Funktion von r nur deswegon, weil er verlangt, daB die Determinante g
konstant den Wert 1 habe. Liaft man diese durch ,nichts begrimdete
Forderung fallen, so findet man fiir g,, eine ganz willkiirliche Funktion
von 7, die nur der einen Beschrinkung unterworfen ist, da8 sie iiberall
auferst wenig von 1 — afr abweicht.



identisch. Mit den praktischen Messungen sehr wohl vereinbar
wiire es aber auch, wenn a nur eine Linge bedeutet, die gegen
r sehr klein ist. Schwarzschild setzt beispielsweise a = a,
was deswegen moglich ist, weil o die Dimension einer Lénge
hat und a/r praktisch immer duflerst klein gegen 1 ist. Da-
gegen vechnet Hilbert!) mit der Losung a = 0, welche den
Vorteil der groBeren Einfachheit hat. Beide Losungen unter-
scheiden sich also nur durch eine etwas verschiedene Wahl
der richtigen Netzknoten, an denen die unkorrigierten natiir-
lich konstruierten raumartigen l&oordmatenhmen dicht vorbei-
kreuzen.

5. So ist die Sachlage denn im hochsten Grade unbe-
friedigend, da man gar nichts dariiber weiBl, nach welchem
Prinzip denn eigentlich das Koordinatennetz, in welchem sich
a = @, und das, in welchem sich a = 0 ergibt, gewshlt ist.

Offenbar geniigt es nicht, wenn man nur verlangt, daB
das Koordinatensystem so gewdhlt wird, daB alle nicht im
objektiven Tatbestand begrindeten Unregelméfligkeiten aus-
geschlossen sind. Unsere Vernunft verlangt -weiter noch, dafl
wir im Besitz eines einheitlichen Prinzips zur Konstruktion
des Koordinatensystems sind, welches wir anwenden kénnen,
ohne von vorneherein zu wissen, welche Symmetrieeigenschaften
das Gravitationsfeld etwa haben mag, und welches ganz von
selber zu einem vernimftigen, durch den objektiven Tatbestand
begriindeten Weltbild fiihyt.

Ein allgemeines Prinzip der Konstruktion von Koordinaten-
netzen, welches diese Bedingung erfiilllt, habe ich in meinen
Géttinger Vortrdgen angegeben.?) Ich bin freilich nicht im-
stande zu beweisen, daB es das einzig mogliche brauchbare
Konstruktionsprinzip sei. Es lautet folgendermaBlen: Wenn
man die natiirlich konstruierten Geraden als kiirzeste Ver-
bindungen zweier ihrer. Punkte auffaBt und wenn man die
natiirlich gewonnene Teilung von Lingen und Zeiten, ohne
sie zu korrigieren, als richtig ansieht, also auch iberall mit
konstanter Lichtgeschwindigkeit (gleich 1) rechnet, so kann

1) D. Hilbe;t, Nachr. d. Kgl. Ges. d. W. zu Géttingen, math.-
phys. Klasse vom 23. Dezember 1916. S. 18.
2) G. Mie, Physik, Zeitschr., 18, S. 601. 1917,
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man die vierdimensionale Raum-Zeit als ein geometrisches Ge-
bilde auffassen, in welchem eine ganz allgemeine Riemannsche
Geometrie an die Stelle der speziellen Minkowskischen
Geometrie getreten ist. Es gibt nun einen allgemein giiltigen
Satz der Geometrie, nach welchem man ein fn-dimensionales
Gebilde, in welchem eine allgemeine Riemannsche Geometrie-
herrscht, auffassen kann als ein mehr oder weniger unregel-
miBig gekriimmtes Gebilde, welches ganz in einem ebenen

Raum von ’-’—("—2"'—2 Dimengionen enthalten ist. So kann

man die Raum-Zeit mit 1hrer durch die Anwesenheit schwerer
Massen gestorten Geometrie — ich habe sie in meinen Gottinger
Vortrigen als Hilbertsche Welt im (Gegensatz zu der Min-
kowskischen Welt bezeichnet — auffassen alg ein gekriimmtes
vierdimensionales Gebilde, welches ganz in einem ebenen
Raum von 10 Dimensionen enthalten ist. Und zwar miissen wir
uns das Hilbertsche Kontinuum als ein Gebilde denken, welches
in weiten Strecken fast genau mit einer vierdimensionalen
Thene zusammenfillt, in der die Minkowskische Geometrie
gilt. Diese Ebene mufl man sich durchzogen denken von vielen
ziemlich scharfen Falten oder Rillen, die in zeitartigen Rich-
tungen beiderseits ins Unendliche laufen. Die Falten stellen die
Weltrohren der materiellen Teilchen dar, in der Niahe der
Falten zeigt das Hilbertsche Kontinuum Abweichungen von
der Ebenheit, welche sich als das Gravitationsfeld der Teilchen
bemerkbar machen. Wir wollen nun eine vierdimensionale
Tibene konstruieren, welche mit den groBen ebenen Gebieten
des Hilbertschen Kontinuums, die unendlich weit von den Welt-
robren der Teilchen entfernt sind, zusammenfillt, und wir
wollen ferner in diese vierdimensionale HEbene, welche wir die
Koordinatenebene oder auch die physikalische Welt nennen,
die Hilbertsche Welt Punkt fiir Punkt senkrecht hinein-
projizieren. Wenn wir dann dieges Abbild der Hilbertschen
Welt beschreiben, so beschreiben wir die uns objektiv ge-
gebene Welt jedenfalls richtig. Die Geraden in der Koordinaten-
ebene wollen wir als die verniinftigen Geraden anseben und
ihre Teilung als die verniinftige Teilung. In der Koordinaten-
ebene ist das Koordinatennetz ohne weiteres bis auf die
Lorentzschen Transformationen eindeutig definiert und zu-
gleich liefert uns die Projektion in die Koordinatenebene ein
verniinftiges Bild der Welt, welches vollkommen auf den ob-
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jektiven Tatbestand begriindet ist und keine anderen Grtlichen
oder zeitlichen Unterschiede aufweist, als die objektiv vor-
handénen.

Benutzen wir die so definierten Koordinaten zur Nume-
rierung der Raum-Zeitpunkte an Stelle der vorhin mehr oder
weniger willkiirlich gewihlten #,, x,, 75, x,, so miigsen zwischen
den g,, vier Bedingungsgleichungen bestehen, durch welche
die besondere Wahl des Koordinatensystems ausgedriickt wird.
Die Willkiir in der Wahl der Numerierung der Raum-Zeit-
punkte nach der Einsteinschen Gravitationstheorie bringt
eg mit gich, dafl vier von den physikalischen Grundgleichungen
sich aus den tbrigen ergeben.?) Die Zahl der selbstdndigen
Gleichungen ist also um vier kleiner als die Zahl der selbstén-
digen Zustandsgréfen, wenn man keine Vorschrift iiber die
Wabl des Koordinatensystems macht. Bei unserer bestimmten
Wahl des Koordinatensystems werden die vier fehlenden
Grundgleichungen ersetzt durch die vier Bedingungen, welche
die Festlegung des Koordinatensystems mit sich bringt. Wahr-
scheinlich ist es sehr schwer, diese vier Bedingungen all-
gemein zu formulieren und mit ihnen zu arbeiten. Ich will
nun zeigen, daBl man das Problem des Gravitationsfeldes einer
schweren Kugel lésen kann, ohne die vier Bedingungen ex-
plizite zu kennen.

6. Ts seien die 10.Koordinaten eines Punktes des Hilbert-
schen Kontinuums (2,, @p, %3, T4, Uy, Up, Ug, Uy, Us, Ug), davon
seien die vier z die Koordinaten in der ,,Koordinatenebene‘’
und die sechs u die Projektionen des Radiusvektors auf die
sechs zur Koordinatenebene senkrechten Achsen. Die Glei-
chungen der ,,physikalischen Welt* sind also:

Couy =0, uy=0, ..., ug=0.
Das Hilbertsche Kontinuum habe die Gleichungen:
Uy =1y (T, To, Tgy Tp), .- Ug = fo (T1 T Ty Ty)
Wir wollen das Problem zunéchst einschrinken auf den
Fall der Statik. Dann muB jeder Schnitt z, = const. aus

dem Hilbertschen Kontinuum genau dasselbe dreidimensionale
Gebilde ausschneiden, ich will es kurz,,die dreidimensionale Welt*

1) D. Hilbert, Nachr.d. Kgl. Ges.d. Wiss. zu Géttingen, math.-
physikal. Klasse. 20. November 1915. Theorem I. S. 3.
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nennen. Keineswegs miissen die Gleichungen des Hilbert-
schen Kontinvums von z, unabhingig sein, aber sie miissen
fiir verschiedene Werte x, = a und x, =b kongruents Schnitte
ergeben. Rezeichnen wir die u-Koordinaten eines Punktes
(%), @, 73, @) durch u, die des Punktes (z,, 2,4, 23, b) durch u’,
so miissen sich die u' aus den u durch eine orthogonale Trans-
formation ergeben:

Uy =0y Uy Tty F o gl

Ug = gy Uy F Ggp Us + -+ T lgg Ug -

Hier sind also die u Funktionen von (z,, z,, %, a), die
«,, sind von den rdumlichen Koordinaten (z;, x, z3) unab-
hiingig, hingen dafiir aber auBler von a auch noch von b ab.
Wenn wir die Zeit z, als einen besonderen Parameter von den
anderen Koordinaten aussondern, so konnen wir sagen: Im
Falle des statischen Problems rotiert die dreidimensionale Welt
als starres Gebilde um den euklidischen Raum (u, =0, u, =0,
- - . ug = 0), der als Rotationsachse vollkommen in Ruhe bleibt,

Da im Falle eines statischen Problems das Verhalten des
Hilbertschen Kontinuums fiir jeden Wert von z, das gleiche
sein muB, so muB ferner die Rotationsgeschwindigkeit der
dreidimensionalen Welt konstant sein. Um diese Bedingung
mathematisch 2zu formulisren, beachten wir, daf man eine
orthogonale Transformation in einem sechsdimensionalen Ge-
biet durch drei voneinander unabhingige Drehungen in drei
aufeinander senkrechten FEbenen beschreiben kann. Eine
solche dreifache Drehung 148t sich auffassen als schiefsym-
metrischer Tensor mit 15 Komponenten, man kénnte sagen als
Flachenvektor, das genaue Analogon des sogenannten Sechser-
vektors (Drehung in zwei aufeinander senkrechten Ebenen)
im vierdimensionalen Gebiet. Die 15 voneinander unabhéngigen
Drehungskomponenten reichen ebensowohl zur Beschreibung
der orthogonalen Transformation hin, wie die Transformations-
koeffizienten a,, in den oben hingeschriebenen Transformations-
formeln. Denn zufolge der Orthogonalititsbedingungen sind
‘von den a,, nur 15 voneinander unabhingig.

Ich betrachte nun die infinitesimale Drehung, welche der
dreidimensionale Raum in der kleinen Zeit d x, macht. Das
Koordinatensystem der u sei so gelegt, daB in dem Moment
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z, =0 die drei aufeinander senkrechten Koordinatenebenen
(1, 2), (8, 4), (5, 6) gerade mit den drei Drehungsebenen
zagammenfallen. Die drei Drehungswinkel seien:

Ay =0y " Ty, Qg =0y " Ly, 03=03" Ty,

WO a,, @y, ay Konstante sind, also unabhéngig von allen vier
Koordinaten (z,, 2, =z =z,). Die Transformationsformeln
lauten nun:

w = U;-c08 @y + Uy -sin a,

Uy = - Uy SN 0y + Up - COS Qg .

Uy = Tty * COS @y + U, * SIN ay,

uy = - — Ug * SN @y + U, - COS ag,

Uy = Ug " COS g + Ug* SIN gy,
Uy = — Ug*Sin ag + Ug * COS ay .

Durch diese Formeln ist die Bedingung von der Konstanz der
Rotationsgeschwindigkeiten wiedergegeben. Die GréBen u,
héngen nur von z,, z,, 3 ab, die GréBen ¢, e,, e, nur von z,.

Wir sind nun imstande, den natirlich gemessenen Ab-
stand d s zweier Punkte des Hilbertschen Kontinuums zu be-
rechnen, von denen der eine durch das Wertesystem (z,, ,, 74, %,),
der andere durch (z, +dx;, 2z, +dw,, a5 +dag. z, +da,)
charakterisiert ist:

ds?=>dz?+ Sdu?.

Die GroBen dwu, berechnen sich aus den soeben hinge-
schriebenen Transformationsformeln, beispielsweise:

0w, Ouy .
du, = (_6_5 oS &, +”a_z:'8m“l) dx,
—(u, - sine, —u,-co8e)- 0 -dz,,
dw . 0 1, .
duz——'<—a—z'slnal——a—x—‘ COSal)-d.’L‘.

—(u; - cos e, + u, -8in ) - @, - dz,,
usw. i1 =1,23, '

Betzt man diese Werte du, in den Ausdruck fiir ds? ein, so
sieht man leicht, daB die drei GroBen «,, e,, «g, welche z,
enthalten, herausfallen, man bekommt also Koeffizienten, die
nur von &,, ¥, T3 abhiéngen:
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ds* =S dz? + >daz. Y P TN
Lh=1,2 8,4,

wo die f; aus den u, und ihren Ableitungen zu berechnen
sind. Reispielsweise ist:

fao =% (0° + %) + a,® Sug® u) e (v ug?).

7. Wir kommen jetzt zu dem Problem der ruhendewn,
kugelig-symmietrischen schweren Masse. Dieser Symmetrie-
forderung wird jedenfalls geniigt durch die Bedingung, da8
die dreidimensionale Welt, d.h. dex Schnitt des Hilbertschen
Kontinuums mit einer Ebene z, = const., selber kugelig-symme-
trisch sei, da8 also die u, nur von der Liinger = Jz,2 + 7,2 + 42
des vom Symmetriezentrum ausgehenden Radiusvektors ab-
hingen sollen. Man darf vermuten, daB diese Bedingung auch
notwendig ist, daf sich also keine Abhéngigkeit der u, von
den Winkelkoordinaten des Radiusvektors angeben 1aBt, bei
welcher sich in dem Ausdruck fiir ds? die Winkelkoordinaten
in dhnlicher Weise wegheben wiirden, wie vorhin die Zeit-
koordinate z,. KEinen strengen Beweis vermag ich allerdings
fiir die Notwendigkeit der Bedingung noch nicht zu geben.
Wir werden aber sehen, daf8 der Ansatz, der auf ihrer An-
pahme beruht, zur Lésung des Problems fihrt, also zur
Konstruktion eines Hilbertschen Kontinuums, das die Eigen-
schaften des Gravitationsfeldes einer Kugel richtig wiedergibt.
Auch das spricht fir die Notwendigkeit der Bedingung, weil
andernfalls das Hilbertsche Kontinuum nicht eindeutig zu
bestimmen wire. Aus unserer Symmetriebedingung ergibt sich:

ds? =dz?+ dz? +da? +dz 2+ [, (r)-dr?
+2-fy()dredz, + fi(r)-d2?®,

wo fy, f2, fs leicht aus den u, (r) und ihren Ableitungen nach
r zu berechnen sind.

Setzen wir ein:
rodr=12,"A% + Ty d 2y + 75 d 1y,

50 bekommen wir fiir die Komponenten g,, des Deformations-
tengors die folgende Tabelle:
Annalen der Physik. IV, Folge. 62 5
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I R R R

. N RS S A T -
. T R i A
fi-2=y  fi 2, f 2, 14f

Die Detorminante des Tensors g,,, die wir wie oben
(S. 48) mit g bezeichnen wollen, ergibt sich als:

(10) =0 )+
Ich will nun die Abkiirzungen einfihren:
h-U+f)-fh
raa+a-fr = hl

1 h =

(1) irrar-r = R0,
LeQ+R-f _ g
G+ -7 = 0

7] 1+ 1+ f f
(11&) 1—]’1=—y—‘1, ]—F;:-—y—-l—, ﬁ;:..g!_

Dann ergeben sich fiir den Tengor ¢#”, der durch die
Gleichungen:

grh'.qT'k:akh
definiert ist, die Ausdriicke:
3 s T Ty % x
l—ﬁl'ﬁlﬁ': "Fx'%—a ._1'71“1,,_:&: “Fz'“,.l_r
]
"Fl'xl::”’l_-pl'x; ’ —Fl'ﬂ,ﬂ: —1’;-—{’—,
(12) T . ¥ r r
Z, 7 Ty Ty x,2 z.
—Fl'“,‘s’l: -17'1'%: l—Fx"Tss“! "F:'T-s_'
@ . z
—on—;‘—, — F,- ,_’ , — F,. r’ , 1-—F,.

Nach einer einfachen Rechnung erhilt. man fiir die
Christoffelschen Ausdriicke (5) folgende Werte:
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{h(l:}_: <2 -{6,. hyloa (fx -z |
-]
{h/;}-_-lajf.f;z_%ﬁ%ﬂ,(lr.pz_g.fz 1—F)+2P)
w3 Rfy 22
TR AR
hohya=1,2 3 '

In diesen und in den im folgenden noch vorkommenden
Gleichungen soll durch den Strich die Differentiation nach r
bezeichnet werden. Setzt man die Ausdriicke (6) fiir die vierzig
Komponenten des Gravitationsfeldes 5, ein, so findet man:

9 8!;,,_ 2] {pv}_i_@_{val__ 1 0 {pu},

’ oz, Odz,| « 2 aa;F | af 2 iz, | a
v, a=1,2 38,4
Hier ist: : .
po 1 = , 1
REE S NSRS AFYANES ARE VAP A
1.9 =z '
T2 g r?
=1 Olng
T2 d=x

Kine kurze Rechnung ergibt schlieBlich:

0o i) (b Lo D)
R
(14) 2%%.____%2_11._7‘1;(—_7’._,“2)
2 g = e (S0 ),
h k=1, 2 3, =192 3 4

h¥*
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Diese Differentialausdriicke hiéitte man in einem Raum,
der vollig frei von schwerer Masse ist, gleich Null zu setzen.
Indessen ist dabei zu bedenken, daB man in einem Raum,
wo ein Gravitationsfeld vorhanden ist, zumindest die Energie
des Gravitationsfeldes selber hat, und daB diese auch ihren
Beitrag zu der schweren Masgse liefert. Die Dichtigkeit der
dem Gravitationsfeld zukommenden schweren Masse berechnet
sich nach Formel (8), wenn man hier fir H den auf die Gravi-
tation entfallenden Anteil der Hamiltonschen Funktion der
Welt eingetzt. Ich will diesen Anteil G nennen, dann ist in der
Binsteinschen Theorie?)

(15) P [ R R )

und X
N - a (R B R

Betzt man hier die Werte. (18) ein, so erhilt man:

x 1 ’
2.]¢M=<5”:_91:2k>.2_r..%.]f1
L Tk 1 ' f 1 ¢-f-0+f)
1 +a0 (3 I - g SRR,
) SRV Y S o)
h4 r 2 g 4 gt ’
1 fla 1 9"f"(1+f)
2.};4‘=, 5 *; -7 sgs LI
Die Gleichungen:
ax,,
o, T hur =0

ergeben vier Differentialgleichungen fir die f,, f,. fs:
1 d 1
St R-L.La-F)=0,

~ dr W“__q—
voa [r-f L (3 AgQ+f) 2.4
o () B g BRELE R o,
1 d [rEefy A-h 1 f-9-h
Fﬁ(y s )— g Tz =0
1 d [r-ff e 3 h-g-(L+f)_
;;'W(T'(l-l-f};))—*?—-%-?--——?—*—’—(),

1) H. Weyl, a. a. 0, 8.189 u. 8.19]1. TUnser @ ist gleich
~ }$ bei Weyl, ferner o#* =— Vg« g#%, bei Weyl, vgl. die Ful-
note auf 8. 48,
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oder nach einer einfachen Umformung der drei letzten Qlei-
chungen:

L Ly By~ 5L 1—F)=0;
1+f 1 4 (7'2-f5'> 2.4 =0,
/18) V—g— r ar ]/g— g
‘ S 14 (P =0
Vg 7 dv ( Vo ) !
Ltf L 4 (7 f =0
1/{7 r2 dr( Vg—) -

Diese Gleichungen sind gleichwertig mit den folgenden
drei Gleichungen:
d L 0 g () 3
(19). =0, =@f)=0, L(-F)=0.
Mit Riicksicht darauf, daB f,, f,, f; im Unendlichen ver-
schwinden, ergibt sich aus der ersten Gleichung (19):
(20) . =1.
Daraus folgt weiter, weil:
]____F]=1__g,fl‘=l+fs’
F 1= fa-
Die beiden letzten Gleichungen (19) fallen demnach zu-
sammen in die eine Gleichung:
d(r - f's) -
=0
deren Losung ist:

(21) - fa=—_(:': .q.u:'l_%:
wo die Integrationskonstante @ sich aus der schweren Masse
der Kugel berechnet, die nur noch mit einem von den MaB-
einheiten abhingigen Faktor zu multiplizieren ist.

8. Zur Berechnung von f, und f, haben wir die einzige
Gleichung:

22) g=(U+A) U+ f)—fr=1.
Die gewonnene Losung enthilt noch eine willkiirliche

Funktion. Die bisher gemachten Annahmen reichen also
immer noch nicht ganz aus, um das Koordinatensystem ein-
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deutig zu definieren. Woher diese Vieldeutigkeit riihrt, er-
kennt man, wepn man unter z,=const. nicht ein ebenes
Kontinuum versteht, sondern einen auf der Koordinatenebene
u, =0, ug =0, ... ug =0 genkrecht stehenden Zylinder, dessen
Spur in der Koordinatenebere ein dreidimensionales Kon-
tinpum ist, das zwar rotationsgymmetrisch in bezug auf die
Achse 2, =1x,=2z;=0, im vbrigen aber ganz beliebig gekriimmt
ist. Bei dieser Wahl des Koordinatensystems ergibt sich durch
eine leichte geometrische Uberlegung fiir irgend ein Linien-
element in der Koordinatenebene die Form:

ds'?=da?®+dz? +dz> +dz2+ @ () dr
+2q, (r)-dr-daz,.

Fir die natiirliche Lange eines Linienelementes d s im Hilbert-
schen Kontinuum bekommt man demnach aus:

ds? =ds'* 4+ >du?

genau dieselbe Form (9), welche wir bisher benutzt haben.
In Formel (9) ist demnach noch nicht von der Bedingung Ge-
brauch gemacht, dafl x, =const. eine Ebene sein soll. Diese
Bedingung konnen wir folgendermaflen formulieren: die Pro-
Jektion des Hilbertschen Kontinuums in der Koordinaten-
cbene muB zu z, = const. beiderseits symmetrisch sein. Denn
das ist dann und nur dann der Fall, wenn die z,=const.
ebene Kontinua sind. Es miissen also alle geodétischen Linien.
die den Raum =z, =const. berithren, iberhaupt ganz in
seinem Inneren verlaufen, und alle geodétischen Linien, die
senkrecht auf z,=0 stehen, miissen fir -z, und — 2, genau
gleich beschaffen sein. Wenn man die Gleichungen (4) also
for raumartige Linien aufstellt, fir welche in einem Punkt
dz, =0 ist, so muB sich auch therall d z, =0 ergeben, das
heift: fir diese Linien muB d% 2, = 0 sein, oder:

{kf} cdz,-dz, =0.
Nach (18) ergibt sich:
hk 1 /e g . 2 2
{ 4} cdayday=— o () By — 2 (1 = F) - dr?,
Da F2H= for 1 —Fy =1 +{,, so muB also sein:
(28) A +1)fs —bharfy =0.



Die Ewfihrung eines Koordinatensystems usw. 71

Stellt man die Gleichungen (4) fir zeitartige Linien auf,
so misgen in den Gleichungen fiir die raumartigen Koordinaten
die Glieder mit der ersten Potenz von d z, wegfallen, es mufl
also sein:

o

ader, da nach (18):

{"4}.dxh=0, «=1,2 3

h4 1 . %
{ } -d:c,‘=-—2—1”2-f3 a7-(17‘,

o
s0 muf} sein:

(24) fa-fs =0.

Die beiden Symmetriebedingungen (28) und (24) sind dann,
und such nur dann, erfullt, wenn:

(25) fa (1) = 0.

Damit ist auch die letzte Willkiirlichkeit beseitigt, das Ko-
ordinatensystem ist nunmehr eindeutig festgelegt. f, (r) be-
rechnet sich aus ¢ = (1 +/,)-(1 +f;) =1. Wir haben nun:

a

(26) /;=1"a, fi=0, fy=—2=,

@ o .
27) bo=2, F,=0, ¥ =—-T

Vergleichen wir diese Formeln mit dem Schwarzschild-
schen Integral, so sehen wir, daB in unserem Koordinaten-
system die. willkiirliche Konstante a zu Null bestimmt wird,
es ist das der von Hilbert bevorzugte Wert.

9. Schwarzschild macht fiir den natiirlich gemessenen
Abstand d s zweier unendlich bhenachbarter Raum-Zeitpunkte
den Ansatz?):

ds?=F-dt* —(G-da?+dy*+d?) —H-+2-dr2
Vergleicht man hiermit unseren Ansatz auf Seite 65:

ds?=dg?+da?+dar? +da?+f-dr2+2f,-dr-da,
+fa-d x®

1) K. Schwarzschild, Sitzungsber. d. Kgl. PreuB. Ak. d. W,
Berlin 1916. S. 191. Formel (6).
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so findet man, abgesehen von der Wahl des Vorzeichens, véllige
Ubereinstimmung, wenn man setzt:

fa=0.
=h

F=14f,.

G=1.

Da sich bei SBchwarzschild
3
o VO
= 5

ergibt, so erkennt man, dafl die Annabme G =1 schon den
Wert @ =0 involviert. Die Annahme G =1 ergibt sich aber
in meinem Ansatz deswegen mit Notwendigkeit, weil die Pro-
jektion der Verbindungslinie ds zweier Punkte des Hilbert-
schen Kontinuums, welche in dem Schnitt mit einer Ebene u, =¢,,
Uy = Cy, . .. Ug = G liegen, auf die Koordinatenebene u;, =0,
Uy =0, ...u;=0, donselben Wert ds haben muBl, wie die
Verbindungslinie selbst. Wiirden wir fiiv die Projektion den
Wert d s annehmen, wo:

so wiwde sich der Schwarzschildsche Ansatz ergeben.
Wegen der Symmetrieverhiltnisse schneidet die zur Koordi-
natenebene parallele Ebene w, =¢,, . .. ug = ¢; aus der Hil-
bertschen Welt eine zweidimensionale Kugelfliche r=const.,
x, = const. aus. Man erkennt das sofort, wenn man setazt:

Eduk“‘r--afl-d7‘2+f3 cdx?=0.

Um zu dem Schwarzschildschen MaB fiir die Projektion
zu kommen, muB man den Wert des Radius dieser Kugel,
dessen natiirlich gemessene Linge ich mit Schwarzschild R
nennen will, zu

rechnen, denn dann ist
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Setzt man ein:
3

yo=Yrira
Tr
s0 erhéilt man:
3
R=Vr o
oder:
3.—.77 - .
= ]/R3 — .

Um zu dem Koordinatensystem zu kommen, welches der
Schwarzschildschen Losung zugrunde liegt, verfahren wir
also zuerst genau mnach dem von mir angegebenen Prinzip:
wir projizieren das Hilbertsche Kontinunm senkrecht auf die
Koordinatenebene u; =0, u, =0, ...%4=0. Dann aber
rechnen wir in der Koordinatenebene nicht mit den natirlichen
Liangen, sondern wir rechnen so, als ob ein Punkt, der vom
Koordinatenanfang natirlich gemessen die raumartige Ent-

fernung R hat, nur um r = xi/R" — @® von ihm entfernt sei.

Man muBl also, um zu der Schwarzschildschen Losung
zu kommen, der Koordinatenebene rein willkirlich eine recht
unverniinftige nichteuklidische Geometrie verleihen. :

Ubrigens kommt man za einem Integral der Einstein-
schen Differentialgleichungen auch dann, wenn man sebat
G=1+¢(r), wo @ (r) eine ganz beliebige Funktion von r
ist, deren GréBe wir aber immer als fuBerst klein gegen 1 an-
sehen wollen.?)

Ergebnisse.

1. Nach der Einsteinschen Gravitationstheorie ist es un-
moglich, in einem Gravitationsfeld die ,,natiirlich konstruierten
raumartigen und zeitartigen Geraden zum Bau eines Koordi-
natensystems zu verwenden, weil sich die natiirlichen Geraden
im allgemeinen nicht in Netzknoten schneiden, sondern an
den Kmnotenstellen vorbeikreuzen.

2. Wenn man eine beliebige Numerierung der Raum-Zeit-
punkte annimmt, so ergeben sich nach dem Prinzip der all-
gemeinen Transformierbarkeit, welches der Einsteinschen

1) Vgl. 8. 59, FuBnote 1.
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Theorie zugrunde liegt, zwar stets die physikalischen Grund-
gleichungen in derselben einfachen Form, aber eine ungeeignete
Wahl des Koordinatensystems kann es mit sich bringen, daf
in ihm scheinbar physikalische Unterschiede, Bewegungsvor-
ginge oder auch Wellen auftreten, die nicht wirklich im ob-
jektiven Tatbestand begriindet sind, sondern nur der Wahl
des unverniinftigen Koordinatensystems ihr Dasein verdanken.

3. Es wird in dieser Arbeit ein Prinzip zur prak-
tischen Ausfilhrung eines stets verniinftigen Koordinatennetzes
und damit zur praktischen Bestimmung von geraden Linien
und ihrer Teilung angegeben, so dafi man also niemals zu
"Widerspriichen mit der Forderung der Vernunft kommt, daf
keinerlei zeitliche Verdnderungen oder ortliche Unterschiede
in der physikalischen Beschreibung der Welt vorkommen
dirfen, die nicht wirklich im objektiven Tatbestand be-
griindet sind.

4. Iis wird gezeigt, dafl bel dieser vernunitgemifen Wahl
des Koordinatennetzes das Gravitationsfeld einer kugelférmigen
schweren Masse eindeutig bestimmt ist. Die willkirliche
Konstante, oder die willkiirliche Funktion, die in dem von
Schwarzschild gefundenen Integral noch vorkommt, wird
als Null bestimmt. Schon Hilbert hat die Null dem von
Schwarzschild angenommenen positiven Wert vorgezogen,
jedoch nur aus dem Grunde, weil der Ausdruck fir das
Gravitationsyotential dadurch einfacher wird. Nach meiner
Untersuchung kommt man notwendig zu diesem Integral,
wenn man das Koordinatensystem verniinitig wihlt.

5. Um zu der Schwarzschildschen oder tiberhaupt irgend
emer anderen Losung zu kommen, muf man der Wahl des
Koordinatennetzes eine ganz unverniinftige nichteuklidische
Geometrie zugrunde legen.

Halle a. 8., Physik. Institut, d. 17. September 1919.

(Eingegangen 21. September 1919.)



