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- 1. Grundlagen einer Theorie der Materie;
' von Gustav Mie,
(Zweite Mitteilung.‘))

Zweites Kapitel
Das Problem des Elektrons; .
Dié Knotenstellen der Felder.

11. Bekanntlich folgt aus der Natur des elektromagne-
tischen Feldes als eines Sechservektors, daB im Ather Trans-
versalwellen auftreten konnen. Eine oberflichliche Betrachtung
der von mir aufgestellten Grundgleichungen der Atherdynamik (1)
bis (4) konnte zu der Meinung verfihren, daf in analoger .
Weise der Vierervektor (v, i) zu Longitudinalwellen Ver-

‘anlassung -geben - miifte. Das whre aber ein Irrtum. Im

Tnnern eines Atoms, wo in der Hamiltonschen Funktion der
Teil H, (I. p.524) uiberwiegt, mogen vielleicht transversale
und longitudinale Impulse #hnlichen Gesetzen folgen. Ks
konnen das aber nicht die Gesetze der Wellen sein, weil diese
zur Voraussetzung haben, daB die Differentialgleichungen linear
sind, und weil das im Innern der Atome nicht der Fall ist.
In groBeren Entfernungen vom Atom, wo H, gegen (»*-—5?%)/2
ganz zurficktritt, schlieBen sich die -éransversalen Impulse zu
Hobhlkugelschalen, die sich mit der konstanten Geschwindig-
keit 1 (Lichtgeschwindigkeit) weiter ausbreiten. Aber die longi-
tudinalen. Tmpulse erfahren keine derartige Umwandlung, weil
fir ¢ und v die Gleichungen niemals linear werden. Vielmehr
bleibt der longitudinale Impuls im wesentlichen immer auf ein
kleines Volumen, namlich das Volumen eines Elektrons, be-
schrankt, er breitet sich nicht iiber eine Kugelschale aus,
seine Geschwindigkeit kann alle mdglichen Werte haben, aber

1) Fortsetzung des Artikels: Ann. d. Phys. 37. p. 511; zitiert als L
Annalen der Physik. IV, Folge. 39. 1
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immer unter 1. Mit anderen Worten: Die Impulse des Vierer-
vektors (b, i) haben nie den Charakter von Longitudinalwellen,
sondern den einer ,,Quantenstrahlung®, es sind die Elektronen-
strahlen. Wiren Longitudinalwellen im Ather moglich, so
konnte nicht zugleich auch die Existenz unveranderlicher An-
hiufungsstellen des Zustandes g, also die Existenz von Elek-
tronenstrahlen mit den Grundgleichungen vereinbar sein. Um-
gekehrt schlieBt also die Tatsache der Elektronenstrahlen das
Vorkommen von Longitudinalwellen aus.

Vor allen Dingen werden wir untersuchen miissen, was
die Bedingungen dafiir sind, daB der Charakter der Hamilton-
schen Funktion # (oder der Weltfunktion @) zur Existenz un-
verinderlicher Knotenstellen fiihrt. Diese Bedingungen sind
dann auch zugleich die fiir die Existenz von Quantenstrahlen.
Seien nimlich ¢ die Ladungsdichte und b die elektrische Ver-
schiebung in der Umgebung der Knotenstelle als Funktionen
der Entfernung r vom Zentrum berechnet, so daB die Gleich-
gewichtsbedingung 7 ¢ + e = 0 erfiillt ist. Wenn wir nun an
dem Vierervektor (0, i) und dem Sechservektor (0, — ), sowie
an dem Koordinatensystem (z, ¥, z, ¢} eine Lorentzsche Trans-
formation ausfiihren, so erhalten wir in dem Koordinatensystem

7', ', 2, ¢') einen Vierervektor (v, 7¢") und einen Sechservektor .
y ¥, %, 9

(", —79) in bestimmter Weise als Funktionen von (2, ¥/, 2, /),
und zwar erfillen beide Vektoren die von uns angenommenen
Grundgleichungen der Atherdynamik. Aus den Transformations-
formeln ist sofort zu sehen, daB §'= [q-9, v'=¢’-q, wo q ein
dreidimensionaler Vektor, kleiner als 1, ist, der im ganzen
Raum und fir alle Zeiten konstant ist. Die neue, durch die
Anwendung der Transformation gewonnene Losung stellt also
eine Knotenstelle dar, die sich mit der konstanten Geschwindig-
keit q vorwirts bewegt. »

Wenn Gleichgewicht fur eine ruhende Knotenstelle mbglich
ist, so gibt es auch Knotenstellen, die sich mit einer belicbigen
Geschwindigheit unter 1 bewegen, also Quantenstrahlen, keine
Longitudinalwellen.

12. Zu einer interessanten Aussage iiber die Bewegungen
der elektrischen Ladungen im allgemeinen kommt man, wenn
man die beiden Annabmen macht, daB erstens die Funktion I
keine gerade Funktion von o ist und doff zweitens H und © fir
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alle wirklich vorkommenden IWerte der Variabeln (b, ), ¢, b) und
(¢, b, @, ) keine Spriinge und heine Knicke haben. Die erste
dieser beiden Annahmen ist identisch damit, daB positive und
negative Ladungen ein prinzipiell verschiedenes Verhalten
zeigen, wie es ja in der Wirklichkeit ist, da es KElektronen
nur von ‘einem Vorzeichen gibt. Wire H eine gerade Funktion
von ¢, so konnte man das Vorzeichen von ¢, d. h. von o, um-
kehren, ohne daB in den Gleichungen etwas geiundert wiirde,
positive und negative Ladungen miiBten sich also ganz gleich
verhalten. Die zweite Annahme kommt darauf hinaus, daB
die ZustandsgroBen der einen Art (z. B. die IntensititsgroBen)
nur dann unendlich werden und nur dann sich sprunghaft
indern, wenn man die entsprechenden GroBen der anderen
Art (die Quantitiatsgrofien) unendlich werden 148t, bzw. sprung-
haft #ndert.

Die GroBe ¢ ist in den Gleichungen der Atherdynamik
in mancher Hinsicht ein Analogon zu der Abweichung der
Dichte vom normalen Zustand in den Gleichungen der Aéro-
dynamik (vgl. L p. 520). In der A&érodynamik kdnnen sich
positive und negative Dichtigkeitsinderungen, beispielsweise
bei Interferenzen, iiberlagern und sich zu Null oder wenigstens
zu einer kleineren Dichtigkeitsinderung addieren. s liegt
nahe, dasselbe auch fir die Ladungsdichte ¢ im Ather an-
zunehmen, so daB sich also positive und negative Ladungen
durch Superposition vernichten und umgekehrt sich durch
Scheidung aus dem Nichts neu bilden konnten. In der Tat
liegt diese Annahme gewissen modernen Atomtheorien zu-
grunde, wenn sie das Atom aus einem groBen positiv- elek-
trischen Volumen bestehen lassen, das fiir die negativ elek- -
trischen Elektronen vollkommen durchdringbar ist. Denn wenn
in das -positiv elektrische Volumen ein Elektron hineingeht,
so superponiert sich seine Ladung zu der vorhandenen, sie
wird also kleiner als die Ladung eines freien Elektrons. Tritt
das Elektron aus dem Atom heraus, so stellt sich durch
Scheidung wieder die groBere negative Ladung des Elektrons
und die groBere positive des Atomrestes her.

Unsere Theorie ergibt nun, wenn man die beiden oben
aufgefiihrten Annahmen hinzufiigt, daf derartige Vorstellungen
auszuschlieBen sind. Aus den Gleichungen der Atherdynamik

1*
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ergibt sich némlich, daB, wenn eine der ZustandsgriBen (b, §, o, b)
oder, was nach der zweiten von uns gemachten Annahme das-
selbe ist, (¢, B, @, f) als Funktion der Koordinaten (z, y, 2) einen
Sprung bhat, daB dann sofort eine andere ZustandsgréBe un-
endlich werden muB. Solange wir also singulire Stellen aus-
schlieBen, in denen die ZustandsgroBen alle oder zum Teil
unendlich werden, also Singularititen, wie sie in solchen Inte-
gralen der Gleichungen, die #berall reale Vorginge wieder-
geben, nicht vorkommen konnen, solange miissen simtliche
- ZustandsgroBen stefige Funktionen von =z, y, 2, ¢ sein. Weiter
folgt aus der ersten unserer Annahmen, daB stets sein muB:
b2 < 0% oder v%/p? < 1. Denn sobald v? > o2 wiirde, so be-
kime ¢ imaginidre Werte, und alsdann wiirde Z, da es keine
gerade Funktion von o ist, komplex. Da das bei allen realen
Vorgiingen ausgeschlossen sein mufl, so ist stets b?/p2< 1.
Nun konnen wir uns aber die gesamte in der Welt befind-
liche Ladung in lauter rdumliche Elemente zerteilt denken
und alle Verinderungen in der Ladungsdichte, die die Existenz
des Vektors v mit sich bringt, dadurch entstanden denken,
daB sich jedes dieser Elementarteilchen mit der (variablen)
Geschwindigkeit g = b/p verschiebt. Nach dem, was wir bisher
bewiesen haben, ist q eine #berall endliche und stetige Funktion
- der Koordinaten. Ist das nun aber der Fall, so konnen
sich niemals einige von den ridumlichen KElementarteilchen,
die wir uns vorstellen, iibereinanderschieben. Jedes einzelne
Element bleibt vielmehr fiir sich erhalten, es kann also
nicht vorkommen, daB sich positive und negative Ladungen
gegenseitig vernichten, oder daB sie sich aus Nichts neu
bilden. '

Das Gesetz von der Erhaltung der Ladungen gilt nicht nur
fur die Summe aller Ladungen, sondern getrennt sowohl fir die
positiven, wie fur die negativen Ladungen.

Wenn also ein Elektron in den positiven Raumteil éines
Atoms eintritt, so muB nach unserer Theorie die positive
Ladung erst vor ihm ausweichen und sich dann hinter ihm
schlieflen, wie. eine Flissigkeit, in die ein fester Korper ein-
dringt. :
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Die Gleiehgewic_htsbedingungen. ‘

13. Die Energie in dem ganzen von den Vorgingen
eingenommenen Raum berechnet sich nach Gleichung (7)
(I. p. 523) zu: ‘

B =f(H 4 b5 —f-0)-d7.
Wenn Ruhe herrscht, so ist:

E0=fﬂ-d7.

Die Bedingung fiir Gleichgewicht ist, das bei einer kleinen
virtuellen Anderung b, do (wobei dp = divdd) keine Energie-
umwandlung in Bewegungsenergie eintritt. Es muB also sein:
O0F = 0, wenn man in % nur ¢ und b variiert: ‘

5E=f(%—§—-59+%?-6b)-d7
=f(——go-5g+e-5b)-d7.

@30 = div(p-00) — V- D

und weiter: :
[divig-o0)-d7 = [g-oby-as,
v S

wo § die den Raum 7 umschlieBende Oberfliche und & die
Richtung der Flichennormale bedeuten soll. Wiahlt man 7
geniigend groB, so ist das Oberflichenintegral verschwindend
klein, folglich: '

M=f(v,(p+e)-ab-d7/.

Als @leichgewichtsbedingung folgt daher aus §E =0 die uns
schon bekannte Gleichung:
(29) Vop+e=0,

14. Sehr schwierig ist zu entscheiden, ob das Gleich-
gewicht labil oder stabil ist. Es seien die GrdBen ey, b, ¢, ¢,
so berechnet, daB sie die Gleichgewichtsbedingung erfiillen.
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Das System. bewege sich nun unendlich langsam in unend-
licher Nahe der Gleichgewichtslage, so daB:

b= b, &), 0=20,+90, h=2dh, v=20v,

ebenso:
e=¢ -+ de, @ =q@,+ Jep.

Die Zustinde 0§ und v bringen es mit sich, daB im-

Laufe einer unendlich kleinen Zeit d¢ Anderungen von b und 0
eintreten, die wir db und do nennen wollen (I. GL (1) und {3)):

dd=—(dp — 1ot OF)- dt, -
do =— divdv.d¢.

Andererseits bedingt die kleine Abweichung vom Gleich-

gewicht, daB sich die Bewegungszustinde § und b, oder was
auf dasselbe hinauskommt, b und f, im Laufe der Zeit d¢
éndern (L Gl (2) und (4)):
db = — rot Je- dt,
df = —(Se+ Vv 0¢)-dt.
Um den Energieumsatz deutlich zu erkennen, zerlegen
wir db in zwei Teile dd = dd'+ db”, wo:
| 4 =—0dv.d¢,
| dv"= 1otdf.de.
Man sieht ohne weiteres, daB: . ,
Je-dv'— dgp-do = dv-df + div(dgp-ov)- de,
de-dp” =—00§.db — div[de-9].d¢.
Integrieren wir iiber einen Raumteil 7, in welchem nur innere

Energieumsiitze stattfinden, auf dessen Begrenzung also die
Energiestrome — d¢+0v und [de- 8] Null sind, so ergibt sich:

f(5e-db'e(3q7~dg}-d7= fa‘n.df.dV,
14

v

(30)

(31) : _
Se-dd” =— [06.d6.47.
if e Vf@db d

Wir wollen nun annehmen, daB 6§ und v in dem be- .

trachteten Augenblick so gerichtet sind, daB b und db” die-
selbe Richtung haben wie b, und dp dasselbe Vorzeichen
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wie do, daB also die Abweichung vom Gleichgewichtszustand
noch zunimmt. Wenn das Gleichgewicht stabil sein soll, so
miissen alsdann die Bewegungszustinde abnehmen, es muB
also df entgegengesetzt gerichtet sein mit Jf, und db entgegen-
gesetzt mit 0b. Wenn umgekehrt bei den angenommenen
Richtungen von dv und 0Y die Bewegungszustande of und-db
noch zunehmen, so ist das Gleichgewicht labil. Soll also das
Gleichgewicht stabil sein, so muB:

[6g-50—se-av)-a7
dasselbe Vorzeichen haben wie

fan-af-dV
und

f Se- 00" dV
dasselbe Vorzeichen haben wie
f 8§.86-d7,

wo OY 4 6d"= b sein soll, und zwar divdd = Jp, divdd’= 0,
und wo ferner die Variationen ov und 0§ so gewahlt sein
sollen, daB Jb proportional mit % und rotdh proportional
mit Jd” ist.

Wir betrachten die beiden Bedingungen nur einzeln, indem
wir erstens 09'= Jdb und zweitens J0b9”"= Jb annehmen. Ks
1aBt sich leicht ein sehr wichtiger Fall nennen, in welchem
tiberhaupt keine magnetischen Wirkungen mitspielen, also
59" = 0 und demnach b= Jb ist. Wir denken uns nimlich
in dem zentrisch-symmetrischen Felde eines kugelfsrmigen
Elektrons unendlich kleine Variationen eingefithrt, in der
Weise, daB alles stets zentrisch-symmetrisch bleibt, daB also
nur auf konzentrischen Kugelschalen Verdichtungen und Ver-
dinnungen der Ladungen eintreten: do, und daB 0b radial
gerichtet ist. 0d und Jo missen ferner reine KFunktionen
von r, der Entfernung vom Zentrum sein. Bei einer solchen
Variation hat Je stets ein Potential, es treten daher niemals
magnetische Felder ein. Infolgedessen ist db = 0 Jb/0¢ stets
radial gerichtet und eine reine Funktion von r, die zentrische
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Symmetrie geht auch im weiteren Verlauf der Verinderungen
niemals verloren.

Soill nun das Elektron mitsamt seinem ganzen Felde im
- stabilen Gleichgewicht sein, so daB es nicht etwa bei irgend-
welchen Verschiebungen der Ladungen in seinem Innern und
in seiner Atmosphire explodiert, dann muB bei den von uns
angenommenen zentrisch-symmetrischen Variationen die Be-
dingung gelten:

f(agp.ag — e.00)-dF
hat gleiches Vorzeichen mit

fan.af.dr.

Wir wollen nun eine Variation ins Auge fassen, bei der

eine Anderung von ¢ nur auf zwei unendlich diinnen Kugel-

schalen von den Dicken ¢ und &, stattfindet.

TIREEE & Der mittlere Abstand der Kugelschalen sel a,

mwm¥rr e,  und zwar sei a klein gegen den mlttleren

Radius » der Kugelschalen. Es seien ferner

die Variationen von ¢ mit dg, und — d9, bezeichnet, so
daB also:

1'591 = 82'392

(mit Vernachlassigung von GroBen der Ordnung a /7 gegen 1);
wir haben dann nur in dem Zwischenraum zwischen den beiden
Schichten eine Variation des elektrischen Feldes

0b = dp, -5, = Jo,-5,,
in den Schichten & und ¢, geht Jb kontinuierlich auf Null
zurfick.

Ich- rechne weiter mit der in Abschnitt 13, (I. p. 532)
eingefithrten Hypothese, daB & nur von den beiden Variablen:

o= -YI—v%p* und p=75—p?

abhangt Es ist dann:
Op =52 00+2 52 b.50,

ot
: de
Je =5,

g+2-g%-b-ab,

ot
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wobet 0v/p als unendlich klein gegen 1 vernachlissigt, also
o = ¢ gesetzt werden kann. Da nun nach I Gl (26) p. 532:

6 0H
= 2.7, —_——
. ¢ = z ap b, q)— - P s
80 1st: ’
dp _ de .
) 2'7])*'b JD‘()‘\O——? 60' 5?'6b,
also:

- 00 — de dv= 3% dgt4 4.

~

¢ . .
. de . 9
‘ _2.,,w b-&b .

Integrieren wir iiber die ganze Kugelschale, in ‘der die
Variationen eingetreten sind, so bekommen wir: '

JOg-s0 = 0000 a7 = dmr2 (32 (9,75, 1 00,75,
+ 2-—%-b-(5912-612+ 50,752 — 2-3_;.b-5912-el2.a).

Wenn wir ¢ und &, geniigend klein wihlen, so ist ganz allein
das erste Glied in der Klammer fiir das Vorzeichen ausschlag-
gebend, das Vorzeichen des ganzen Ausdruckes ist also. das-
selbe wie das von d¢ /00, oder, wie wir im Falle der Ruhe
(6 = o) auch sagen kénnen, von d¢ /0.

Das Vorzeichen von

fan-af.dr

ergibt sich leicht, wenn wir beachten, daB nach I. Gl. (26)
p. H32: ' . '

of :lg—-(?n,

es ist identisch mit dem Vorzeichen von ¢/p. Daraus ergibt
sich folgender Satz: . ‘

Bine notwendige Bedingung [fiur die Stabilitit des Gleich-
gewichtes ist, daf iiberall der partielle Differentialquotient O ¢[00
dasselbe Vorzeichen haben muf@, wie der Quotient gp.

Diese Bedingung ist beispielsweise immer erfiillt, wenn ¢
stets dasselbe Vorzeichen hat wie ¢, und wenn ¢ mit zu-

‘nehmendem ¢ gleichfalls stets zunimmt. Das ist der Fall,

wenn I eine gerade Funktion von ¢ ist, die sich durch eine
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Reihenentwickelung mit lauter negativen Koeffizienten "dar-
stellen 1aBt.

Enthilt H, wie'es jedenfalls sein muB (vgl. Absatz 12.),
auch ungerade Potenzen von ¢, so kann sowohl d¢ /0o, als
auch ¢/ sein Vorzeichen umkehren. Wenn nun #, (vgl. L
p- 524) nur von o abhinge und ebenso_infolgedessen auch ¢,
so konnte O¢/Gp nur da Null werden, wo ¢ einen Maximal-
oder einen Minimalwert erreicht. Es wire dann also unmig-
lich, daB gleichzeitig O¢p/0¢ und ¢/o ihr Vorzeichen um-
kehrten. Enthilt aber ¢ (und damit auch X)) die beiden
Variablen ¢ und p, so ist es nicht ausgeschlossen, dall es
Felder gibt, in denen die Bedingung erfullt ist; dazu miifite
natiirlich das Feld eines Elektrons gehtren. Diese Uber-
legung ist deswegen wichtig, weil das Superpositionsprinzip
fiir die elektromagnetischen Vektoren, auf dem die Maxwell-
schen Gleichungen beruhen, im Innern der Atome ungiltig
wird, wenn H, nicht nur von ¢, sondern auch von p abhingt.
Es ist also nicht in unser Beliehen gestellt, ob wir die Max-
wellschen Gleichungen im Innern der Atome aufgeben wollen
oder nicht, wir sind gezwungen, sie aufzugeben, sobald wir
die Grundgleichungen fiir positive und negative Ladungen un-
symmetrisch machen. In einem spéteren Abschnitt werden wir
auch noch erkennen, weswegen diese Unsymmetrie notwendig ist.

Um die zweite Stabilititsbedingung zu diskutieren, denken
wir uns eine Gleichgewichtsstérung dadurch herbeigefithrt, dafl
zu dem Feld ein 0% hinzukommt, welches fiir sich auf ge-
schlossenen Kurven verliuft, so daB also do=0 ist. Die
Kurven mogen die Form von Vierecken haben, von denen
zwei Seiten mit den Feldlinien b parallel gehen und zwei in
jedem Punkt dazu senkrecht stehen. Wir fassen einen Mo-
ment ins Auge, in welchem gerade v==0 ist, so daB also nur
die zweite der Gleichungen (31} in .Betracht kommt. Wir
bilden nun lings der rechteckigen Kurvenziige der Linien von
db das Integral:

[se-0-ar.

Lings der zu den Linien von b senkrecht verlanfenden Kurven-

strecken ist: -
' de=2.30 5
dp
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da p bis auf GroBen von der Ordnung &d? unverdndert bleibt.
Langs der zu » parallel verlaufenden Kurvenstrecken da-
gegen ist

0 H
56 = 4 . ?—
Wir wollen nun zur Abkiirzung setzen:

de
R

- Es bedeutet dies also {den Differentialquotienten von e, den \'

man erhilt, wenn man nur b #ndert und zwar so, daB es be:
ungednderter Richtung um 0d zunimmt, Wir haben also:

faeabdz? f*5b2d7+f2——5b2d7

wo I den Raumtell bedeutet, in welchem die Linien db parallel
zu b gehen, II den, in welchem sie senkrecht dazu stehen.
Andererseits ist

6H

0h%d V.

Sollen nun beide Integrale unter allen Umstéinden gleiches
Vorzeichen haben, wie die Stabilititshedingung verlangt, auch
wenn die Kurven Jd so verlaufen, daB das Integral I weit
iiber dem Integral II vorwiegt, so muB Oe/0d dasselbe Vor-
zeichen haben wie 281//0p oder efd.

Eine notwendige Bedingung fiur die Stabilitét des Gleick-
gewichtes ist, daf3 der partielle Differentialquotient Oe/dd, den
man erhilt, wenn man d ohne Anderung der Richtung nur seiner
Grife nach variert, iberall dasselbe Vorzeichen kat wie ¢fb.

Diese Bedingung ist stets erfiillt, wenn e immer dasselbe
Vorzeichen hat wie b, und wenn auBerdem e immer mit zu-

nehmendem b wichst. In der gewdhnlichen Elektrostatik ist

daher das Gleichgewicht der Felder bekanntlich stets stabil.

In unserer allgemeineren Theorie liegt dagegen die Sache
nicht mehr so einfach. Wir werden noch sehen, daB sich im
Innern eines Klektrons das Vorzeichen von e/b notwendiger-
weise umkehren muB, dann muB sich also an derselben Stelle
auch das Vorzeichen von 0e/0b umkehren.

Ob die beiden als notwendig erkannten Bedingungen auch
hinreichend fiir die Stabilitit des Gleichgewichtes sind, 148t
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sich nicht sagen. Soviel ist auf jeden Fall klar, daB in der
allgemeinen Theorie auch labile Gleichgewichtslagen vor-
kommen kénnen. In der Tat konnte die Theorie unmoglich
den Anspruch einer allgemeinen Theorie der Materie machen,
wenn sie nicht auch die tatsichlich vorkommenden Falle labilen
Gleichgewichtes mit umfaBte.

15. Wie wir schon frither gesehen haben, ist es hiufig
bequemer, mit der Weltfunktion @ zu rechnen, anstatt mit
der Hamiltonschen Funktion #. Man muf dann (vgl. L
p. 524) als unabh#ngige Zustandsvariablen die Intensitéits-
~groBen (e, b, @, {) nehmen. Ist speziell b =0, { =0, so ist
in Gleichung (27) I. p. 538 5 einfach der absolute Wert von e
und y = @, es ergibt sich also:

_ de 8o e-de
dQ—T dcp + on 7
b dd  eede
dp = — -
: X +'Gn 7
Setzen wir db = 0, so ist:
&
e-de dyp
"= e
K

wo 0b die Anderung des Betrages von b, ohne Anderung der
Rlchtung bedeutet. Es ist also:

8o b de 0d

dg o7 6y Og¢

dn
KL
O an

dg d9 6> dg 0Ob

3 [, S

dop. dn  dn B¢

Nun ist aber:
' od P e

e T T 8edn
oder, da 0b die Anderung des absoluten Wertes von b be-
deuten soll:
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" Somit bekommen wir schlieBlich:

. o
S dy
(32) FE‘( 6@ > éd do
dedy 6y g
Ebenso ergibt sich, wenn man do = 0 setzt:
d¢
p de B do
33 R SR
8o dn gy do

Die Ausdriicke (32) und (33) miissen also mit ¢/p bzw.
¢e/db immer gleiches Vorzemhen haben, wenn das Gleichgewicht
stabil sein soll.

16. Es bleibt noch die Frage zu erledigen, was fiir Be-
dingungen die’ Weltfunktion erfilllen muB, damit @berhaupt
eine kugelférmige Knotenstelle mit #uBerst diinner elektrischer
Atmosphire als Gleichgewichtslage der Atherzustinde moglich
ist. Wir denken uns einen Radius » vom Zentrum der Knoten-
stelle aus gezogen, der so lang ist, da8 an seinem Ende schon
das Superpositionsgesetz e=Db gilt. Die gesamte Ladung im
Innern einer Kugel von diesem groBen Radius r sei m, dann

_ist das Potential des elektrischen Feldes im Endpunkt von r:

w=m[4nr. Im Gleichgewicht mub diese GroBe vy mit ¢
identisch sein: ¢ = m/4mr. Es sei nun weiter die Ladungs-
dichte der elektrischen Atmosphire im Endpunkt von » gleich ¢,
also die in einer Kugelschale von der Dicke dr enthaltene
Ladung dm = 4 mwr2.9-dr, dann ist die Anderung von ¢ lings
der Strecke dr:

. dp—

”e

+ =

4717.

Das zweite Glied mu8 verschwindend klein gegen das erste
sein. = Das heiBit, da:
Aam
4y

= reg-dr,

es mubB r.p verschwindend klein gegen m/4 m-r? sein, es muB
also r-¢ schneller gegen Null konvergieren als »—2

Dze Ladungsdichte ¢ der Atmosphire eines elektrzschen
Knotenpunktes mujd schneller gegen Null konvergieren als r— '
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Wenn sich die Weltfunktion @ fiir kleine Werte von
¥ =7Vg*~i und g5=7e2—b?

durch eine Summe von Potenzen darstellen 1a8t, so muB diese
Summe folgendermaBen aussehen:

O =—in+ e, 2"+ 20,0 + >,
w>4, v>2, hz=l, =2,

Falls unter den Exponenten u, 4 gebrochene Zahlen vor-
kommen, muB ihr Nenner immer ungerade sein, weil @ sonst
fiir negative Werte von ¢ imaginir wiirde; fiir die Exponenten
v, k gilt diese Vorschrift nicht, weil # stets positiv ist.

Dann’ und nur dann, wenn die Reihe fiir @ diese Be-
dingungen- erfullt, gilt folgendes: erstens konnen b und o fir
7=0 bzw. 7 =0 nicht unendlich werden; zweitens wird 8b/de
fir kleine Werte von 4 und y gleich 1; drittens konvergiert
¢ fir y=m/4nr und 4 =m/4x+? von hoherer Ordnung als
r~% gegen Null, wenn man r unendlich groB werden 1aBt.

Die Stabilititsbedingungen sind fiir kleine Werte von 4
und y, d. h. im Vakuum, freilich nicht fiir jede beliebige der-
artige Funktion @ erfiillt, aber doch in sehr vielen Fillen,
" beispielsweise immer dann, wenn die beiden kleinsten Expo-
nenten p und A geradzahlig sind und die Koeffizienten der
Glieder mit diesen kleinsten Potenzen von y positiv sind.
Dann ist nimlich d¢/d¢ ebenso wie 0/ fir kleine Werte
der Variabeln stets positiv, nach (32) und (33) ist demnach
auch d¢/0p >0, Ge¢/0d >0. Da ferner e/dp und ¢fo in
schwachen Feldern dann ebenfalls stets positiv sind, so sind
in diesen Fillen die Stabilititsbedingungen im Vakuum immer
erfiillt. ' '

Die Differentialgleichung des elektrostatischen Feldes fiir den:
Fall sphirischer Symmetrie.

17. Im statischen Felde ist ¢# xz und, abgesehen von.

der Richtung, e= 14, also:

pl=— S 0= 52
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Ferner ist bei zentrischer Symmetrie, wenn wir der Kiirze
wegen fiir den Betrag von b anstatt |5 einfach b schreiben:

1 d,a. _ dd | 20
gy U=

”Q

s
Daraus folgt:

&ad Ay #D do 30 . 9
o ar T Ggae ar T4 ey TGy

= 0.

Nun ist aber bei Gleichgewicht:

— 4 — ’ d77___ dQ(P__ ‘N
=TT T T T

& ist eine gegebene Funktion von ¢ und ¢': @ (g, ¢).. Wir
erhalten demnach als Gleichgewichtsbedingung bei zentrischer
Symmetrie die folgende Differentialgleichung fir ¢: -

2
(84) ,r~%wif_,.¢"+2-g—$~+7--.§5(g—§3-¢'— cb) —=0.

Dies ist eine Differentialgleichung zweiter Ordnung, das
allgemeine Integral hat demnach zwei willkiirliche Konstanten.
Da die Gleichung in ¢” vom ersten Grad ist, hat sie keine
singuliren Integrale. Die beiden willkiirlichen Konstanten
sind bestimmt, wenn fiir ein bestimmtes » Potential ¢ und
Feldstarke —¢’ gegeben sind, oder wenn auf den beiden Be-
grenzungen eines Kugelkondensators die Potentiale ¢, und g,
gegeben sind. Man kann also jedes beliebige Feld zwischen
den Kugelschalen eines Kugelkondensators als Integral der

" Gleichung (34) gewinnen, selbstverstéindlich muB es in experi-

mentell zuganglichen Féllen von dem der gewdhnlichen Elektro-
statik nicht merkbar verschieden sein, das genauere Integral
gibt nur noch die unmerkbar feinen elektrischen Atmosphiren
an, die auf jeder der beiden Feldbegrenzungen liegen. Dabei
haben wir zundchst nur den Bereich zwischen den beiden
Kugelflichen ins Auge gefaBt. Geht man iiber diesen Bereich
hinaus, so hat das Integral, wie wir gleich sehen werden, fiir
gewisse Werte von r singulire Stellen, die es physikalisch un-
moglich machen, es ist also im allgemeinen nur in begrenzten
(Gebieten brauchbar.

Eine Singularitit hat das Integral im allgemeinen fiir
den Wert r=0. Man sieht das daran, daB das Glied hochster
Ordnung " mit » multipliziert ist. - Und zwar ist die Singu-




16 ‘ G. Mie.

laritit von ¢ in =0 im allgemeinen eine wesentliche, wie
sie nur transzendente Funktionen (z. B. die elliptischen Funk-
tionen, die Exponentialfunktionen usw.) haben kénnen. Das
Eigentiimliche dabei ist aber, daB diese wesentliche Singulari-
tit durch eine bestimmte Festsetzung der einen Willkiirlich-
keit des Integrals zum Verschwinden gebracht wird. Man
kann ‘das leicht zeigen, indem man die Weltfunktion @ um
ein Wertesystem ¢ =a, ¢'=0 herum in eine Potenzreihe
in (p—a) und ¢  entwickelt. KEs ist das bekanntlich stets
moglich, wenn @ nicht gerade fiir ¢ =a, ¢'=0 eine Singu-
laritdt hat. Nach dem Ansatz auf p. 14 ist die niedrigste
Potenz von ¢’ die zweite, Es sei also:

Q= B + a5 P2+ ayegt
+ (p — a)(@yy +ay PP F a5 PP
4 (p—a{agy+ay @+ agy g+ . .
T '
wo die Koefﬁzienten alle als gegebene Grofen zu betrachten
sind. Setzen wir nun in ¢ =0®/dyg, b = V/0¢ ein:
(qy—a)=a2r2+a3r3+ cees
@ =2+ 8. ..,

wo die ¢,, e, ... unbekannt sind, so liefert die Gleichung (34),
die man auch schreiben kann:

, 4D
Mi}_rz.aﬁ
dr . de

Rekursionsformeln, nach denen man der Reihe nach ¢,, ¢, usw.

durch & und die Koeffizienten der Weltfunktion ausdriicken -

kann. Wir haben somit ein Integral gewonnen, das im Punkte
r=10 keine Singularitit hat, das . aber auch nur eine einzige
willkiirliche Konstante, nimlich a enthilt. KEs liBt sich be-
weisen, daB es kein anderes Integral geben kann, das sich in
eine Potenzreihe, eventuell auch mit gebrochenen Exponenten
oder mit logarithmischen Gliedern um r =0 herum entwickeln
1a8t. Damit ist bewiesen, daB alle anderen Integrale in r=0
eine wesentliche Singularitdt haben miissen.

Eo

=Y
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Genau dasselbe gilt auch im Punkie r =00. Setzt man
r~1=u, so lautet die Differentialgleichung (34) so:

0D
o, 8D
d(u 600')__;u4._6‘p .
du o dp
Entwickelt man @ um ¢ =0 und ¢'=0 herum in eine Potenz-

_rethe nach ¢ und ¢ (vgl. p. 14), und setzt nun ein:

¢ = aw(l+euteau4+...),
¢ =—au(l+2¢u+3cu?4...),

so bekommt man Rekursionsformeln, durch die man der Reihe
nach e, ¢, usw. aus o und den Koeffizienten der Weltfunktion
berechnen kann. Wir haben also in der Umgebung von u=0
ein Integral, das hier keine Singularitit hat. Dieses Integral
enthilt aber nur eine einzige Willkiirlichkeit, ndmlich a. Alle
anderen Losungen der Differentialgleichung (34) haben in =0
eine wesentliche Singularitit.

Wihrend das allgemeine Integral, wie wir auf p. 15 ge-
sehen haben, das Feld zwischen den beiden Begrenzungen
eines Kugelkondensators zu berechnen gestattet, auf denen die
Potentiale ¢, und ¢, beliebig gegeben sind, liefert das partiku-
lare Integral, das im Punkte r =0 keine Singularitit hat, das
Feld im Innern einer geladenen Hohlkugel. Nach der gewdhn-
lichen Elektrostatik ist hier ¢ = const., ¢ = 0, und das be-
sprochene Integral wird in allen praktisch realisierbaren Fallen
hiervon nicht bemerkbar abweichen. Die Reihenentwickelung
auf p. 16:

(p—a)= oy r2+ otgr® ...
muB also in allen praktisch realisierbaren Killen ganz ver-
schwindend kleine Koeffizienten haben und die GriBe a gibt
ziemlich genav das konstante Potential in und auf der Hohl-
kugel an. Indessen muB nach unserer Theorie im Innern
eine, wenn auch #uBerst schwache elektrische Atmosphire vor-
handen sein, und ihr entspricht das nach der Reihenentwicke-
lung anf p. 16 zu berechnende elektrische Feld. Jedenfalls
ist aber der Zustand im Innern der Hohlkugel vollkommen
bestimmt, wenn das Potential auf ihr (und damit «) gegeben
ist. Man erkennt hieraus, weswegen das im Innern der Hohl-
Annalen der Physik, IV.Folge. 39, 2
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kugel geltende Integral nur eine einzige Willkiirlichkeit ent-
hulten darf. ’

Das partikulire Integral, fiir welches der Punkt » =co
oder 7! =u = 0 keine Singularitit ist, stellt das Feld im
~AuBlenraum einér geladenen Kugel dar, von welcher alle
anderen Gegenstinde unendlich entfernt sind. Nach der ge-
wohnlichen Elektrostatik ist hier: ¢ =a/r, wo a=m/[4m,

m die Ladung der Kugel. In allen praktisch realisierbaren’
Fillen miissen demnach die Koeffizienten «,, e, usw. der

Reihe auf p. 17:
g=cau-(Lt+outeu+...)

verschwindend klein sein, sie fithren zur Berechnung des
auBerst schwachen Feldes, das der diinnen Atmosphire um
die geladene Kugel herum entspricht. Jedenfalls erkennt man,
daB das auBere Feld vollstindig bestimmt ist, wenn man die
Ladung m der Kugel, und damit die Konstante ¢ kennt. Man
versteht nun, weswegen das Integral, das in =0 keine Singu-
laritat hat, nur eine einzige Willkiirlichkeit enthilt. -

Wir sehen also, wie die Integrale der Gleichung (34) alle
Moglichkeiten erschopfend darstellen, die es fiir zentrisch sym-
metrische Felder gibt, und wir diirfen mit einer kleinen Ver-
allgemeinerung wohl folgenden SchluB hieraus ziehen:

Es gibt sicher unendlich viele Formen fiur die Weltfunktion ©,
bei denen man mit der gewdéhnlichen Elektrostatik nicht in Kon-
flikt kommdt.

Diskussion eines Beispiels: @ =— 17?4+ laz®%
18. Die Funktion:
(35) © ==+ fad

befriedigt alle Bedingungen, die in 16. fiir die Weltfunktion
aufgestellt sind. Sie liefert in statischen Feldern:

(36) - b=e, 0=a-¢b

Da fir positive und’ negative Liadungen alles symmetrisch ist,
darf das Superpositionsprinzip d =e auch im Innern der
Knotenstellen herrschen, ohne daf dadurch das Gleichgewicht
labil wiirde. '

. aniE — e O e
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Die Differentialgleichung (34) vereinfacht sich in diesem
Fall wesentlich, sie wird:

(37) 7o+ 2"+ argp® =0,

" Diese Gleichung 1aBt sich ohne weiteres einmal integrieren.
Wenn man die Abkiirzung einfihrt r-¢? = v, so-148t sich (37)
nach Multiplikation mit 47+(2r ¢’ + ¢) folgendermaBen schreiben:

2, @ (27 2y Ry’ =

(38) {r-dr(—y)—{—Qr ” v 4da-v?’=0,
v=r-@:,

Durch Integration erhalten wir:

r2ep’?
v

——-v—l—%wﬁ:@,

wo C eine Integrationskonstante ist. Diese Gleichung lafit
gich aber durch eine Quadratur 1dsen, wenn man an Stelle -
von r die unabhingige Variable & = Inr/r, einfithrt, wo 7,
die zweite willkiirliche Konstante ist.

(39)

Das Integral dieser Gleichung ist im allgemeinen eine
elliptische Funktion von §, es hat also, wie zu erwarten war,
fir £=co, d. h. fir »=0 und » =00, eine wesentliche Singu-
laritst. : :

Da ¢ natirlich reell sein muB, werde ich nur die Ld-
sungen von (39) diskutieren, die fiir reelle Argumente resll
“und positiv sind. Wir werden drei Félle unterscheiden, nams-
lich: € positiv, C negativ, C gleich Null.

19. I Fall: ¢>0.

Ich werde die (einzige) positive Losung der kubischen
Gleichung '

(40) Cty—2lgt=0
immer mit y béze_ichnen:
(40a) ' y >0,
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und nun an Stelle von ¢ die folgende GroBe als Integrations-
konstante benutzen:

c
(41) h=+l/3c+27'

Aus der Integrationskonstante % berechne ich die folgenden

drei GroBen:
1 - p?
b="4- 1/1—3h2'1/4a’

(1~k)-(1 -8%)

(42) kZ = m)

(I+A(+38h
p=1- _I_Lﬂz_) .
Wenn C von O bis oo wichst, steigt % bestindig an von 0
bis 1/78, 5 und » bleiben also stets reell, und zwar wachsen
beide bestindig, 4 von 0 bis oo, p von 40,5 bis oo, dagegen
nimmt 4% das fiir =0 den Wert 1 hat, bestindig ab, geht
bei %=1/3 durch Null, kehrt sein Vorzeichen um und erreicht
fiir h = 1/Y3 den Wert —(2— /3)? = — 0,0718. Man itber-
siecht das Verhalten der drei GroBen leicht mit Hilfe der
folgenden Tabelle:

c ! A {,k b

| | |
0 0 0 l + 1 +1
i 1 1
+ = + = + = + 0
3Va 3 3.Va
+o + L + o + 00 —@~-V3
. V3

Wenn man nun fiir » eine Funktion » substituiert nach
folgender Gleichung:

14w
U—w kit _
so ergibt eine ganz. elementare Rechnung, daB w» der be-
kannten Differentialgleichung der Jacobischen Funktionen
vom Modul % geniigt wir erhalten:

V ]/ 1+ 2
Q—ew)+ (14w’

= (1 —u%-(1 —A%u?),

v=15

(43)

At

p1n~-

T
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Ist 22 > 0, so erhalten wir, indem wir u = — cnz/dnz setzen:
( __l/z‘/ dnz — enx

(44) {]’P— r (dnaw + enz)+ h-([dne —cnx)
’l x.—:p-ln%, k% >0,

wo dnz und crz die bekannten Jacobischen Funktionen
sind. Die willkiirliche Konstante r, bedeutet bei dieser Wahl
des Integrals » denjenigen Wert von r, in welchem ¢ Null
wird, denn fir r=r), also =0 wird dnz =cnz=1. In

der Nahe von z =0 gelten die Potenzreihenentwickelungen: -

Rat | Bk, B+ 44 +RY
dnz=1— >~ + 5e v — 20 A
. 2 144k 14+ 445 + 1644
=12 ST AR g J TN 0K e
cna 5 T T 720 e+

Setzt man diese Reihen ein, so bekommt man folgende
Entwickelung: :

dnx — enx (18 ( 2z?
dnx+enx) — h-{dnx—enx) 4 . + 12 p?
. ‘ e
+W+"') '

Die hingeschriebenen Anfangsglieder der unendlichen Reihe
bilden zugleich auch den Beginn der Reihenentwickelung fiir
die folgende Funktion:

. © z \2
2y T 3p 2 9 2
.28 - ozt .
(L—45-p ( 2 ) =i '(1+ 12p°

x'&

+ Sog - ) :
Erst vom Gliede 2® an weichen die beiden Reihen voneinander
ab. Setzt man die zuletzt hingeschriebene Funktion anstatt
der ersten in (44) ein, so békommt man demnach einen Nihe-
rungswert fiir ¢, der bei kleinen Werten von z nur #uBerst
wenig von dem genauen Wert ¢ abweicht. Dieser Naherungs-
wert ist:

e f TR e /3

7o r
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was man auch so schreiben kann:

1 1
= Ad[— — —
7 ( "o T) ’

(45) _
4=296-(1-%)7,.

o weicht der aus unserer Theorie

berechnete Wert von ¢ nur unmerkbar wenig von dem Wert des

Potentials ab, das die gewihnliche Elektrostatik in einem Kugel-

kondensator ergibt, in welchem an der Stelle r =1, das Potential

Null und die Feldstirke Afr)® hérrschi.

Wenn die Stelle r, und die Feldstiarke in », gegeben ist,
so kann man aus der in (45) fiir 4 hingeschriecbenen Formel
auch den Wert von A berechnen, damit sind die beiden will-
kiirlichen Konstanten des Integrals von (37) vollstindig be-
stimmt,

Man sieht aus dem eben bewiesenen Satz, daB in der
Umgebung der Nullstelle des Potentials die elektrische Atmo-
sphire iiberall auBerordentlich diinn ist. Je weiter man aber
von der Nullstelle weggeht, um so stirker treten die elek-
trischen Atmosphiren hervor. Die gewohnliche Elektrostatik
ist also nur in einem Kugelkondensator giiltig, dessen Schalen
nicht gar zu weit voneinander entfernt sind. Je weiter man
den Zwischenraum zwischen beiden nimmt, um so mehr tritt
der EinfluB der elektrischen Atmosphéren hervor, die den
beiden Schalen vorgelagert sind, der positiv elektrischen Atmo-
sphare vor der Schale mit positivem Potential und der negativ
elektrischen Atmospbire vor der anderen Schale. Sehr dicht
wird die Atmosphire schlieflich, wenn die Schale von der
Stelle r, so weit entfernt ist, daB der Wert », der dem r der
Schale entspricht, nahezu gleich der Halbperiode +2 X der
elliptischen Funktionen dnz und cnz wird. Bei gegebenem 7,
tritt das um so eher ein, je kleiner 2 K, also je kleiner 2 und
je groBer demnach 2 ist. Aus Formel (45) ist aber leicht zu
sehen, daB mit wachsendem % auch die GroBe 4, d.h. die
Feldstirke in rj, zunimmt. Der groBte Wert von A, fiir den

die Formel (44) noch gilt, ist A=1/3, ihm entspricht der Wert

In der Gegend von r=r

4=0289. V% und 2K =a.

Va
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In diesem Spezialfall ist drnz =1, cnz = cosz. Will man
die Feldstarke in 7, noch gréBer annehmen, so.muB man mit
einer etwas modifizierten Formel rechnen. Da fur A > 1/3,
k2 < 0 ist, so fihre man als Modul die folgende Grofe x ein,
die positiv und kleiner als 1 ist: 22 = — £%/(1 —2%?), ferner
ersetze man die GroBe p durch eine GroBe g = p-J1 — 22,
wihrend man & ungeéindert 1aBt.” Man hat also die Formeln (42)
- durch die folgenden zu ersetzen:

. 1— 7 5
bﬂh-V1—3m V 5a
lxz_ Brh—1)0-h _ —&

(46}

8% ST 1=

: 2/
\0=V%t%ﬁ=Pﬂ—%W
W‘a‘whst h von 1/3 bis 1/ ]/g, so nehmen alle drei Grofen
stindig zu. Die Grenzwerte zeigt die folgende Tabelle:

C ‘ 13 ] b q % x?
+ L + +1 0
NN 3 5-Va
o + = +om o 2-V3
V3 ' 4

Fuhrt man weiter an Stelle von =z die Variable

-—x/]/l—x = ¢+:In»/r,
‘ein, so0 bekommt man an Stelle der Glelchungen (43) die

folgenden
b
yoy/L.

g1)=ahm%(u“%%+%1u%

y=qh -

Setzt man fir « die Losung der Dlﬂ'erentmlglemhung ein:
w=—Ccny, SO ergibt sich:

_‘/: l/ 'l—cny .
(48) {I‘(P— r (1+cny)+/z-(léeny)’
| .

y=¢mi-
l 7o

o trw
A—w+ 20 +w "
(47)

e st e e
e —
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Laft man £ von 1/3 gegen l/]/§ wachsen, so steigt 4
in Formel (45), und demnach auch die Feldstirke in r, iiber
alle Grenzen. Bezeichnen wir den Wert », fiir den y gleich
der- halben Periode 2.X der elliptischen Funktion czy wird,
mit r, so ist

Laft man die Feldstirke in 7, .iiber alle Grenzen wachsen,
so wird zugleich auch ¢ unendlich gro8, wihrend 2 K endlich
bleibt, es riickt demnach r, immer niher an r, heran; der
Bereich, in welchem noch die gewohnliche Elektrostatik gilt,
wird somit fir sehr grofie Feldstirken in dem Kugelkonden-
sator schlieBlich unendlich klein.

Nehmen wir umgekehrt die Feldstirke sehr klein an, so
berechnet sich die halbe Periode, die dem von 1| nur sehr
wenig unterschiedenen Modul % entspricht, ziemlich genau nach
der Formel:

2K=2-ln——2—.

. V1i—4

Der Wert r,, fiir welchen 2 = p-Inr/r, glelch 2K wird, ist
in diesem Falle, da p =} wird:

_ 16 \3 _ . 256
T =T 12 = %o 1 = &9 *

Niahert sich 2 dem Wert 1, so wichst », iiber alle Grenzen,
der Bereich, in dem die elektrostatischen Gesetze bei sehr
kleinen Feldstirken gelten, dehnt sich demmach ins Unend-
liche aus.

Wir konnen die bisher gewonnenen Resultate in dem
folgenden Satze zusammenfassen:

In einem Kugelkondensator befolgt das elektrische Feld in
der Nihe der Niveaufliche r,, auf welcher das Potential Null .
ist, mit einem sehr hohen Grad der Anniherung die Gesetze der
gewdhnlichen Elektrostatik. Wie grofi aber die Entfernung der
beiden hugelformigen Kondensatorflichen sein darf, ohne dof die
vor den geladenen Flichen lagernden elektrischen Atmosphdren
merkbare Abweichungen von den gewdhnlichen elektrostatischen
Gesetzen hervorrufen, hingt von der Feldstivhke ab. Bei sehr
schwachen Feldern wird der zuliissige Abstand unbegrenzt grof,
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mit zunehmender Feldstdrke wverringert er sich mehr und mehr
und wird bei unendlich grofler Feldstirke schliefilich wunend-
lich klein.

Da die elliptischen Funktionen periodisch sind, so nimmt
das Integral (43) nicht nur fiur r =7, den Wert Null an,
sondern unoch an unendlich vielen anderen Stellen. Null-
flichen des Potentials sind d1e Kugelschalen von den fo]genden
Radien:

_ 4vE _ d(r —-1K . 8K 4K

sTore P, ryee » g eesTore P, o riee P2

] 0

4K SK
Tos T € T, Ty e T’
Die Richtung des Feldes wechselt, geht es in einer Nullstelle
in der positiven Richtung von », so geht es in der nichsten
in der negativen, in der iibernfichsten wieder in der positiven
Richtung usf. Zwischen je zwei Nullstellen haben wir ab-
wechselnd eine Kugelschale von positiv elektrischer Atmo-
sphire und eine von negativ elektrischer Atmosphire. Die
positiven und negativen Maxima der Ladungsdichte beﬁnden
smh ungefihr an den fo]genden Stellen

(41}1- (4v'2) —-65_
LTyt e P, o€ 1’, rote ¥,
2K 2K 6K
rore Po,ryce By o race Py ol

Die Potentiale an diesen Stellen sind:

1
ot |fE L

wobei abwechselnd das positive und das negative Vorzeichen
zu nehmen ist. Die beiden Kurven

b1
‘P—J—’l/;sﬁ

. berithren beiderseits die wellenformige Kurve des Potentials.
Je niher man dem Nullpunkt kommt, um so mehr nehmen
die Potentiale und demnach auch die Ladungsdichten der
elektrischen Atmosph’a',ren zu. In der Nahe des Nullpunktes
wachsen sie ins Unbegrenzte.

Das Integral (44) 1aBt sich demnach folgendermaBen be-
schreiben:
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Das Zentrum ist von konzentrischen, kugelfirmigen Schalen
elektrischer Ladung, wie von Zwiebelschalen umhbullt. Und zwar
wechseln positiv elektrische und negativ elektrische Schalen regel-
mifig miteinander ab. Zwischen je zwei Schalen ist in der Nihe
der Niveaufliche ¢ = 0 ein mehr oder weniger breites Gebiet, in
welchem die elekirische Atmosphire duferst dimn ist, und in
welchem daher ein elekirisches Feld besteht, wie es nach der ge-
wohnlichen Elektrostatik in einem Kugelkondensator sein soll. In
der Nihe des Zentrums riicken die Zwiebelschalen dichter und
dichter zusammen, indem gleichzeitiq Ladungsdichte, Potential und
das Feld zwischen je zwei Schalen ohne Grenze ansteigen.

Das Integral (44) hat also im Punkte r = 0 eine wesent-
liche Singularitit, in der Weise, daB ¢ fir » = 0 nicht etwa
zu irgend einem endlichen oder unendlichen Wert hinstrebt,
sonidern vielmehr in der Nihe von r = 0 in sehr kurzen Inter-
vallen zwischen unbegrenzt groflen positiven und negativen
Werten hin und her schwankt.

Auch der Punkt r = oo ist eine wesentliche Singularitat
der Funktion, obwohl ¢ fiir r = co gegen Null konvergiert.
Es liegen nimlich zwischen jedem beliebigen endlichen Wert
von r.und dem Wert » = oo immer noch unendlich viele
positive und negative Maxima von ¢, dadurch ist die Singu-
laritit von » = oo charakterisiert. ,

Will man sich etwa noch ein genaueres Bild von dem
Verlauf des Integrals (44) machen, so ist dazu der Fall eines
sehr kleinen Wertes von 2 gut geeignet. Man kann in diesem
Falle die Funktion in ihrem ganzen Verlauf durch einfache
elementare Rechenoperationen gewinnen.

Ich werde im folgenden setzen: .

@v—1).2K 2.2K
Ty e » =Ty, 1, Tore Po=r7,.,
2+ 1)2K
Tore P =Ty,

Die Reihe der GroBen », (o =2» —1, 2», 2041, ...) bildet
eine geometrische Progression, da stets: :
' ' ' 2K

— . — —_ »
=7 1.7‘n—-...—e B

n+

n' ' n—1
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n darf gefade und ungerade, positive und negative Werte an-
nehmen. Es gilt also allgemein: ‘

,,.ﬂZ = vrn—'l * rﬂ+1'
Fiithren wir nun die Annahme ein, daB} 2 sehr klein gegen 1
ist, so konnen wir in den Formeln (42) die hoheren Potenzen

von % vernachlassigen, und mit folgenden Naherungen rechnen:
1/ k. 1 _jr—8h: p= L,
b= ]/7 i 1=k =8h; p=-

ferner konnen wir die halbe Periode der elliptischen Funk-
tionen 2K berechnen als:
B 16 2
2K= ln———-l_>k2 = ln.f' .

Der Quotient der geometrischen Progression der r, ist dem-
3K .

nach ¢ # = 4/h?, eine sehr groBe Zahl, das heifit je zwel
aufeinanderfolgende Werte in der Progression:

r

n? T

. T 17

n—1?
sind von ganz verschiedener GroBenordnung. Gegeniiber 7,
ist r,_, unendlich klein, r, ., unendlich groB. Allgemein be-

rechnet sich:
4 n
Tn——7’0‘«(h2) ’

wo n gerade oder ungerade, positiv oder negativ sein darf.
Mit Benutzung der Formel (45) bekommt man fir das
Potential ¢ in der Nihe eines Punktes r, :

45 45
3 0k o (1 1 A (1 1
AR vl o BV e O )
Fiir einen Wert », der sehr klein gegen r, , ‘aber noch sehr
groB gegen 7, _, ist, kann man einfacher rechnen:

s Va,
r=—Va

fir einen Wert r, der sehr groB gegen r,,, aber noch sehr
klein gegen r,,,, ist:

VB Vo _ /8. 1
¢ —+1/“' Tow —l/“ V;;v-}-l '
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Um nun ¢ in der Umgebung von r,,,, (und damit auch
7,,_,) zu berechnen, setze ich:

Z=p.In

—p-]n%-—(?v-{—1)-‘3K=x—(2w+1)-2K.
o

27-(-1

Es ist nun:

enr =—cnz, dax=+dnz,
also: ‘ )
_ ]/EI/ . dnao' + ena
T yr V @na—ena) + he(dna +ena)

Da wir die Glieder von héherer Ordnung als % vernachlissigen
wollen, entwickeln wir e¢zz” und dnz’ um A%=1 herum als
Potenzreihen in (1 — £%). Es ergeben sich folgende Ausdriicke:

(dn .’27,>k2 = (d?’l .?,‘,:kz =1

ena’ 2 1—snx'Jk2=1+' ’

11—k snia’ 1 14+ sna
+5| ~

: + —+snz’sena’-1n

(cn 2 = (cn ey

1—4? snx 1 , s 14sna’
_—— - — —sspzeenz ln 77 .
4 [cnw’ 2 l—-sna k-"=1.+
Hierin ist einzusetzen:
, 2
, .
cCnzxr k2=1=(dn.z')k~z=1= y — y
( ) ecx: +e x
’ !
snafeo1 = ¢ -’
( =1 ez, " — !
1 —42%2=8%.

Unter Benutzung dieser Formeln ergibt eine ganz ein-

fache Rechnung:
/_ NV
P+ rd,
Fiir kleine Werte von »:
p=1/2

Fir groBe Werte yon »:

o
g2 Ve
a ¥

7'2: +1
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In der Umgebung von r,, , hat man, da hier das um-
gekehrte Vorzeichen herrschen mub:

e > ,,.Rv—-l _‘
q) l/ ‘/’r‘+r27_1

Bei mehr und mehr wachsendem r durchliuft demnach ¢ der
Reihe nach die folgenden Werte: '

4
_l/_ V ‘/ Toyer 1/ 3 . Vrea |
1721! 1 7‘21’--—1'1'7‘2 ; a r §
17 F’ 1
—_— 7 — —— e
o ( eV
? T2p ""2v+1
+]/ 7'2v+1 . +l/3 7'2w+1 .
7'2,,+1+r2 7 @ r !
3 /r 1 1 .
Cl .l 3y 41" Tayin ?

20. IL Fall. €< 0. Ich bezeichne wieder mit y die
einzige positive Ldsung der Gleichung dritten Grades:

—Cty—2L.p=0,
7>0
und fithre an Stelle von C als Integratxonskonstante die fol-

gende Grofle A ein:
}‘—+l/—so+ gy

Ferner berechne ich wieder nach (42) die drei Groflen &, A2, p:.

l—h"
o
32— (1—h)(1—31z)

S Qxh+3h’

1 A+ A+ 3k
p =7 1— 3k

Ersetze ich nun » durch die folgendermaBen definierte GroBe u:

14+keu

v=16" A—kw)—h(Q+k-uw’

80 bekommt man im Falle ¢ < 0 an Stelle der Glemhung (39
die folgende:
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dx

(G) = - — 2w,

-
(49) r=p-ln -

_ l/ —I;—. ]/ 1+k-n
Y=V7 Vi-ko—kad+ie
Das Integral (49) ist nur dann reell, wenn
E=0.
Wir haben uns also lediglich auf den Bereich 0 <A < 1 /8

zu beschrinken, wo' diese Bedingung erfiillt ist. Setzt man
nun fiir » das Integral — ¢nx/dnz ein, so erhilt man:

[ l/i— ~ Vdnz —J-ons

r Vdnz th-cnz)— h(dns — kenx)

’

|
-(50) 4
Il .7:=p-ln—:—; O<h<+1.

0

Das Charakteristische an diesem Integral ist, daf es im
Gegensatz zu (44) niemals Null wird, denn es ist stets:

dnz >k-cnzx,

der Ausdruck unter dem Wourzelzeichen bleibt also immer
iber Null. Wenn aber ¢ niemals durch Null hindurch geht,
so muB es stets sein Vorzeichen beibehalten, es geht be-
standig von den sehr groBen Werten bei kleinem 7 herunter
bis zu den sehr kleinen Werten bei groBem r. Dabei schwanks
aber die periodische Funktion, die unter dem Wurzelzeichen
steht, zwischen einem Maximum und einem Minimum regel-
w#big hin und her. Das Maximum nimmt- sie an fiir die
Werte z = (27 4 1).2 X, also:

v+ 1.2K 2v-1).2K 6x
rE=L,..T,e » gy Tyre ? y roce P,
2K 2K 34
- +— +—
rore y Fore Py Taee Py

das Minimum fiir » = 4% X, also:

4v.K dr—-1)K 4K
P T,e P, oryre 4 g eesTore Po,oT,
) 4K 8K
roce ¥, 7ree?
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Die Werte des Maximums und des Minimums sind:

' 1+ 4% 1 —k i
+l/<1—kJ—h(1+_iw und '+l/(x+_/s>—h(1—/6 '

Die Werte des Potentials an den Stellen r,, _, (Maximum)
und r,, (Minimum) betragen demnach:

_ l/ bl & k) . 1
Par—1 A=K =h(+k Vi,

=‘/ be(1—k) L
Pav A+k)y—h(=8 V5,

Infolge der Periodizitit des Wurzelausdruckes erfolgt der
Abfall der GroBe ¢ mit wachsendem r nicht gleichmiBig,
sondern stufenartig. Die beiden glatten Kurven:

=l/ b(i+k 1
¥ -k —-ha+k Vr

und

_ l/ bl —) L1

Y=V avn—na-n vr
berithren die staffelformige Kurve des Potentials und begrenzen
‘sie in dieser Weise beiderseits. Die Form der Kurve des
Potentials kann man am besten im Falle eines kleinen A er-
kennen, wo man leicht eine Niherungsrechnung in ganz der-
gelben Weise durchfithren kann, wie wir es am Ende des Ab-
schnittes 19. im Falle des positiven C getan haben. Setzen
wir wieder:

. P == ep R——
To' € Tavy To"€ Towt1?

so erhalten wir bei kleinem % in der Nahe des Wertes r, :

R {1 1‘
P = V7zv—-1 (_'1‘7)’

T2y

in der Nahe des Wertes r,,, ,:

"'°v+1
?= ‘/a Ll +1 '
Mit wachsendem r durchliuft also ¢ der Reihe nach die
folgenden Werte:
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i TV
) e

+14F l/'rz::yx-:rﬂ +l/— 72”” ;

e Ve (R )

Man sieht also, daB ¢ in einem Gebiet zwischen r,, _,
und 7,,_, ziemlich lange fast konstant auf einem Werte bleibt,
bei Type1 ‘geht die ¢-Kurve wieder deutlich abwirts und
gleicht dann zwischen 7, ,_, und 7, eine Strecke lang ziem-
‘lich genau einer einseitigen Hyperbel, aber schon bei r,, ver-
liuft die Kurve wieder flacher, geht zwischen r,, und r, |
~wieder in eine fast ganz horizontale Stufe iiber, zwischen »,
und 7,, ., steigt sie dann wieder in Form einer weiter vor-
wirts gelegenen Hyperbel herab, und so fort.

Je ndher man an r =0 herankommt, um so haufiger
werden die Stufen schlieBlich unendlich hauﬁg, deswegen ist
auch in diesem Ealle obwohl ¢ fiir r = 0 eindeutig unendlich
groB wird, der Punkt r = 0 eine wesentliche Singularitat der
Funktion. Ebenso ist » =oo eine wesentliche Singularitit,
weil zwischen jedem endlichen » und r = 0O immer noch un-
endlich viele Stufen kommen.

Fir grofere Werte von % ist der Verlauf der Funktion
im wesentlichen derselbe, wie in dem eben geschilderten Falle
des unendlich kleinen A, nur schleifen sich die Stufen mehr
und mehr ab, so daB man die im Falle des unendlich kleinen %
deutlich hervortretenden verschiedenartigen Bereiche nicht mehr
so gut unterscheiden kann. Wenn man schlieBlich 2 = 1/3,
k?* = 0 wihlt, so verschwinden die Stufen: ¥ollig, die beiden
auf p. 81 berechneten Grenzkurven, zwischen denen die staffel-
formige Kurve des Potentials hin und her geht, fallen nun mit-:
einander zusammen in der Kurve

3[)
g = Vr
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die gleichzeitig die Potentialkurve ist. Nach der Definition
von b {auf p. 29) ist
3 b = L_’
| Ve
das Integral ¢ lautet also, wenn man die willkiirliche Kon-
stante % gleich 1/3 setzt:

(p:

11
Via V7

Es ist also algebraisch, und die zweite willkiirliche Kon-
- stante r, ist von selber herausgefallen.

In den praktisch realisierbaren Fillen liefert das Integral
bei C < 0 die Felder in Kugelkondensatoren, deren beide Be-
legungen auf Potentiale von gleichem Vorzeichen aufgeladen
sind. Sind die Potentiale niedrig, so kann man 4 klein

wahlen und das Feld im Innern des Kondensators durch die
Formel

@ = %'V”z.v—l'(%_]'l) =A+g‘

7

wiedergeben. Es ist das die Formel der gewshnlichen Elektro-
“statik. Wenn man Potential und Feldstirke in einem Punkte
des Kondensators gibt, also die Grofen 4 und B, so kann
man daraus’ sofort »,, und 7,,_, berechnen, und aus r,, und
7,,_; die Periode der Funktion, dlso auch den Modul % und 7,.
Mit dem Felde sind demnach zugleich auch die beiden Inte-
grationskonstanten bekannt. :

Die eben verwendete Formel gilt aber nur dann, wenn
die Potentiale geniigend klein ‘sind. Mit groBen Werten von ¢
sind so starke elektrische Atmosphiren verbunden, daB dann
die Formeln der gewohnlichen Elektrostatik nicht mehr zu |
brauchen wiare. Es hat wohl kein Interesse, diese unrealisier-
baren Falle eingehender zu diskatieren.

21, III. Fall. C=0. Wenn man die Grlelchung (39)

do 9 4a 4
| (T§)=” T

durch 4a/3-v* dividiert und ferner setzt:

I/E R
a 20 7

Annalen der Physik, IV, Folge, 39, ) 3
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so bekommt man: .
dw \* o _
() == -1

Die Lésung dieser Gleichung ist:
w = —1—(e£+e_§) .
2
Setzt man nun ein:

1,/3 1 : r
ZI/a reg?’ § ro

s0 bekommt man:

VEYLXE 1 ‘
: 1
(62) 7 a Vr

2+7-02

Wenn man also fir die Integrationskonstante C den
speziellen Wert 0 wihlt, so fillt die wesentliche Singularitit
im Punkte » =0 und zugleich auch im Punkte » = oo weg,
das Integral hat nunmehr nur noch algebraische Singularititen,
fiir reelle Werte » sogar iiberhaupt keine Singularititen.

Man kommt von dem in 19. besprochenen Integral (44)
zu der Funktion (52), wenn man die Integrationskonstante %
unter alle Grenzen sinken l1ifit. Es steigt dann der Modul %
auf 1 und die Periode 4 X wird uvendlich groB. Die elek-
trische Kugelschale, die die Kugelfliche 7, enthilt, dehnt sich
also nach beiden Seiten unbegrenzt aus. Einerseits schiebt
sie die unendlich vielen Zwiebelschalen, die den Nullpunkt
umgeben, in den Nullpunkt selbst hinein, so daB sie ver-
schwinden, andererseits riickt die. Niveaufliche vom Potential
Null vollstindig ins Unendliche, so daB auch zwischen r =7,
und 7 = co keine Schalen elektrischer Ladung mehr vorhanden
sein konnen. _

Es sei der Wert des Potentials ¢ auf einer Kugel vom
Radius 2 gegeben ¢ = 4, dann haben wir zur Bestimmung
der Integrationskonstante r, die Gleichung:

L. 3 7o
=

1 3
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Diese Gleichung hat nur dann reelle Losungen, wenn:
8 2
T — B2>0.

Das durch (52) dargestellte Feld ist also nur dann mdg-
lich, wenn auf einer Kugel vom Radius B das Potential 4
einen ganz bestimmten groBten Wert nicht iiberschreitet:

Y3
4=1/-2 . L.
—V 40 VR -

Die Gesetze der gewdhnlichen Elektrostatik bleiben nur
dann giiltig, wenn das Potential 4 im Vergleich zu diesem
groBtmoglichen Wert duBerst klein ist. Das ist der Fall, wenn:

2.4 R=s, |
wo & eine sehr kleine Zahl bedeutet.. Man kann nun leicht

Niherungswerte fiir r, berechnen, indem man &? gegen 1 ver-
nachléssigt. Die quadratische Gleichung liefert zwei Losungen:

1 1 I/?_R
C T YT
2.%=ngiM=pR.

Der erste Wert r, ist unendlich grof gegen R, im Innern der
Kugel vom Radius R (also r < R) ist demnach das Potential,
wenn man & gegen 1 streicht: .

vE Ve, Y31
L og=12 .t __ /3. 1 _ 4
¥ o Vrrer? a  Vr,

Der zweite Wert r, ist dagegen unendlich klein gegen E.
Streicht man wieder 2 gegen 1, so bekommt man fir alle
Werte r > R:

Yy e V? — 1 r
2. =l/¥.‘°___= — o Yr, == 4%,
¢ a Vri4rz a VO r 7

Die erste Lisung gibt also in ﬁbereinstimmung mit den
Gesetzen der gewdhnlichen Klektrostatik das Feld im Innern
einer Hohlkugel, die auf das Potential 4 geladen ist, die
zweite Losung gibt das #uBere Feld derselben Kugel, wenn
in einem unendlich grofen Bereich in ihrer Umgebung keine
Ladungen mehr vorhanden sind. Benutzt man die genaue
Formel, ohne 2 zu vernachlissigen, so kann man die schwache
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elektrische -Atmosphire berechnen, die nach unserer Theorie
sowohl innerhalb, wie auBerhalb der Kugel vorhanden sein mufl,

22, Wir wollen uns mehrere konzentrische Kugeln von
den Radien R,, R,, R,, B, denken, die auf die Potentiale
4,, 4,, 4,, A, geladen sein sollen. Zwei Integrale mit C=0
liefern das Feld im Innern der kleinsten Kugel und das Feld
im AuBenraum um die grofite Kugel. In den Kugelschalen
zwischen den einzelnen Kugeln hat man Integrale mit C > 0
oder C < 0 zu nehmen. Solange die Potentiale 4,, 4,, 4,, 4,
samtlich geniigend klein sind, bekommt man eine sehr gute.
‘Aunngherung an die Formeln der gewdhnlichen Elektrostatik,
‘und die Abweichungen davon sind unmerklich klein. Wir
sehen also in diesem speziellen Fall den auf p. 18 allgemein
ausgesprochenen Satz bestatigt, daB sich Funktionen & an-
geben lassen, bei denen man mit der gewdhnlichen Elektrostatik
nicht in Konflikt hommd. :

Wir miissen nun aber die Frage beantworten, wie man
es sich zu denken habe, daB geladene Kugelfiichen Z,, R,,
R,, R, auftreten konnen, die als Unstetigkeitsflichen je zwei
Riume voneinander trennen, in denen verschiedene Integrale
fir ¢ zu nehmen sind. Natiirlich-kann die Ladung auf einer
_solchen Kugelfliche nicht gleichm#Big verteilt sein. Denn wir
haben die fiir zentrische Symmetrie geltende Differential-
‘gleichung (87) ganz allgemein geltst und es gibt unter ihren
Integralen keines, das fir die Werte R;, &,, R,, R, Diskonti-
puititen haben konnte, wie sie den Flichenladungen ent-
sprechen wiirden. Die Integrale,’ die auf den beiden Seiten
einer solchen Diskontinuititsfliche gelten, miissen demnach
beide innerhalb einer sehr diinnen Schicht an der Fliche sehr
schnell, aber natiirlich doch kontinuierlich in- eine und die-.
selbe dritte Losung der allgemeinen:- Gleichgewichtsbedingung
fibergehen, die nun nicht mehr zentrisch symmetrisch sein
darf, . Xs ist wohl ohne. weiteres klar, daB - diese "‘LBs‘iing in
.der. geladenen Fliche irgend einer atomistischen Verteilung der
Liadung entsprechen muB. Es ist interessant zw bemerken, daf3 die
von- mir  untersuchte- Theorie somit uberhaupt nicht dié Wahl
zwischen einer kontinuierlichen und einer atomistischen Struktur der
Ladungen lift, sondern dafl sie nur dann vollstindig durchfihr-
bar ist, wenn sie selber zu irgendwelchen Elektrizititsatomen fithri.
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Das Problem des Elektrons.

28, Auf den ersten Blick scheint das im vorigen Kapitel
diskutierte Beispiel einer Weltfunktion recht giinstig gewihlt
zu sein, weil es in der Tat zu isolierten Knotenstellen der
elektrischen Ladung fithrt. Wahlen wir n#mlich in der For-
mel (52): '

- _ 17 Berg? 1
IV e
die Integrationskonstante r, gegen alle meBbaren Langen un-
endlich klein, etwa von der GréBenordmung, die man im all-
gemeinen dem HElektronenradius zuschreibt, so stellt ¢ das
Potential in der Umgebung einer winzig kieinen elekirischen
Knotenstelle dar, deren Atmosphire in mefbaren Entfernungen
vom Zentrum praktisch vollkommen Null ist. Da die Ladungs-
dichte o durch die Gleichung (36) ¢ = a-g® gegeben ist, so

“haben wir:
o= f/ 3re 87
“ Vet

Die gesamte Ladung der Knotenstelle e ergibt sich hieraus
.durch Integration zu:

4 ﬁ‘;
(53) e=47t-]/~7[—-

Eine leichte Rechnung zeigt, daf die Ladung der ge-
samten Atmosphire der Knotenstelle auBerbalb einer Kugel
vom Radius r, den Betrag hat: '

(= )

Vrd 4 7g?

Es ist das, wenn r, groB gegen r, ist, nur ein verschwindend
kleiner Bruchteil von e; die Ladung ist also in der Tat prak-
tisch ganz auf eine kleine Kugel beschrankt.

Allerdings liefert die Theorie kein Elementarquantum der
Ladung, denn wenn man in (58) die willkiirliche Konstante r,
variiert, so kann man alle moglichen Betrige fiir ¢ bekommen,
und zwar kann e ebensogut positives, wie negatives Vorzeichen
haben. Die ,Elektronen, die man bei der angenommenen
Weltfunktion bekommt, sind also nicht unteilbar.: Hs konnen
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mehrere Knotenstellen zu einer einzigen gréBeren verschmelzen,
und es kann eine einzige Knotenstelle in mehrere kleinere
zerfallen, da ja Knotenstellen mit allen moglichen Ladungen
existenzfihig sind. ‘

Obwohl diese REigentiimlichkeit nicht mit den wirklich
beobachteten Tatsachen #ibereinstimmt, kénnte man doch viel-
leicht zunéchst noch meinen, da sich eine Theorie der Materie,
die auf die als Beispiel angenommene Weltfunktion aufgebaut
ist, vollstindig durchfihren lieSe, da die elektrische Ladung
eines groBen Korpers als an diskreten Knotenstellen haftend
gedacht werden konnten, wenn diesen auch nicht die Eigen-
schaft der Unteilbarkeit zukime. Indessen ist das ein Irrtum.
Nach Formel (52) und (53) ist das Potential in gentigend
groBer Entfernung von der Knotenstelle stets gegeben als:
@=e/4nr. Gleichgewicht herrscht in dem Felde der Knoten-
stelle also nur dann, wenn sie in einem Raum liegt, der das
Potential Null hat. Es gibt unter all den Integralen der
Gleichung (37) kein einziges, das eine Knotenstelle in einem
Raum von einem beliebigen von Null verschiedenen Potential ®o
darstellte, so daB wir in groBer Entfernung von der Knoten-
stelle hitten: @ =e/4ar 4 ¢,, Wo ¢, eine von Null ver-
schiedene Konstante bedeutete. Hs konnen demnach nicht
mehrere Knotenstellen nebeneinander im @leichgewicht sein,
wie es in einem materiellen Kérper der Fall sein miiBte.
Vielmehr muB dann immer sofort - eine Neuanordnung der
Ladungen beginnen. Haben zwei nebeneinander liegende
Knotenstellen gleiches Vorzeichen, so werden sie sich zu einer
einzigen groferen Knotenstelle zu vereinigen suchen, wodurch
ein -Gleichgewicht erreicht wurde. Dagegen konnten zwei
Knotenstellen von verschiedenem Vorzeichen iiberhaupt nicht
nahe beieinander bleiben, sie miissen weiter und weiter von-
einander flichen, um in Réume vom Potential Null zu kommen.
Eine Welt, die durch die Weltfunktion

P=—d2"+jax’

regiert wiirde, miiBte sich also schlieBlich zu zwei groBen
Klumpen elektrischer Ladungen zusammenballen, einem posi-
tiven und einem negativen, und diese beiden Klumpen miibten
immer weiter. und weiter voneinander wegstreben.
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24. Wir haben in der allgemeinen.Diskussion der Gleich-
gewichtsbedingung erkannt (p. 16 und 17), daB es ein Integral mit
einer willkiirlichen Konstanten gibt, das im Punkte =0 keine
Singularitit hat, und eines auch mit einer Willkiirlichkeit,
das sich im Punkte » =co regulir verhalt. Im aligemeinen
entsprechen diese beiden Integrale zwei wverschiedenen Werten
der zweiten willkiirlichen Konstanten, die das allgemeine Inte-
gral noch enthilt, sie sind vollig voneinander verschieden und
enthalten als einzigen gemeinsamen Spezialfall die selbstver-
standliche Losung ¢ =0. o

In dem von uns durchdiskutierten Beispiel zeigte sich
aber die Besonderheit, daB die beiden eben besprochenen Inte-
grale miteinander identisch waren. Wenn man nimlich der
willktirlichen Konstanten € (p. 19 und 33) den Wert Null
gab, so fielen aus dem allgemeinen Integral die beiden wesent-
lichen Singularititen in r =0 und r = co gleichzeitig weg. Das
ist der Grund, weswegen das Beispiel wohl Knotenstellen, aber
kein Elementarquantum ergab, und zugleich, weswegen die
.Knotenstellen nur in einem Raume vom Potential ¢ =0 im
(Gleichgewicht sein konnten. Wahrscheinlich hiangt das Zu-
sammentreffen des Wegfalls beider Singularititen damit zun-
sammen, daB die Differentialgleichung (37) auf p. 19 reduk-
tibel ist, d. h., dafl sie sich bei einmaliger Integration in eine
algebraische Differentialgleichung erster Ordnung verwandelt.
Weltfunktionen, die zu derartigen Integralen fiihren, sind also
nicht zu brauchen. ) )

Wiirden wir eine Weltfunktion von der Form

€D=_%ﬁ2+%a.xv

untersuchen, wo » eine beliehige von 6 verschiedene gerade
Zahl, groBer als 4, bedeuten soll, so wiirden wir (auBer ¢=0)
keine Liosung ohne wesentliche Singularitat finden. Das Feld.
in dem uﬁ_endlichen “AuBenraum um eine geladene Kugel
wiirde dann durch eine Losung dargestellt, die in r =0 eine
wesentliche Singularitit hatte, und die Losung, die fir das
Innere einer geladenen Hohlkugel zu nehmen wire, verhielte
sich in r =oo nicht regulir. Bei dieser Wahl der Welt-
funktion. finden wir fiberhaupt keine Liosung, die eine isolierte
kugelférmige Knotenstelle von endlicher Ladung darstellte.-
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Wir werden das in einem der folgenden Abschnitte ganz
streng nachweisen. Weltfunktionen von dieser Form sind also
fiur uns samt und sonders nicht zu gebrauchen.

Wenn sich iiberhanpt die Theorie durchfithren lassen wird,
so muB die Weltfunktion jedenfalls eine kompliziertere Form
haben. Das Elektron wird wahrscheinlich durch eine Losung
der Gleichgewichtsbedingung (34) dargestellt werden, die im
Punkte »=0 eine Singularitit hat, welche funktionentheo-
retisch als wesentliche Singularitit zu bezeichnen ware, die
aber doch keine physikalisch sinnlosen Werte fiir ¢ ergibe.
Eine solche Singularitat hitte beispielsweise die Funktion

1
p=a-+b.e 7 fir r=0.

Die Differentialgleichung (34) miiBte also unter all den Inte-
gralen, die in » =0 eine wesentliche Singularitat haben, eines
liefern, dessen Singularitit nicht mit physikalischer Sinnlosig-
keit verbunden wiiré. Dieses Integral miiBte noch eine Will-
kiirlichkeit enthalten, die man so wihlen kénnte, daB ¢ in
sehr grofer Entfernung vom Zentrum einen als konstant an-
zusehenden, beliebig vorgeschricbenen Wert annimmt: das
Potential des Raumes, in dem sich das Elektron befindet.
- Fir- r =co wird dieses Integral im allgemeinen eine wesent-
liche Singularitit haben, die nur in dem Falle, wo das Po-
tential des umgebenden Raumes Null ist, entweder wegfallen
muB, oder doch nicht physikalisch sinnlos sein darf,

Obwohl es also noch nicht gelungen ist, eine Weltfunktion
zu finden, die wirklich zu einem Elektron fithrt, so ist anderer-
seits doch die Maglichkeit nicht zu leugnen, daB es eine der-
artige Weltfunktion gibt. Ich werde im folgenden deswegen
zunichst einfach die Voraussetzung machen, daB eine Welt-
funktion @ vorlige, welche zu Knotenstellen elektrischer La-
dungen fithrt von der Art, wie wir sie in den Elektronen
haben. Ich werde in einer demnichst erscheinenden Fort-
- setzung dieser Untersuchungen die Dynamik derartiger Knoten-
stellen, ibre trige Masse und die Kraftwirkungen, die sie er-
fahren, berechnen.

Greifswald, Physik. Inst, 1. Juni 1912,
(Eingegangen 7. Juni 1912.)



