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b) Wir deuten nun die Komponenten des Tensors 7 ganz wie in dem
Schema (13. 13): _
Pri P1z Pz 04
Pe1 Pez Pez 1082
T = P31 Pss Psz €83 | ......... (19.12)
¥ ? Z
. "6—51 -E@z ?@3—11’
Gemal (11.; 2) lautet die Lorentz-Transformation diéser physikalischen
Grolen, der Spannungskomponenten pg,, des Impulses g, der Energie-

dichte W und der Energiestromung &, sofern wir die Koeffizienten nr.{g} der
Koordinaten-Zeit-Transformation aus dem Schema (7.9) entnebmen,
dhnlich den Formeln (13. 14), jedoch mit den durch die Unsymmetrie des
Minkowskischen Tensors T bewirkten Unterschieden, folgendermafen :

e o (Ve o
W't i+ o 5@+ 03
W= )

s, — S1 g v (Wt piy)
1 Ry ;
&, — B2t PPl &, — ST Vs
]/1 g Y1 — g2
! ! 'U ! #
g1 +ﬁ261+6§(” + 1)
oY, , LU,
g+ 5 P i+ 2 b - (19.13)
g; = g e g T= o=,
2 1/1 _ ﬁz 83 1/1 - ﬁﬂ
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Pll"}"ﬁzw'*‘”(&éﬁl T 81
Pun= 1 pe s Pes == P2z, P33 = Pss,
‘o v &
Pog = P23, Pa1 = Ps1 + v 83 Pyg = A
03 = P23, Pap = et lg = .
Y1 =g Vi g
v
! + e %!‘
Pao = p‘rgg | Pig = ip_l_i_ﬂ!i'__ 3 :b‘?l — ?%_1_:_':_3_%?
2 . : }/1 B ﬁﬂ 3 2 Vl H_ﬁﬂ
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Setzen wir schlieBlich die in (16. 3) und (16. 5) aufgezihlten Werte der
Komponenten von Mt und 8 in die GI. (11. 8), (11. 13) und (11. 14) ein, so
ergibt sich:

pop=—C3 05— HBp+ 1 {(ED) 1 (HDB), Par = — €0, - 95D,

| 1 (19. 14)
= 1{(€D) +(9B)}, 9= [OB], &—c[EH]

Anwendung des Schemas (19. 12) auf (19. 1) ergibt fiir die riiumlichen

Komponenten der Viererkraft ¥, d. h. fiir die Kraftdichte § und fiir die
zeitartige Komponente F; die Formeln:

% = biﬂ}!’] — g—%, Fﬂ — — (dlv & -+- al':?) ...... (]9. 15}

Greift man sodann auf (19. 8) und (19. 9) zuriick, so findet man den Impuls-
salz:

39

o G* -’r — (3B + = —blyp ......... (19. 16)*)
nnd den Emnergiesatz;
oW o
7 L div @ + (3 - =0 ........... (19, 17)

Die Formeln (19. 14) bis (19. Y7) gelten fiir jedes Inertialsystem.

¢) Wir gehen an die Kritik dieser Gleichungen. Der Impulssatz (19. 16)
unterscheidet sich von dem fiir ruhende Kirper geltenden Satz dadurch,
daB die treibende Kraft €* an die Stelle der Feldstiirke € getreten ist. Dies
aber ist ganz im Sinne von § 16. Tm Energiesatz (19.17) ist zu den fiir

I — e —— e —— =

*) Tn der Literatur finden sich immer wieder Zweifel, ob die Lorcutz-Krait
auf den elektrischeni Strom durch die Induktion ® und nicht durch die Feldstirke
oder sinen anderen magnetischen Vektor bestimmt ist. Nun beruht das Auftreten
von 3 in (19. 16} erstens auf der Zusammanfﬂ.asung von @ und B zu M in (16. 3),
an der sich nichts dndern 188t, e gei denn; daB man die Maxwellachen Gleichungen
(18. 1) verlaBt; zweitens auf der zu (19. 1) zusammengefafiten Encrgic- und Impuls-
gleichung, die in dieser Form zu den Grundlagen der gesamten Relativitiitstheorie,
auch deér allgemeinen, gehort; drittens auf dem Ansatz (19. 2) fiir den Welttensor 7',
dessen Berechtigung Abschnitt d) einer besonders scharfen Priifung unterzieht.
Es paBt dazu, da8 auch die treibende Kraft €* nach (18, 25) das Vektorprodnkt [ q9B]
enthﬁlt Ohne tiefgehenden Eingriff in die ganze Elektrodvnamik der Materie lnBt
gsich (19. 16) wohl kaum abéndern.



138 § 19. Ponderomotorische Kraft usw. (19. 18) u. (19. 19)

ruhende Korper auftretenden Summanden noch die mechanische Leistung
der Kraft § hinzugetreten, und die Joulesche Wirme

Q@ =(JE*) ........iiiiinn, (19. 18) *)

berechnet Sich statt aus der Feldstirke ebenfalls aus der treibenden Kraft —
ganz im Sinne von § 16. Der elektromagnetische Impuls g aus (19. 16) ist
zwar der urspriinglichen Maxwellschen Theorie fremd. Nachdem wir aber
in § 13 einen solchen fiir den leeren Raum eingefithrt haben, um z. B. der
Tatsache des Strahlungsdruckes zu geniigen, kénnen wir diesem Impuls fiir
das Innere der Materie die Berechtigung nicht absprechen. Fiir eine empi-

rische En{‘{scheidung dariiber ist der Betrag von g_% stets zu gering.

Auf umstrittenes Gebiet fithrt jedoch die Diskussion der Gl. (19. 14).
Zwar finden wir fiir Energiedichte W und Energiestrom & die uns geliufigen
Ausdriicke wieder, nur verallgemeinert auf bewegte Korper**). Sonst
aber wirkt sich die Unsymmetrie des Minkowskischen Welttensors 7' in
tiefgreifenden Anderungen aus. Erstens hebt sie die gewohnte Symmetrie
des Spannungstensors p auf, zweitens die in (13. 6) fiir den leeren Raum
festgelegte und, wie wir spiter sehen werden, auch in der Mechanik be-
wihrte Beziehung e2g = &. Manche Physiker, welche auf diese Form des
Satzes von der Trigheit der Energie besonderen Wert legten, suchten des-
halb den Minkowskischen Tensor durch einen symmetrischen zu ersetzen3);
wir kdnnen uns ihnen nicht anschlielen.

Die Unsymmetrie des auf K9 bezogenen Tensors p° bedeutet nimlich,
dal} [siehe den Anhang, Regel (88)] das Feld auf jeden Teil des Kérpers
ein Drehmoment ausiibt, und zwar ist dieses pro Volumeneinheit gleich
[GO5)] — [H0BO], weil aus (19. 14) folgt

nY, — pl, = — [EOD0]; — [HOBO]; usw. ..... ... (19.19)

Es verschwindet zwar beim isotropen Kérper und beim kubischen Kristall,
bei welchen €% und D9, H0 und B0 dieselbe Richtung haben. Aber in anderen
Kristallsystemen tritt es auf und &ullert sich z. B. in der experimentell

*) Da die vorrelativistische Definition des Begriffs »zugelfiibrte Wirme' sich
genan genommen auf ruhende Koérper bezieht, enthélt (19. 18) eine Definition,
nimlich die Verallgemeinerung der friiheren Definition auf bewegte Korper. Man
kinnte aunf ihrer linken Seite noch einen Faktor f (q) hinzufiigen mit der einzigen
Einschrankung f (0) = 1. Derselbe Faktor am @ trite dann spiter in der den ersten
Hauptsatz formulierenden Gleichung (21. 21) auf und pflanzte sich durch die ganze
Thermodynamik fort. Logisch lige darin keine Schwierigkeit; nur wéare es eine un-
zweckmiflige Modifikation. Wir folgen der Planckschen Durchfithrung der Thermo-
dynamik bewegter Kdrper, wenn wir diesen Faktor fortlassen. Siche auch die An-
merkung zu § 23, Abschnitt c. | |

**) Freilich ist W nicht immer positiv; siehe die Diskussion am Ende von
Abschnitt d. |
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nachgewiesenen Richtkraft eines homogenen Magnetfeldes auf eine magne-
tische Kristallkugel4). Es niitzt nichtg, eine Theorie zun ersinnen, welche
fiir das Ruhsystem die Gleichung ¢2¢9 = & aufrecht erhilt. Tatsachen der
Kristallphysik erzwingen die Unsymmetrie von p9, so dofl diese Gleichung
schon deshalb fiir alle anderen Inertialsysteme versagt™®).

d) AuBerdem aber entscheidet noch ein anderes Kriterium fiiv die
Minkowskische gegen die konkurrierenden Formen des Tensors 7'. § 18c
betonte, die Strahlgeschwindigkeit einer ebenen Welle,

miisse dem Additionsgesetz (5.6) fiir die Geschwindigkeit eines Massen-
punktes geniigen. (Wir verstehen in diesem und dem folgenden Abschnitt
unter & und W zeitliche Mittelwerte, ohne dies durch Anderung der Be-
zeichnung zu markieren.) Dies liBt sich nun in der Tat aus den (31, (19. 13)
und (19. 14) beweisen, nicht aber aus jenen anderen Ansitzen5). Gehen
wir deshalb nochmals auf die sehon in § 18 behandelte ebene, linear polari-
sierte Welle ein.

Fir thren Impuls und Energiestrom folgt aus (19. 14) bei Beriick-
sichtigung von (18. 4a) und (18. 10) sowie der Rechenregel J aus dem An-
hang:

1 1 1
d = . [DB] = i [E) [e @]] == ;—{-;I(@EJ)E,

S =c[EH] = v [E[8D]] = Av (ED) 8.
Nun ist aber nach (18.6) und (19. 14} (ED) = (HB) «—— W; {folglich:

gr- — -gu o — g — ;{1-’6 ............. (1921)

e = s e e—————im— mrmmmm e tm e s —— =

*) Nach der phinomenologischen Theorie liflt sich zwar fiir cine siarre Kugel
nichts fiber die Symmetrie des Spannungstensors im Innern anssagen. Ist er sym-
metrisch, so fiben ndmlich die Maxwellschen Spannungen im (lceren) Aullenranm
das in Rede steheride Drehmoment auf dic Oberfliche aus, Erst eine Beohachtung
der elastischen Deformation der Kugel kénnte beweisen, da dics Moment ir Inneren
angreift; die elektromagnetischen Spannungen also unsymmetrisch sind. Aber jede
moleknlare Theorie des Paramagnetismus oder der dielektrischen Erscheinungen
vetlegt das Drehmoment in dag Innere und hat damit Erfolge. Wir michten daher
dié Ansicht vertreten, daB auch bei jenen Versuchen iiber das Gesamt-Drehmoment
Unsymmetrie des Tensors als Ursache anzunehmen ist,



160 § 20a. Bewegung eines Ladungstrigers usw. (20a.19a) bis (20a. 21)

Tritt ¢ nicht in ¢ und 9, infolgedessen auch nicht explizite in L auf, so

ist I/ eine Konstante der Bewegung, und zwar, wie auch (20a. 20) besta,tlgt
ihre Energie.

Unter Verwendung der kartesischen Koordinaten z, schlieBen wir nun
aus (20a.11) und (20=.5):

| ]
qE
t ]/1 T

Dea. in dleéem Fall die verallgemeinerten Impulse 9, in die Komponenten
des Raumvektors

ttbergehen, haben wir sie hier mit deutschen Buchstaben bezeichnet.

Die Definition (20a. 12} besagt dann, daB

ist; folglich ergibt der Ubergang von den Geschwindigkeits- zu den Im-
pulskomponenten

o -
H(x, p.) = cl/mﬂc2+ (p—-— : !1[) TEeQP ...... {20a. 21)

¢) Trotz der formalen Ubereinstimmung der relativistischen Lagrange-
schen und Hamiltonschen Gleichungen mit den entsprechenden der
Newtonschen Dynamik leisten die ersteren erheblich weniger. Bei der
Newtonschen Dynamik nimlich geniigte sowohl die eine, wie die andere
Art dieser Differentialgleichungen zur vollsténdigen Bestimmung der Be-
wegung beliebig vieler Massenpunkte, sobald noch die erforderlichen An-
fangsbedingungen gegeben sind. In der Relativitédtstlieorie miissen wir uns
wegen der endlichen Ausbreitungsgeschwindigkeit aller Wirkungen auf
einen Massenpunkt beschrinken und erfahren aus (20a.4) oder (20a. 18)
nichts liber sein Eigenfeld und dessen Riickwirkung.
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Bei gleichformiger Bewegung iiht das Eigenfeld freilich keine Kraft auf
den Ladungstripger aus; weil dies fiir das Ruhsystem zutrifft und die Trans-
formation Gl. (13.17) somit auch fiir kein anderes Bezugssystem eine
solche Kraft ergibt. Jede Besuh]eumgung hingegen verursacht nach den
Muazwellschen Gleichungen ein Ausstrahlungsfeld, welches die Bewegung
bremst. Nur fiir hinreichend kleine Beschleunigung kann man davon ab-
sehen und dann, bei gegebenen Potentialen ¢ und 9, aus (20a.4) oder (20a. 18)
Bahn und Geschwihdigkeit des Korpers ermitteln.

§ 21. Absolute und relative Spannungen

a) Impuls- und Enetgiesatz. haben wir in § 20 in zwei verschiedenen
Formen kennengelernt. FEinerseits gaben wir ihnen die Form der
Gl. {(20. 3), bei der wir aber jetzt statt der Triigheitskraft § und der vom
Korper produzierten Wiarme @ die duBere, dem Vierervektor F, aus § 20
entsprechende Kraftdichte

%ﬂ. _ g .................... (21 l}
und die von aunflen zugefithrte Warme pro Volumen- und Zeiteinheit
Qa _— Q T (21. 2)
einfithren und somit setzen:
d .
R, — blo p = af ’ () L0 dive =20 ... (21.3)

at

Andererseits schrieben wir beide Sitze in die Formen von (20. 17) und
(20. 20) um. Wenn wir jetzt noch die pro Zeiteinheit zugefiithrte Wirme

R, = .[Qﬂarf ................... (21. 4)

beriicksichtigen, lauten sie:

d® | dF

f: = {;l_t |' (C[ﬁn:) + N dt .......... (215)

Letzteres bewies freilich § 20 nur fiir vollsténdige statische Systeme; wir
wollen den Beweis auf beliebige Teile materieller Systeme ausdehnen.

In (21. 3) sind dle zeitlichen Differentiationen bei konstanten Raum-
koordinaten auszufiihren, in (21. 5) aber fiir gewisse materielle Berciche,
die selbst ihre Orte mit der Zeit dndern. In der klassischen Hydrodynamik
éntspricht den Gl. (21. 3) die Fulersché Form der Bewegungsgleichungen;
11 v. Laue, Relativitiitstheorie I



162 | § 21. Absolute und relative Spannungen  (21. 6) bis (21. 11)

wir suchen hier die Lagrangesche Form, allerdings nicht nur fiir Fliissig-
keiten. Dies Problem ist keineswegs erst mit der Relativitétstheorie auf-
getaucht, bekommt freilich in ihr ein anderes Gesicht, weil die Impuls-
dichte nicht immer die Richtung der Geschwindigkeit hat.

b) Weil der Tensor p in der Eulerschen Gleichung steht, gibt er fiir
bewegte Iii:‘:t'per nicht unmittelbar die elastischen Spannungen an. Planck
bezeichnete ihn als den Tensor der Impulsstrémung wegen der Analogie
zwisehen den beiden Gleichungen (21, 3), bei welcher dig p dem Term div &
entspricht. Wir unterscheiden zwischen den absolutén Spannungen p, pund
den relativen Spannungen mit dem Tensor

teg &= Pup — 3292 oder ¢ =p—[laq]], ......... (21. 6)

ebenso zwischen dem absoluten Energiestrom & und dem relativen Energie-
strom:

diese unterscheiden sich durch den Konvektionsstrom der Energie W q. In der
Elektrodynamik traten nur die absoluten (Mazwellschen) Spannungen auf.

Nach den Rechenregeln (é0) und (44"} im Anhang gilt fiir einen belie-
bigen: Vektor ¢ und einen beliebigen Skalar W

d . d : ‘
gi(ga[]) = g(ﬁV l &‘t(Wa V) == Wﬁ'y ........ (21.8)
mit den Definitionen:
. dq : oW :
§ =, + dio [[gq]] ' W= b div (W) ... (2L.9)

Fiir (21. 3) 1afit sich somit unter Einfiihrung der relativen Spannungen
und des relativen Energiestromes schreiben:

Fo—dlot=¢ | (a%) + Q@ —divE=W (21.10)

Multiplikation mit dem materiellen Volumenelement é V und Integration
iiber einen beliebigen materiellen Bereich macht daraus die Lagrangeschen

Gleichungen:
dE
dt

d | |
Rz + ftndu:g?— (a &) + Ra +j$.nda_

(21. 11)
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Dabei haben wir fbip {8V und [div £V nach den Rechenregeln (o)
und (g) im Anhang in Oberflichehintegrale verwandelt*). Bei Anwendung
auf vollstéindige statische Systeme fallen diese fort, weil an deren Begrens-
zungen t, und &, Null sind; dann kommen wiv auf (21. 5) zuriick. Nach
(21. 11} fallen die elastischen unter den Begriff der relativen Spannungen.

¢) Wir wollen die relativen Spannungen und den relativen Fnergie-
strom durch GroBen ausdriicken, die sich anf das Ruhsystem des betrach-
teten Korperstiicks beziehen. Dazu haben wir in die Definitionsgleichungen
(21. 6) und (21.7) die in (20. 6) anfgeziihlten Werte von p.p, ¢, W und &
einzusetzen. Dlies ergibt:

I"11 - ?5’;'11: tEE — pgg! !'33 == ?}:?3:
ez — g2 e
tag = P i3y = E---—-*?;‘l, f1g == ]/"5_: EP'FEJ
¢~ q
% c? - g2
{32 = Py by = ;==—==p0, o1 = V pY.,
]/,32 — g2 e
... (21.12)
¥ =¢ P = ¢ by
c .
To= o g DUy =g b,
1/62 — g2
LY S _qeply =gt
3 = 7= =g N3
Yo —q2” 7
Die letzten (ileichungen lassen sich zusammenfassen zu dev Vektorgleichung
T =[qt*], d. h. & = Wq -+ [qt*] ........ (21.13)

wobei t* [siehe Rechenregel (t)] der zu ¢ duale Tensor (I, = t.4) ist.

Der relative Energiestrom I riihrt also allein von den elastischen Spannungen
ket das Integral [ ¢ . doim Energiesatz (21.11) gibt deren an der Oberfliiche
des betrachteten Kirperstiicks geleistete Arbeit an. Wir machen datauf
aufmerkeam, dall wir von r&umlichen Temperaturunterschieden und der
dadurch veranlaBten Wirmestrémung stets absehen.

Gl. (21. 13) existiert schon in der klassischen Mechanik, mit dem Unter-
schied, daB dort der Elektrizititstensor ¢ symmetrisch und deshalh mit
dem ihm dualen Ténsor t* identisch ist. Diese Gleichung enthiilt, am deut-

*) Nach dem Animng, Rechenregel (o), ist
fha = lx1 €OS (R X1} + fyp COB (nag) + fiy cOS (n23),

11*



164 § 21. Absolute und relative Spannungen (21.14) bis (21. 17)

lichsten in ihrer zweiten Form, die Theorie jeglicher mechanischen Energie-

iibertragung, sei es durch ein gespanntes Zugseﬂ sei és durch die tordiérte
Welle® zwischen Dampfinaschine und, sagen wir, Schiffsschraube, sei es
durch den |Strom unter Druck Stehender Flusslgkmten oder Gase.

Fiir die transversalen, d. h. zur Geschwindigkeit senkrechten Impuls-
komponenten, welche in (20. 7) auftraten, 1aBt sich nach (21. 12) und (5. 4)
schreiben:

| @y = 1 f ta1 0V, G ft31c3 V.

_"Q'E

d) Als e¢in markantes Beispiel behandeln wir zunichst die adiabatisch- -
wsobare Dynamik,'d. h. die Dynamik eines Korpers, welchem keine Wéarme
zugefithrt wird (R; = 0) und der keinen anderen dufleren Emwn-kungen
ausgesetzt ist als einem allseitig gleichen, zeitlich konstanten Druck p.”
Herrscht ein solcher im Ruhsystem K9, 80 ist pig = d,pp, daher nach
(21. 12) auch f,5 == I35 = Oepp. Der allseilig gleiche Druck p ist eine In--
varianie der Loreniz- Tmnsfammtmn (Planck). Der relative Energiestrom
ist dann nach {(21.13)

T=92"q ..... et (21. 14)

Die allgemeinen Furmeln (20. 7) gehen fiir diesen Fall {iber in

D 0 2
PR AP I S (ED +4 pV“) (21. 15)

¢ V2 — g2 ]/,32 — gz

[n der Tinpulsgleichung (21. 11) ist jetzt [f,do = O; aus dem Druck p
resultiert keine Kraft. In der Energiegleichung (21. 11) hingegen ist von
Null verschieden die Kompressionsarbeit

o dV
— —— —— —_ . A & 4 h ®m v & 4 & & & = 2]--. 16
fﬁﬂdﬂ-—pfqﬂdcr-—n v ¥ ( )

denn g,do ist die Volumenabnahme pro Zeiteinheit infolge der Ver-
riickung q, des Flachenstiickes do*). Folglich lauten jetzt diese Glei-
chungen

BO+pVe d cq _d -
f=" dt(]/cg_q-é) %) = 7, (B+pP).. 2L17

*) Hier trltt erneut die Vernachléssigung zutage, welche schon in der Dynamik
des vollstiindigen statischen Systems steckte. Hitten alle Punkte des Korpers genau
dieselbe Beschlennigung, so trite nicht die Relativbewegurng unter ihnen ein, welche

zutr Lorentz-Kontraktion fiithrt.
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Die Analogie zur Dynamik des vollstidndigen statischen Sysfems (des
Massenpunktes) wird vollstindig, wenn wir aus der zweiten der (il. (21. 15)
ableiten:

¢

Ver— g2

Denn diese Forimnel unterscheidet sich von der Energiegleichung in (20. 9)
nur durch den Ersatz von ¥ durch £ -+ pV, und dieser Unterschied ist
auch der einzige zwischen den Impulsgleichungen in (21. 15) und (20. 9).
Deswegen 1ist jetzt die Masse

E 4 pV = (B0 4+ pVO) ... ........ (21. 18)

Dies¢ Anderung ist grundsétzlich von Bedeutung, weil sie die Beschrinkung -
des Einsteinachen éﬁsetzea m = E°/c? anf vollstindige statische Systeme
besonders deutlich macht: numerisch macht sie nie etwas Merkliches aus,
da E° weit iiberwiegt. ‘

Der mechanische Welttensor hat in diesem Fall die Komponenten

Tir = (W +0) - Vi¥r+ 98z ovvvrnen... (21. 19)

Denn im Ruhsystem, in welchem ¥Y; = Y3 = ¥Yq =0, ¥, = ¢ ist, er-
geben sich daraus, wie es sein mul, die Werte

Tll = T22 e Tga — :??, Tﬂﬂ T Wﬂ, &-HE &nderell T‘ll‘l —— “

e) Im Gegensatz zu Abschnitt d) lassen wir nun duch Wirmezufuhr zu,

behalten aber die Voraussetzung eines allseitig gleichen Druckes p bei,
so daB sowohl die Aussage ffrdo = 0 als Gl. (21. 16) in Kraft bleibt. Be-
zelchnen wir sodann die im Zeitintervall df zugefiihrte Wirme mit

8 — -Rq,dt, -------------------- (21. 20)
so folgt aus (21.11):

Qe =dE +p-dV —(ad®) ............. (21. 21)
Fiir die Transformation von @, gilt nach (19. 33) wegen der Zeitdilatation

2 g
dfﬂ —— dt ]/G .é__g_ .

o
Qa:-:_ EVE . {?

Weil fiir ruhende Kérper die isobaré Anderung von
0 — o 4 p- JO



166 § 22. Der Drehimpuls {21. 23) u. {2]. 24)

die zugefilhrte Wirme @z mifit, bezeichnet man bekanntlich U? als die
Wdrmefunktion (Enthalpie). “Wir miissen gemafl (21. 21) diese fiir bewegte
Koérper als | i

U=E4+pV —@® ............... (21. 23)

definieren, and hinzufiigen, daf3 bei Berechnung der Wirme Q, auller p
auch die Geschwindigkeit ¢ dem Betrage nach konstant zu halten ist. Die

Transformation von U lautet nach (21. 22) oder auch nach (21.15) und
(21. 18):

I - e

e (21. 24)

In Gi. (21. 21) haben wir den ersten Hauptsatz der Thermodynamik for-
muliert. Fir diese ist aber der zweite Hauptsatz, das Entropieprinzip,

das eigentliche Charakteristikum. Auf ihn werden wir in § 23 zu sprechen
kommen.

Auch fiir die klassische Dynamik und Thermodynamik formuliert
Gl. (21. 21) den ersten Hauptsatz. Aber in ihr ist

(0d®) = qd (mq) = d (3mq?)

die Zunahme der kinetischen Energie, und ¥ — }mg? ist die innere, durch
die Bewegung nicht beeinflufite Energie. Daher fithrt man meist auch der
Form nach nur diese ein und braucht dann das Glied {qd &) nicht mehr.
Dies &ndert sich in der Relativititstheorie, weil sie (siehe § 20i) keine
kinetische Hnergie kennt. Andererseits hat in der klassischen Theorie der
Impuls & nichts mit dem inneren Zustand zu tun, sondern hiéngt aus-
schliellich von der Masse, also einer nach dieser Theorie unveranderlichen
(GroBe, und der Geschwindigkeit ab. Auch darin weicht die Relativitits-
theorie von ihr ab. So hat also die Energiegleichung (21. 21) trotz der
alten FForm hier einen ganz neuen Inhalt.

§ 22. Der Drehimpuls

a} Uber die Symmetrie des mechanischen Tensors 7 haben wir bisher
nicht gesprochen; wir miissen es nachholen,

In §19 stellte sich der Welttensor des elektromagnetischen Feldes
innerhalb der Materie, im Gegensatz zu dem im leeren Raum, ak un-
symmetrisch heraus. DaBl dort Impuls und Energiestrom nicht in der
Symmetriebeziehung c¢?g = & standen, ist an dieser Stelle ohne Belang;
aber wesentlich ist die Unsymmetrie des Mazwellschen Spannungstensors
schon im Ruhsystem K¢ fiir alle nichtkubischen Kristalle. Dies bedeutet,
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wie dort ausgefithrt wurde, ein Drehmoment auf jedes Stiick eines solchen
Kristalls, und dieses mull anfgenommen werden durch ein von den elasti-
schen Spannungen ith Ruhsystem geliefertes entgegengesetztes rehmoment.
Also sind auch die elastischen Spannungen p° unsymmetrisch, und diese
Unsymmetrie Ubertrigt sich nach dem allgemein giiltigen Schema (19. 12)
guf den mechanischen Welttensor. Wir verlieren aber wenig, wenn wir
solchie - Kristalle mit elektromagnetischen Feldern von der Betr &chtung
ausschliefen, Dann ist der mechanische Spannungstensor p%, wie in der
iiblichen Elastizitdtstheorie, symmetrisch; da auch die Komponenten 7',
und 7'y, bezogen auf K0, einander gleich (niimlich gleich Null) sind, ist der
Welttensor T ﬁberha,upt symmetrischs In allen Bezugssystemen sind daher
die absoluten Spannungen durch einen symmetrischen T'ensor p dargestellt
und es gilt die Plancksche Form des Satzes von der Trdgheit der mechanischen
Energie:
1

Q:GQ@, ...................... {221)

Im Gegensatz dazw 18t der Tensor t der relativen, also der elastischen Span
nungen, aufler vm Ruhsystem unsymmelrisch; aus seiner Definition in (21. 6)
folgt namlich

fag — 130 = QaBf — GAGu « v rvrennnnnn. (22. 1a)

Indem wir nach der Regel () des Anhangs den zu t dualen Tensor #* mit
den Komponenten &¥ xp = g, einfithren, kdonnen wir auch schreiben

t—t* ={aal, .-t e e (22,9)

wo [q4], wie iiblich, das Vektorprodukt aus a4 und g bedeutet.

b) Den in einem bestimmten Rawubereich lokalisierten IMrelimpuls
definiert schon die klassische Mechanik als den Vektor

8= [[egldS ... (22. 3)

Der Radiusvektor t verbindet einen beliebigen Anfangspunkt mit einem
Punkt im Volumeénelement d8."Er ist nicht von der Zeit abhingig. Daher

gilt
5-@_ dg _
o1 “f[ 3;‘]“ j (v, §. — Dlop]ds
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Bei dieser Umformung benutzten wir den Impulssatz in der Bulerscherd
Form (21. B) sowie die Rechenregel (8 8) aus dem Anhang. Diese Glemhung
bildet die Grundlage der Theorie des T'routon- Nobleschen Versuchs in § 13e:
Integrationsbereich war dort ein Raum, welcher fiir alle betrachteten Zeiten
den Kondensator und sein elektrﬁches Feld vollstdndig umachlieBt,

Anders aber verlduft die Differentiation bei der Frage nach dem Dreh-
impuls eines bestimmten Stiickes Materie, da dieses sich selbst gegen das
in (22. 3} benutzte Inertialsystem bewegt. Da jetzt der Radiusvektor ¢
von eineht festen Anfang zu dem bewegten Volumenelement 3 ¥ sich in der
Zeit dt um qdt éindert, ist die Anderung des in 6 ¥ liegenden Drehimpulses

&-E--ﬂ[r,ga P1=(ag]dV+|t, = (a0 V)| ={(ag] +[rd]} o V.

Integration iiber ein endliches Stiick Materie ergibt fiir dessen Drehimpuls
die Anderung

z
"2 = [{irdl+1qal} 8V = [ ([t — dist] + [ag)} 8V

tFa)OV + [ [ttlda + [ {t*—t+ [agl}oV ... (22.5)

Hierbei haben wir auller der Lagrangeschen Form (21.10) des Impuls-
satzes noch die Rechenregel (f3) ans dem Anhang benutzt. Nach (22 2)
vereinfacht sich {22. .t:r) Z ;

(i; = [ [tBd 6V + [[etyldo............ (22. 6)

t.da ist nach (21. 11) die Kraft, welche die Umgebung auf das betrachtete
Korperstiick durch das Flichenelement do iibertrigt, das Flichenintegral
in (22. 8) daher das ganze von der Umgebung auf das Korperstiick aus-
geitbte Drehmoment. Das von diesem auf die Umgebung ausgeiibte Dreh-
monient berechnet sich ebenso, nur daBl die Normale n diesmal die um-
gekehrte Richtung, f, also das umgekehrte Vorzeichen hat. Diese beiden
Drehmomente sind somit einander gleich, wie es der Satz der Erhaltung
des Drehimpnises fordert.

In der klassischen Méchanik gilt genau dieselbe Umformung, lediglich
dadurch vereinfacht, daB Impuls und Geschwindigkeit stets dieselbe
Richtung haben, das Veltorprodukt [qg] also verschwindet. Nach (22. 2)
ist dann der Tensor ¢ der elastischen Spannungen auch fiir den bewegten
Koérper symmetrisch. In der Relativitiistheorie jedoch verursacht das Auf-
treten einer transversalen Impulskomponente die Unsymmetrie der relativen
(elastischen} Spannungen.
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Bewegt sich ein Kérper ohne #iuBere Kraft und bei unverinderlichem
inneren Zustand, ist also in (22. 5) 9 = ), s0 #dndert sich trotzdem sein

Drehimpuls im aligemeinen entsprechend der Gleichung

d
2 = [ (98167 = [q®] ...ooeninnnn. (22.7)

En elastisch gespannier K drper bedarf zu gleichformiger Translationsbewegung
eines Drehmoments, aufer wenn sein Impuls in die Bichtung der Geschwin-
digkeit fallt. Diese Bedingung erfiillt das vollstindige statische Systemn stets.

Es bedarf keéines Momentes. Die materiellen Teile
des Trouton-Nobleschen Kondensators aber sind g 0

unter der Einwirkung des elektrischen Feldes ge-

spannt, bediirfen also eines Drehmomentes, um |

der Erdbewegung geégen das astronomische Inertial-
system ohne Drehung zu folgen. DaB das Feld
gerade das erforderliche Drehmoment hefert, er- P
gibt sich aus der Uberlegung in §20g, daf Kcm- ¢
densamr und Feld zusammen ein vollstindiges
statisches System bilden. )

¢) Ein instruktives Beispiel gibt der Winkel- Flg. 21
hebell) (Fig. 21). Er habe den Drehpunkt B
und die gleichlangen, zueinander senkrechten Arme BA und BC. In A
und ' greifen an ihm die Krifte £% und K¢ an, erstere parallel zu BC,
letztere zu B.A. Diese Angaben beziehen sich auf das Ruhsystem K0 die
beiden Krifte miissen in ihm vom gleichen Betrage sein, soll Gleichgewicht
bestehen.

In dem Bezugssystem K aber, gegen welches KO die Geschwindigkeit q
in der Richtung BC besitzt, hat der Arm BA zwar seine Ruhlénge 10, B(C

2

hingegen ist wegen der Lorentz-Kontraktion auf 0}/ 1 — zﬂ verkiirat,

Von den Kriiften ist nach den Transformationsformeln (19. 35), in welchen
wir fiir den gegenwartlgen Zweck K° an die Stelle von X', also 4’ — 0 und
zudem R’ = 0 zu setzen haben, die zu q parallele Kraft & 4 in bmdpn Be.-

4
il

2

2
zugssystemen dieselbe. Aberdiezu q senkrechte Kraft £¢ ist auf K¢ l/l -1

verringert. Wihirend also in K das auf den Hebel ansgeiibte Drehmoment
| 85110 — | R3] 10 == 0, ist es in K gleich

2 : 2
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