Zur Minkowskischen Elektrodynamik
der bewegten Korper.

Von
M. v. LAUE,

(Eingegangen am 19. Juli 1950.)

In dieser Elektrodynamik ist bisher noch keine Entscheidung gefallen zwischen
dem MinkowsKischen Welttensor und anderen Ansitzen dafiir, Ersterer ist un-
symmetrisch und widerspricht daher der Pranckschen Fassung fiir das Gesetz
der Trégheit der Energie: Impulsdichte gleich Energiestromung, dividiert durch
das Quadrat der Lichtgeschwindigkeit. Die anderen Ansitze sollen gerade die
Symmetrie des Tensors, also jene Fassung des Tragheitsgesetzes, retten. Diese
Arbeit will nachweisen, daB der Minkowskische Ansatz der richtige ist.

§1. Da wir zu unseren Ausfiihrungen auf die bekannten, von MIx-
KOWSKI der Elektrodynamik der Kérper gegebenen Grundlagen zuriick-
greifen miissen, stellen wir zunichst das Erforderliche daraus Zusammen,

Das elektromagnetische Feld beschreiben zwei Sechservektoren,
M und B; sie und die zu ihnen dualen Sechservektoren, M* und B*
hiingen mit den Feldstirken & und §, sowie mit der elektrischen Ver-

schiebung © und der magnetischen Induktion B durch die Gleichungen
ZUSaImnImen : -
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Dann gelten die vierdimensional geschricbenen, aber sonst unverindert
von MAXWELL iibernommenen (leichungen
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DiviR* =0, d. h. Z ¢ x5=0,
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Div8=P,P, d.h. Z aiﬂ B, =1,
5
in denen P den Vierervektor des elektrischen Stromes bedeutet, Zu
diesen Feldgleichungen treten die Materiegleichungen, welche die Di-
elektrizititskonstante e und die Permeabilit:it 1 einfiihren. Sie enthalten
die Vierergeschwindigkeit Y des Korpers und lauten:

Y 8] = ¢[Y W], (Y] =pu[YB*],  (3)



Das hier auftretende Vektorprodukt aus einem Vierervektor A und
einem Sechservektor § aber ist definiert durch die Gleichungen:

[A%]==;Aﬁ'3uﬁ (E=1,2,3,0). (4)

Der Welttensor T hat nach jeder Auffassung die aus dem folgenden
Schema zu ersehenden Komponenten:
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p ist der Tensor der MAXwELLschen Spannungen, g die Impulsdichte,

&€ die Dichte des Energiestroms, W die Energiedichte des elektromagne-
tischen Feldes. Die Gleichung

S2-F, «=1230 (6

—AsvT=F  oder -Z °%ap _ R

| B
enthilt die Viererkraft ' und formuliert, wenn man sie ins Dreidimensio-
nale iibersetzt, den Impnls- und den Energiesatz. Die auf die Volumen-
einheit des Korpers wirkende Kraft §§, deren Komponenten mit den

gleichindizierten Komponenten von F zusammenfallen, erhdlt danach
den Wert:

% = —bivp— 8 — pG* + L (3], (7

wobel p die Ladungsdichte, 3 den Leitungsstrom und
C* =&+ [qB] (8)

die , treibende elektrische Kraft'’ bezeichnet, safern man den MAXWELL-
schen Ansatz fiir p von ruhenden Korpern, fiir die MAXwELL ihn au{-
stellte, mit MiNKowsKI auf bewegte Korper ibertriagt. Er lautet:

pmﬂ=“@u®ﬁ_®m%ﬂ+éduﬁ[(@®)+(®-$J} (Gﬂ,ﬁz‘l,z, 3‘)- (g:l

Er ist symmetrisch fiir den ruhenden isotropen Korper, bei welchem
E und D, § und B, dieselbe Richtung haben, aber weder fiir (nicht-
kubische) Kristalle noch fiir bewegte Kdérper {iberhaupt, bei denen die
Vektoren & und €,  und B verschieden gerichtet sind. Schon H.HERTZ!

hat ihn durch den symmetrischen Teil 4 (P, 5 + P;.) zZu ersetzen versucht.
Dem widersprechen allerdings die zahlreichen Nachweise der Richtkraft

1 Hertz, H.: Wiedemanns Ann, 41, 360 (1890). Untersuchungen iiber die Aus-
breitung der elektrischen Kraft, 5. 282. HErTz verweist auch avt H. v. HELM-
HoLTz, Wiedemanns Ann. 13, 400 (1881).



eines homogenen Magnetfeldes auf Kristallkugelnl; das Drehmoment
riihrt von dem antisymmetrischen Teil §{p, p—Pgs) her. AuBerdem
aber gibt es ein Kriterium fiir den Welttensor, dem der MINKowsKische
Ansatz und keiner der anderen geniigt : Die Strahigeschwindighest w—=G/W
esner ebemen Welle mufi dem EINSTEINschen Additionstheorem der Ge-
schwindighesten gemiigen. Denn liuft in einer begrenzten ebenen Welle
- ein Massenpunkt it (v ist eine Unterlichtgeschwindigkeit), so bleibt
er davernd ,,im Licht"; dieses Faktum aber 148t sich nicht durch {ber-
gang zu anderen Bezugssystemen forttransformieren 2.

Der MiNkowsKische Ansatz fiihrt den Tensor T auf die Sechser-
vektoren ¢ und B mittels der Gleichung zuriick:

Lup = 2 My By, —§ s (M B) (10)
Dies bedeutet nach (5), giiltig fiir alle Bezugssysteme :
0= D), S=c[€], W-l{ED) +HB). 1)

Es stimmt auBerdem mit (9) {iberein. Eine ebene Welle hat also die
Strahlgeschwindigkeit :
¢ [€ 9]
A RN R | 12)

Im Zihler wie im Nenner tritt hier das Quadrat des in (13) auftre-

tenden Sinus auf. Aber 1 selbst ist von den vier Weltkoordinaten
unabhingig.

§2. Zur Darstellung der linear polarisierten, monakromatischen,
ebenen Welle fithrt es, wenn wir 3 und 8 mit je einem konstanten
Sechservektor als Proportionalititsfaktor zu

sin (2:.1: ; A, :ra) | (13)

Proportional setzen. Das Argument des Sinus ist dabej LoRENTZ-inva-
riant, und zwar fiir alle Werte der Koordinaten x,: folglich bilden die
A, einen Vierervektor, den wir wimpulsvektor'' benennen. "'Aus den
MaxweLLschen Gl. (2) mit P =0 folgt dann nach (4):

[A M*] =0, A8 =0. (14)

-1 VoieT, W.: Lehrbuch der Kristallphysik, S.487. Die von Voot ange-
fithrten Originalarbeiten waren unter den heutigen Bibliotheksverhiltnissen nicht
zu beschaffen. .

* Auf diesen Gedanken hat der Verfasser [Ann, Phys. 23, 989 (1907)] die Trans-
formation der otrahlgeschwindigkeit und die Theorie des FrEsNzLschen Mitfiih-
rungskoeffizienten gegriindet, aber ohne Bezugnahme auf einen Welttensor.
A. SCHEYE [Aun. Phys. 30, 805 (1906)] gibt an, daB nur der MiNkowsKsche Tensor
diesem Kriterium geniigt; doch diirfte sein nur angedeuteter Beweis dafiir umstind-
licher gewesen sein, alg der hier gefiihrte. |




Emn Sechservektor ist im allgemeinen durch zwei zueinander senkrechte,
ebene Flichenstiicke mit Umlaufsinn dargestellt. Nach (14) sind Tund 8
aber nur durch je ein solches Flichenstiick gegeben; das algebraische
Kennzeichen fiir solche Sechservektoren lautet:

(MBM*) =3, M,y MYy = 0
(B8) =43 8,82, =

Denn legen wir das Kmrdinai:ensystem so0, dall von den sechs Kompo-
nenten von M* nur M7, und MYy von Null verschieden sind, so sagt
(14) aus:

[4 mﬂz ‘_All' Mo =0 4 m‘]a_—‘fl N2, =

[A4 W"]uzz‘hwl:@. [AB*]; =4, M, =0.
Diese Gleichungen lassen nur zwei Méglichkeiten zu: Entweder ist
mln — llIld AE —_ AE m— 0
Eﬂu=0 und Al -=Aﬂ=0'-

(14a)

oder

In beiden Fillen ist unsere Behauptung erwiesen. Zugleich sieht man,
dal der Vierervektor A auf M* senkrecht steht. Da nun dasselbe fiir 8
gilt, 1st A das gemeinsame Lot der * und B reprisentierenden Flichen,
diese liegen also beide in dem zu A senkrechten dreidimensionalen Raum
und haben folglich eine.Schnittlénie, welche ihrerseits bis auf einen ska-
laren Faktor einen Vierervektor A* festlegt. Diesen bezeichnen wir
nach geeigneter Normierung als den Strahlvekior der ebenen Welle. Es gilt:

[A*M] =0, (A* 8*] =0, (AA4*) =0. (15)

Denn die Schnittlinie der 3M* und B darstellenden ist das gemeinsame
Lot der 3R und 8* darstellenden Flichen und gehért dem 2zu 4 senkrech-
ten dreidimensionalen Raume an,

Aus (14) folgt aber weiterhin das Verschwinden des skalaren Pro-

k
duktes (IR B) :%%ﬂﬁ,g B, 5. (16)

Denn hat 4 die Richtung von x,, 50 liegen die Flichen, welche I#* und 8
darstellen, im x,x, x,-Raum, so daB von ihren Komponenten alle die-
jenigen verschwinden, unter deren Indizes die 3 auftritt., Wir kénnen-
dann in dem genamnten Raum das Koordinatensystem so drehen, daB
von den Komponenten von 8 nur ®,, von Null verschieden ist. Dann
wied

(W B) = M, B, — M, B, =0, (17)
weil 3R3, Null ist. Nach (1) und (11) bedeutet diese Gleichung
(ED) = (HB) =W. (18)



In (11) ist die Energiedichte W in einen elektrischen Anteil }{€D) und
einen magnetischen Anteil 3(P W) zerlegt. Beide sind fiir die ebene
Welle einander gleich. Aus (14a) folgt nach (1)

EB)=(BD)=0. (18a)

§3. Der Impulsvekior A 15t notwendig raumartig. Denn stellen wir
die ebene Welle dreidimensional dar durch

3
sin (Z:m {v { — % Z e, xﬁ}) (19)

(» Schwingungszahl, 4 Wellenliinge, e Einheitsvektor in Richtung der
Wellennormale), so zeigt der Vergleich mit (13):

A4, = "; (@ =1,2,3), Ay = ":. (20)

Danach 1st das Quadrat des Absolutwertes von A,

Ar= L _ ¥ (21)

13 -

und im Ruhsystem K°® des Koérpers, in welchem nach MAXWELL

0 G\2 .
(p '1) =-—3--<::1 1st,
¢ E L

At = (1-——;1#—):}0 | (22)

Der Strahlveklor A* hingegen 1st notwendig zeitartig. Das geht aus
den Matertegleichungen (3) hervor.

Zum Beweis legen wir das Bezugsystem K’, zugrunde, in welchem
A die x,-Richtung hat und zudem x; und x, auf der Vierergeschwindig-
keit ¥ des Korpers senkrecht stehen., In diesern haben die Feldvek-
toren M* und B sicher nur die folgenden Komponenten:

* w

mln — mﬂﬂ' man mﬂll 12 — mﬁn
— L L : L %

%lﬂ_ w1 B4 ﬂﬂn_' 31? glﬂ_“gﬂ“

Als Schnitt der sie darstellenden Flichen muB A* den auch aus (15)
folgenden Gleichungen geniigen:

AY MG +A43 WMo + A WM, = }
A By, + A2 B,, + 47 B,.=0.

Nun aber sagen die Materiegleichungen (3) fiir diesen Fall aus:

3’351“:6}3“{3. Y, Byp = e ¥ M,s, 0 = & Y3 My,

Yy My, =1 Y3 By, Yo Myp = 1 Yy By, 0=pY;B,,.

(23)



Aufler ay}’“__ Y folgt daraus das Verschwinden von %®,, und

R, =RY:; nach (23) ist also AFf =47 =0, nach der letzten Gl. (15)
ist zudem noch A¥ =0, also ist nur dle Komponente 43 von Null
verschieden. 1hr Wert bleibt hier noch unbestimmt.

Weil aber der Vektor A* zeitartig ist, 1aBt er sich fiir jedes Bezugs-
system auf cinen Raumvektor § durch die Gleichungen zuriickfithren:

AB . ic
A¥ = 22 w=1,2,3), AF = L {24
/e — (v 18) ( 3) ’ Fe? — (v 28) (24
in denen wir die Wurzel als positiv ansehen; ihnen zufolge ist nimlich

Atﬂz._.!’ (25)

also negativ. Damit ist dann auch der noch unbestimmte Faktor fiir

A* festgelegt. Auvs {20) und der letzien Gl. (15) geht unter diesen Um-
stinden hervor:

(ed)=1. (25 a)
§ 4. Mit Hilfe von (1) und (20) folgt aus (14): _
B = (¢ ], %—__[es,ﬂ (26)

Ebenso folgt nach (1) und (24) aus den beiden ersten Gl (15):
A
E=—""18], H=""[sD]. (27)

Nach dem Minkowskischen Ansatz [Gl. (10)] und nach (18) wird folg-
lich Impulsdichte und Energiestréomung

3=—[DB] =+ [D[eC]=- (ED =W
S=c[EH)=Av[EBD] =Av3(CED)=Avs W
d. h. die Strahlgeschwindigkeit
| w=A»3. (29)

Ste hingt wegen (24) mil dem Straklvekior A* zusammen durch dic Be-
ziehungen

o ' ic

welche gemaw dieselbe Form haben, wie die Beziehungen zwischen der
drevdimensionalen Geschuindigheit g eines Massenpunkles und dessen
Vierergeschwindigkeit Y. Es ist damit erwiesen, daB fiir 1 nach Mix-
KOWSKIs Ansatz fir den Welttensor 77 das EinsTEINsche Additions-
theorem der Geschwindigkeiten gilt.

Weiter aber zeigt Gl. (28): Der Impuls der ebenen Welle hat in jedem
Beaugssysiem die Richtung der Wellennormale e.~ Diese hingi threrseils



nach (20) mit dem Viererveklor A zusammen, dem wiv deshalb dens Namen
Impulsvekior gaben. Die durch je cine Fliche darstellbaren Sechservek-
foren WM* und B zeichnen unter allen Richtungen der vierdimensionalen
Well thr gemeinsames Lot, d. h. die Richiung von A, und ihre Schuiti-
linte, d. k. die Richtung von A*, aus. Diesen beiden Vierervektorem ent-
sprechen in jedem Bezugssystem die auspezcichneten rdumlichem Rich-
tunigen dev chenen Welle, die des Impulses und dic des Strahis.

Der obige Gedankengang ist bis zu den Gl. (27) emschlieBlich von
jedem Ansatz fiir 7 unabhingig. Nicht nur hinreichend fiir unseren
Beweis, sondern auch notwendig ist die 'Gl. (29), weil ja zuniichst der
Vektor 8 mit A* verkniipft ist (Gl (24)]. Aus (27) folgt, daB & zu & und H
senkrecht steht. Dies iibertrigt sich durch (29) auf die Vektoren tp und ©,
fihrt also, bis auf den Proportionalititsfaktor ¢, auf den MINKOWSKI-
schen Ansatz fiir €. Nach dem ABRAHMAMschen Ansatzl hingegen,

- . (0.EH:—~ (DD
@:ﬂggza{[@@tq[qi -1 ”},

2 g®

hat 8 im allgemeinen eine andere Richtung; er fiihrt also nicht zu dem
Additionstheorem der Geschwindigkeiten fiir die Strahlgeschwindig-
keit p.

Bei der ebenen Welle im leeren Raum gibt es nur einen ausgezeich-
neten Vierervektor; dieser ist singulir und steht somit auf sich selbst
senkrecht. Hier spaltet er anf in den raumartigen Vektor A und den
zeltartigen Vektor A*, die nach (15) aufeinander senkrecht stehen.

§ 5. Wir betrachten die ebene Welle nochmals in dem voriibergehend
benutzten Bezugssystem K*. In ihm sind nach § 3 nur die je zwei Kom-
ponenten von R* und B von Null verschieden:

x
lnzﬁh ;{J:Q}E
$10=_i$1! Eﬂn:—'iﬁﬂ.

Die Feldstirken ¢ und §, aber auch die x,-Komponenten von ® und B,
sind Null. Die Wellennormale hat die Richtung x;, weil dies fiir 4 gilt.
e Energiestrémung & hingegen und die Strahlgeschwindigkeit w sind
Null, weil alle rdumlichen Komponenten von 4* in diesem Bezugssystem
verschwinden. AuBerdem ist die Energiedichte W wegen des Verschwin-

dens der Feldstirken Null. Fiir die Vierergeschwindigkeit des Korpers
gilt, wie erwihnt;:

i} 1
,=Y=0,  ¥=—-l¥

E‘I'JE

1 ApraHAM, M.: Rendiconti Palermo 28 (1909}; 360, 33 (1910). — Phys. Z.
10, 737 (1909). — Ann. Phys. 44, 537 (1914}. — GraMMEL, R.: Ann. Phys. 41,
517 (2913). — Karka, H.: Ann. Phys. 58, 1 (1919).



d. h. fiir seine raumliche Geschwindigkeit

2 a
Gy = 02=10, CI:;:;';‘;-

cf]/'.é; ist aber die Strahlgeschwindigkeit im ruhenden Kdorper. In A’
liuft also der Koérper mit dieser Geschwindigkeit der Wellennormale
entgegen. SchlieBlich folgt aus 4,=0 nach (20) das Verschwinden der
Schwingungszahl », wihrend die Wellenlinge A nach (21) den endlichen
Wert A;' annimmt. |

In K" besteht also eine sichende Sinuswelle ohme F aldst&'ka wnd mif
zeitlich unvevinderlicher Verschicbung ® und Induktion B. Ihre Energie
ist Null., Durch ste lduft der Kirper mit dev der Wellennormale entgegen-
gesetzien Geschwindigheit ¢f)/ep hindurch.

VergroBern wir g iiber diesen Wert hinaus unter Beibehaltung seiner
zu ¢ entgegengesetzten Richtung, so wird die einzige, nach Symmetne
von Null verschiedene Komponente der Strahlgeschwindigkeit, nimlich
w,, negativ. Da nun weder die Wellenlinge 4 noch [nach (25a})] die
zu ¢ parallele Komponente 8, des Vektors 8 ihr Vorzeichen wechseln
konnen, wird dann nach.(20) die Schwingungszahl » < 0, was bedeutet,
daB die Phasen nunmehr der Wellennormale e entgegen laufen. Nach
(27) iibertrigt sich dieser Zeichenwechsel aut € und 9, nicht aber auf
die in K* ja nicht verschwindenden Vektoren D und %. Also wird jetzt
nach (18) W negativ. Der PoynTiNGsche Vektor € hingegen behilt
seine Richtung [nach (11)]. Der Zeichenwechsel von w; rithrt von dem
Zeichenwechsel des in (12) auftretenden Nenners W her.

Zusammenfassung.

Da der unsymmetrische MiNkowskische Welttensor T der allein
mégliche fiir die Elektrodynamik der Materie ist, 148t sich die Fassung
1= &/c? des Satzes von der Trigheit der Energie nicht als allgemein-
giltig aufrechterhalten. Dies paBt zu dem Nachweis, den ;. U. ScHU-
BERT! fiir die phinomenologische Theorie der Supraleitung erbracht
hat, daB der mit der Suprastrémung verkniipfte Welttensor unsymme-
trisch ist, also ebenfalls jener Form des Trigheitssatzes widerspricht.

1 ScHeBERT. G. U.: Ann. Phys. 8, 163 {1949).



