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1. Zur Dynamik der Relativiidtstheorie;
von M, Laue.

Die Dynamik des Massenpunktes hat A. Einstein!) schon
in seiner ersten grundlegenden Arbeit iiber das Relativitits-
prinzip, kurz darauf such M. Planck?®) bebandelt. Das wesent-
lichste Krgebnis ihrer Untersuchung waren die bekannten,
seither am Elektron verschiedentlich experimentell bestiitigten
Formeln for die Abhingigkeit der longitudinalen und der
transversalen Masse von der Greschwindigkeit. Als Ausgangs-
punkt diente die Annabhme, daB im Grenzfall unendlich kleiner
Geschwindigkeit die Newtonsche Dynamik bestehen bleibt.
Spiter hat Planck?) die Theorie nach der thermodynamischen
Seite hin erweitert, und hat dabei die mechanische Triigheit
vollig auf Energie (und Druck) zuriickgefithrt. Dabei legte er
das Prinzip der kleinsten Wirkung der Betrachtung zugrunde,
muBte aber nebenbei noch eine Annahme iiber die Trans-
formation der Krifte einflihren.

Dennoch gibt es in der Dynamik noch ungeldste Probleme.
Z. B. fragt P. Ehrenfest4), ob die Dynamik des Massen-
punktes auch danon noch fir ein Klektron gilt, wenn man
diesem nicht — wie iblich — radiale Symmetrie sondern
etwa elliptische Gestalt zuschreibt. Einstein®) bejaht dies,
weil im Grenzfall unendlich kieiner Geschwindigkeit unter
allen Umstinden die Newtonsche Mechanik gelten miisse.
Diese Annahme ist aber in dieser Allgemeinheit sicherlich
nicht zutreffend, wie wir spiter sehen werden. Auch M.Born®)
glaubt dem Elekiron Kugelsymmetrie ruschreiben zn milssen,

1) A. Einstein, Ann. d. Pbys. 17. p. 891. 1805.

2) M. Planck, Verh, d. Deutsch. Physik, (Gee. 4. p. 136. 1906.

3) M. Planck, Berliner Ber. 1807. p. 542; Apn. d. Phys. 286,
p. 1. 1808,

4) P. Ehreafest, Ann. d. Phya. 23. p. 204, 1807.

5) A. Einstein, Ann, d. Phye. 23. p. 208. 1807.

§) M. Born, Ann. d. Phys. 30. p. 1. 1909.



Zur Dynamik der Relativitiistheorie. 525

weil -sonst — im Widerspruch mit der Erfahrung — 3zu einer
longitadinalen Beschlennigung aunch eine transversale Kom-
ponente der Kraft gehdrte.

Eng damit zusammen hingt die Theorie des Trouton-
Nobleschén Versuches. Nach der Elektronentheorie erfibrt
ein gleichformig bewegter, geladener Kondensator von den
elektromagnetischen Kriften ein Drehmoment. Trouton und
Noble!} versuchten dies an einem bifilar aufgehiingten Konden-
sator als Folge der Erdbewegung nachzuweizen, konnten aber
keine Drebung desselben aus der Ruhelage finden. Die
Relativititstheorie vermag dies KErgebnis natfirlich sehr einfach
dsdurch zu erkliren, daB die HKrde, relativ zu welcher der
Kondensator ruht, ein berechtigtes Bezugssystem ist. Wie
aber gestaltet sich die Theorie, wenn man ein anderes Bezugs-
system wihit? Das elektromagnetische Drehmoment ist auch
. nach der Relativitiitstheorie vorhanden. Warnm tritt dennoch
keine Drehung auf?

Eine Antwort darauf gibt H. A. Lorentz? Im mit-
bewegten System werden die elektrostatischen Krifte auf-
gehoben duorch die molekulare Kohision, sonst wire ja der
Kondensator nicht im Gleichgewicht. An jedem Punkt ist
also die Resultante aus der elektrischen und den Molekular-
kraften Null. Transformieren sich beide Arten von Kriften
in der gleichen Weise auf andere Bezugssysteme, so bleibt
diese Resultante in allen Systemen Null und zu einer Drehung
liegt keine Ursache vor. So unzweifelhaft diese Antwort das
Richtige trifft, so befriedigt sie doch insofern nicht ganz, als
gie auf die Molekulartheorie Bezug nimmt, mit der das Problem
an sich nichts zu tun hat.

Schon bei der Newtonschen Mechanik ist oft dargelegt
worden?), daB es folgerichtiger ist, die Dynamik der Kontinua
der des Massenpunktes voranzustellen. Mir scheint in den
beiden genannten Problemen ein Hinweis darauf zu liegen,
daB in der Relativitdtstheorie die Vorziige des genannten
Weges vor dem umgekehrten, die Dynamik der Kontinua

1) Fr.T.Trouton u. H. R. Noble, Proc. Roy. Soc. 72, p. 132. 1903.
2) H. A. Lorentz, Proc. Amaterdam 1904, p. 805.
8) Vgl. z. B. G, Hamel, Mathem. Ann. 66, p. 350. 1908,
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aus der des Massenpunktes abzuleiten, noch weit grofer sind,
als in der alten Theorie. Wir wollen deshalb im folgenden
den Begriff der elastischen Spannungen in seinem Zusammen-
hang mit dem Impuls und der Energie untersuchen.’)

Vorbemerkungen.,

In der klassischen Elastizitatstheorie bilden die Spannungen
einen Tensor symmetrischen p, d. h. die Grdben -

p T L 1’ zy! 2’5! ¥

p yr! I’ Yy ? p ye '’

j’“l pi"l‘ p T Il
zwischen denen die drei Beziehungen p,, =P, bestehen, réchnen
sich bei einer Drehung des Achsenkreuzes z, y, z um, wie die
Quadrate (z* usw.) und die Produkte (ry uaw.) aus den Koordi-
naten. In der Relativititstheorie €illt sundchst die Bymmetrie-

eigonschaft fort. - Wir gelangen so zum Begriff des unsymme-
trischen Tensors, fir welchen bei der durch das Schema

1“, yl : zl
L a," g, | ﬂ;m
—y o, ] a,™ a,™
- ﬂlim - a,® | 2,

ausgedrickten Drehung die folgenden Transformationsformeln
gelten sollen:
bz = almt by T "I"‘Ilnlm‘I t!‘!l" T Ilﬂlﬂ:ﬁt t;._’
+aPa ¥ty +trg) + 0 0+ 6)
+ ﬂltli all‘]‘ {tﬂrrr + t_y.rzr} y
ty: = azmaam tﬂ, s+ a:l" ﬂ’t:} t’,!, 3 aa:m “sm f':’;’
_]_ ﬂi{m aa{ﬂ} t!,., 1- alm aal.’ﬂ} t',’, + a’mﬂam t:'m'

(1) g (9 (0 g (B (B g Mg
+ ayVa, Pl + @y ety + a7 8y ¢, UBW.

1) Die gleichen Betrachtungen finden sich in etwas anderer Form
in moiner demndchst erscheinenden Schrift ,Dws Relativititsprinzip®

Braunschweig 1911.
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Man bestitigt darap, ‘daB man aus £ und einem beliebigen
Vektor ¥ ein Vektorprodukt [¥ £] bilden kann, dessen Definition
lantet: 1

M, =92, +U 2L + Nt , ke=xpy.

Bekanntlich kann man die Operationen
0 ad a

bz ' 9z’ 8=
b
als Komponenten eines symbolischen Vektors auffassen, dessen

Vektorprodukt mit & wir als die Divergenz von ¢ (biv ¥ be-
zeichnen; seine Komponenten sind nach dem Schema

- : — 01z, o, _‘?f!'!. —
' hm"t__a;_i_'ﬁy -+ ax-'t fi—-.r,_;f,z

zu bilden.

Ein unsymmetrischer Tensor ist z. B, das Tensorprodukt
[[ADB]] avs zwei Vektoren % und B. Seine Komponenten sind

[ ﬁ]]jit = Hjﬂur hek=23 21

-Ein nach dem Relativitatsprinzip berechtigtes Baum—Zeit-
Systom neunen wir K; mehrere derartige unterscheiden wir
durch angebingte Indizes (X', K%  Der Ubergang von K
gu X’ (Lorentztransformation) stellen wir nack Minkowski?)
als imaginire Drehung des vierdimensionalen Achsenkreuzes
2,9, 2,1 dar ({ = ict); d. h. durch das Schema:

1
1 ' y, ‘ 2 r
(1) L (B (1} {1}
x ! %, Wy g ¢,
1 (8 (B (3 (2
¥y ! & L g &g o,
| )
! (3] (3 (3 (D
bl ﬂb‘l ﬂﬂ | ﬂ'.'a r 4 &
(4} 4 4 (4

Dabei gendgen die Koeffizienten &, den bekannten Realitits-
und Orthogonalitiitsbedingungen.

1) W, Voigt, G&ttinger Nachr. 1804. p. 485,
2) H. Minkowski, Gottinger Nachr. 1808. p. L.
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Ferner ist bekannt!), daB sich die Begriffe des Vektors
und Tensors auf das Vierdimensionale iibertragen lassen. Ein
Vierervektor # — den Sechservektor brauchen wir mm folgen-
den nicht — hat den Richtungssinn einer gerichteten Strecke;
d. h. seine vier Kompenenten ¥, F, F,, F, transformieren
sich bei der Lorentztransformation wie die entsprechenden
Koordinaten. Unter einem Welttensor aber verstehen wir die
Gesamtheit der 16 Komponenten 7', (j, & = z, y, 2, {), welche
sichk dabei umrechnen, wie die Quadrate und Produkte aus
z, y, z, . Zwischen ihnen bestehen stots die sechs Symmetrie-
beziehungen 7, = I,,. Analog wie beim Tensor p in drei
Dimensionen die Divergenz bdivp ein Raumvektor, so ist hier
die Divergenz div{ ein Vierervektor mit den Komponenten

afﬁ;_- af‘fl I aﬂr B aTﬁI

oz T ey T ax al '

ert?kT=

kh==z,y, 2, 1.

§ 1. Die Transformation der Kraft;
Energie- und Impulasata,

Aus den Untersuchungen von Minkowski, Sommerfeld
und Abraham?® entnehmen wir, daB sich die auf die Volum-
einheit bezogene ponderomotorische Kraft (Kraftdichte) der
Elektrodynamik § zu einem Vierervektor 7 erginzen liBt,
wenn man zu den drei riumlichen Komponenten ¥, = §, usw,
als vierte Komponente F, =ifc{q®) hinzunimmt, wo q die
Geschwindigkeit des Angrifispunktes von §, somit (q@) die
Arbeit pro Volumen- und Zeiteinheit bedeutet.’) Ferner ist
von denselben Autoren ausgefiihrt worden, daB die so definierte
Viererkraft ¥ mit einem Welttensor T in der Beziehung

(1) Fe—AdivT

1) A. Sommerfeld, Aon. d. Phys. 82. p. 749; 33. p. 649. 1910,

2} M. Abraham, Rendicenti del Circolo Matematica di Palermo
30. p. 1910.

8) In der Elektrodynamik der pouderablen Kérper ist

]
F-?((Qﬁ'}'I‘ Q)!

wo ( die pro Volumen- und Zeiteinbeit erseugte Joulesche Wirme
bedeutet.
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steit, wobei die Komponenten von 7' einfache physikalische
Bedeutungen haben. Die neun Komponenten niimlich, bei
denen 7 nicht als Index auftritt, geben den dreidimensionalen
Tensor p der Ma:wall_suha]:l Spamnangen an (I}, = p,,,
Jy k= 2z, 9, 2); — T, ist die Dichte # der elektromagnetischen
Energie und die sechs iibrigen Komponenten stehen mit der
Impulsdichte gund dem Enefgiestrom (Poyntingachen Vektor)&:
in dem Zusammenhang

(La) I,=+8,, T;—icg, usw.

In der Tat enthilt bei dieser Deutung vonr 7' Gleichung (1),
angewandt auf die riumlichen Komponenten, den Impulssatz:

{2) 8 =—)ivp —q,
angewandt auf die zeitliche Komponente aber den Energiesatz:

(8) 4% = — divs — #.

Sie verbindet beide In einer gegen die Lorentztransformation
invarianten Form.

Planck und Einstein haben nun schon ausgesprochen,
daB sich alle ponderomotorischen Krifte bei der Lorentz-
transformation in der gleichen Weiss nmrechnen miissen, wie
in der Klektrodynamik. KEs muB somit in allen Gebieten der
Physik moglich sein, die Krafidichte mit ihrer Leistang zu
giner Viererkraft zusammenzufassen, HKs gibt nun zu jeder
alg Funktion der Weltpunkte vorgeschriebenen Viererkraft ¥
unendlich viele Welttensoren, die mit ihr in der Beziehung (1)

Fe— 4107

stehen. Wir nehmen an, daB es in jedem Gebiete der Physik -
einen unter diesen Welitensoren gibf, dessen Komponenten
die entsprechende Bedeutung haben, wie die Komponenten
des erwihnten elektromagnetischen Tensors; d. h. daB zum
Beispiel auch in der Dynamik die Energiedichte durch — T},
die Impulsdichte und der Energiestrom nach (la} durch die
T,— T, usw. angesehen wird, whhrend die 7 mit den
elastischen Spannungen in Zusammenhang stehen. Willklirlich
Annalen der Physik. IV. Felge. 34, 34
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kann dabei scheinen, daB wir den Tensor T als symmetriech
vorausasetzen; denn auch die Divergenz eines unsymmetrischen
Welttensors wire ein Vierervektor. Doch 1aBt sich gerade-
dieser Teil der Annahme spiter begriinden (vgl. § 4} Ihe

wichtigste physikalische Folgerung aus den Symmetriebe-
ziehungen
T=I=T!m’ yl=TIy’ T=I=I:‘.s

ist das Gesetz von der Trigheit der Energie, welches wir
aus (1a) sogleich in seiner allgemeinsten Hassung’)

(31) g = ;T &
finden.

Zwecks Deutung der Viererkraft ist zu beachten, dad bei
rein elektromagnetischen Vorgingen keine ponderomotorische
Kraft § aufiritt, weil ja sonst notwendigerweise andersartige
Vorgiange als Folge davon aufireten milssen. Ks ist also
auch die Viererkraft

F=-—-ﬁiﬂT=0.

Gleichung (2) sagt dann aus, daB sich die elektromagnetische
Spapnkraft — divp und die elektromagnetische Trigheits-
kraft —§ im Gleichgewicht halten. Ebenso werden wir ber
rein dynamischen Vorgingen die dynamische Viererkraft Null
2u setzen haben. “Sagt doch auch die Newtonsche Dynamik —
am deutlichsten vielleicht im d'Alembertschen Prinzip —
aus, daB die Trigheitskraft, die sich der Vergriferung des
mechaniachen Impulses widersetzt, die von den elastischen
Spannungen ausgelbte Kraft — andere Kriifte gibt es in der
reinen Dynamik iiberbaupt nicht — gerade kompensiert. Man
hat so als die, den Impuis- und Energiesatz umfassende, gegen
die Lorentztransformation invariante Graundgleichung der Dyna-

mik die Bezichung
(4) Poeme— AivTm=0,

wo die Komponenten von 7' die angegabana physikalische Be-
deutung haben.

1} M. Planck, Physik. Zeitschr. 9. p. 828. 1908; Verh. d. Deutsch.
Pbysik. Ges. 6. p. 728. 1808,
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Treten dynamische, elektrodynamische und sonstige Vor-
ghnge in Wechselwirkung, so tritt an die Stelle von (4), wie
msan leicht sieht, dle Beziehung

{5) SF=m—A4iv(ST) =0,

Die Summation ist itber alle Viererkrifte, die dynamische,
elektrodynamische usw., bzw. itber alle Welttensoren aus-

zufiihren.

8 2. Die Tranaformation von Impuls, Energie und Spannungen.,

Die Transformationsformeln filr den Impuls, die Energie-
dichte und die Spannungen p beim Ubergang von einem be-
rechtigten Bezugssystem X zun einem anderen X’ ist durch
die Zuriickfithrung aof die Komponenten des Welttensors 7
eindeutig bestimmt, Wir wollen sie aber nicht fiir die all-
.gemeinste Lorentztransformation hinschreiben, sondern voraus-
setzen, daB die riumlichen Achsenkreuze =z, y, z in K und
z',y’,  in X’ einander parallel sind, und daf die Geschwindig-
keit v, welche X’ gegen X hat, in der Richtung der z-Achse
liegt. In diesem Fall lautet die Lorentztransformation:

.L___ﬂ:+zﬁi’ y=y, z=2, lf__a!-i—z{f?ﬂ::

Vi - g V1= g%
p-t.

Transformiert man die Komponenten von 7' wie x® usw., so

findet man, indem man an ihrer Stelle nach § 1 (vgl (1a)
und {3a)) #, g, © und p einfibrt, die folgenden Formeln

: (v + 2} g. + o (P, + W’}
e = _@:_ E!—l!'
1 *gy + 2Py
g — ot @F ﬂV[:_'-—ﬂi ¥
W W +ﬂ’Pu-:-Ewg,,
(6) ' L-p

r ,

Pyy=Dyy: Dy, =Dy
P+ 20g + B W

p:m = 1 — ﬂi '
_ Py + o8
pzy = V.l.—_.._B_E-— '

34*
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Die hier nicht hingeschriebenen Formeln ftr g,. p,,, P,,: P,,
und p, findet man durch Vertauschung der Index y mit z
an den passenden Stellen. '

Die wichtigste Frage ist nun, welche Jnergiearten wir
hier zur Dichte ¥ zusammenfassen wollen. Die Antwort lzutet:
Alle diejenigen, welche in einem berechtigten System, dem
Ruhsystem K°%), keine Strémung zeigen, daher auch keinen
Impuls ergeben. Daza gehdren Warme %), chemische, elastische
Energie, innere Energie der Atome und viaelleicht noch neue, un-
bekannte Energiearten. Elektromagnetische Energie ist im sll-
gemeinen auszuachlieBen, weil sie auch im Rubsystem K strdmen -
kann. - Tut sie dies in einem speziellen Fall nicht, so kann
sie auch durchaus in # mit einbezogen werden; der Tensor P
umfaBt dapn neben den elastischen auch die Maxwellschen
Spannungen, der Vektor g neben dem mechanischen den elektro-
magnetischen Impuis.

Qetzen wir nun an die Stelle des Systems X' das Rub-
system, so vereinfachen sich die Formeln {6) wegen g8 =90 in
der folgenden Art:

q . 7
! —_ T Wn \ —_ a .
g % — gt (I '.'I:':l!+ ) gy a Vﬂl_qi p’!’
- et Wotq' p.'s T * o
(7) y = A—qt Pyy=Pyy Py = Py
f:! ﬂ';ﬂ:-:'i‘ql n?ﬂ o
j = - " Sl | = -- Coem et ¢ ]
\III el—q" pﬂ!‘ Vﬂ!'—q: p“’.‘l

Hier ist v durch ¢ ersetzt, da q die Geschwindigkeit des
Korpers im System K bedeutet. Wir kbnnen die (leichungen
fir # und g auch vektoriell schreiben wie folgt:

, 2 1
W= — (W“+;,~(q[qp“])),

t'.-'-i _q'l

B) ¢ g= u‘:l-qi {H"“+ ;,. (‘1 [qpﬂ])}

| +¢VI=:'_ qi{[qp“] =g (0 [a?"D}:

1) Es wird hier nur vorausgesetzt, daB die unmittelbarate Um-
gebung des betrachteten materiellen Punktea in K° ruht. Erst spiiter,
bei. der Integration, welche zu den Formeln (8a) bzw. (10) filhrt, wuf
der ganze Korper als in K° rubend avgesehen werden,

2) Wir denken stets an gleichférmig temperierte Kirper, sehen
infolgedessen von der Wirmeleitung ab.
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Man beweist dies leicht, indem man die z-Achse als parallel
zu q aonimmt; das Vektorprodukt [qp°] erhilt dann die
Komponenten

[qpu]ﬂ = quug:! [qpﬂ]y ad ?ptuyl

80 daB man die Formeln unter (7) wieder erhilt. Die (Hlei-
chungen (8) enthalten in der allgemeinsten Weise die Zuriick-
fihrung der Energie und des Impulses auf die Geschwindig-
keit und den durch #° und p°® bestimmten inneren Zustand -
des Korpers.' Besonders muB hervorgehoben werden, daB der
zweite Summand in der Gleichung fiir g einen zu q senk-
rechten Vektor darstellt; sein skalares Produkt mit q ist nim-
lich Null. Die Impulsdichte setzt sich somit ans einer zu q
parallelen, zu ¢/c?—¢? proportionalen, und aus einer zu q senk-
rechten, zu ¢/c}e?—g¢* proportionalen Komponente zusammen.
Die letztere veschwindet nur dann, wenn die Geschwindig-
keit q in einer der Achsenrichtungen des Ellipsoids der Ruh.-
spannungen p° liegt; denn wihlen wir eine davon als z-Achse
und ist q parallel zu x, 80 wird [q p'] = q,p.°,, also parallel za g.
Integrieren wir die Gleichungen (8) ttber das Volumen
y— pe¥i=o

&

eines Korpers, in welchem die (Geschwindigkeit raumlich kon-
stant 1st, so finden wir fiir seine Energie

E=[War= V'-”Z;l'*"f#'wﬂ,

und seinen Impuls

_ Ver— g
G= [gar-=V"~ faare
die Beziehungen

B LBt L (L, rp0dr)),

Vet — gt
1 1 0
(ﬁﬁ-} 1 0= ;'}J’;"-_._;! {ﬁu‘l" g (a(q, S P°dV J)}

+ ([0S POdP — p (6 p0a7)).

E*® it dabei die Ruhenergie, f p“‘d 7° wie p°selbst ein sym-
metrischer Tensor.
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Wird der Korper adiabatisch isopieistisch {d. h. bei kon-
stantem Z° und »° beschleunigt, und zwar in longitudinaler
Richtung, so hegt nach (8a) die Impulszunahme im allgemeinen
keineswegs in der gemeinsamen Richtung von Geschwindigkeit
ucd Beschleunigung. Vielmebr ist ihre transversale Kompo-
nente gleich

: '5? {[fl fpﬂ d;m} - ';f (q [L‘I fp{} {{Vﬂ]) }’

und verschwindet durchaus nicht im Grenzfall ¢ =0. Schon
an diesem Beispiel erkennt man, daB in diesem Grenzfall
keineswegs allgemein die Newtlonsche Dynamik gilt.

Dies zuniéchst vielleicht verwunderliche Verhalten wird
im Sinne des Satzes von der Trigheit der Energie (3a) leicht
veratindlich, Der erste Summand in der Gleichung (¥) fur g,

ﬂt-_‘f_ . #9, stellt den Konvektionsstrom der Knmergie dar, die
anderen den auch in der klassischen Elagtizititstheorie be-
kannten Energiestrom bei der Bewegung gespannter Kdorper.
Daf der letztere keineswegs die Richtung der (Geschwindig-
keit zu baben braucht, sondern auch senkrecht auf ibr stehen
kann, zeigt besonders anschaulich das Beispiel einer rotieren-
den, tordierten Welle, bei welcher die Energieiibertragnng in
einer zur Rotationsachse parallelen Richtung erfoigt.

Wesentlich vereinfachen sich die Gleichungen, wenn die
Spannungen p° einen allseitig gleichen Druck p® bilden. Dann
wird nach (8)

_,'I Tr{.r'ﬂ__i_ T 0 .
{9) W='F—&s_'£—p! ﬂ=;,i_—f'%i(”’“+}’°)'

Ist auBer ¢ auch der Druck p® riumlich konstant, so folgen
aus {8a) die Planckschen (leichungen?):

10) E= CEITPVY g 8 (pog pop0),
(10) R ® ﬂyﬂ,_q,( +p° 7"

% 8. Die absoluten und die relativen (elastischen) Spannungen.

Die Grundgleichung (4) sagt, auf die raumlichen Kompo-
nenten angewendet, aus, dab

(11) g =— bivp

- —,—m—

1) M. Planck, Aun. d. Phys. 26, p. 1. 1908, Gleichung (43) u. (48).
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ist. g 18t der Differentialquotient van g nach ¢, gebildet fiir
emen 1m Raume festen Punkt, d. h. bei konstanten z, v, =.
Deswegen ist p nicht der Tensor der elastischen Spannungen,
denn diese miissen wis in der bisherigen Theorie mit der Ver-
inderung des Impulses eines bestimmten Kérperelementes &%
in Zusammenhang stehen. Bezeichnen wir diese Verinderung
fiir das Zeitintervall d¢ mit g &7 d¢, so gelten bekanntlich die
Beziehungen )

8, =g, + ;ﬂ,‘;_ (8,0, + ;s; 8.9, + -;;(gz q)
usw., oder vektoriell geschrieben (vgl. die ,Vorbemerkungen<)
(11a) g =9+ bdiv[[gq]].
Fibren wir nun den unsymmetrischen Tensor

(12) t=p —[[ga]]
ein, so findet man aus (11) und (11a)
(13) g=—>di?,

Durch diese Gleichung erweist sich der Tensor ¢ als der Tensor
der elastischen Spannungen.” Denn infegriert man {13) tiber
einen endlichen Korper, so folgt fiir dessen Impulsindernng

o &
(138) . =frnd¢

{do Oberflichenelement, n dessen Normale), wo die Kompo-
nenten des Vektors t, nach dem Schema

(14 ba=1F,008n2 4 cosny+ £ cosnz

zu bilden sind. Links steht in (13a) die Impulszunahme des
Korpers, also ist das Oberflichenintegral rechts die Kraft,
welche die Spannungen auf ihn ausiiben, d. h. t de die auf do
wirkende Kraft, |

Aus ({12) und den unter (7) angegebenen Transformations-
formeln flir » und g findet man leicht die folgenden fiir ¢:

— LU —_— n — n
t::::_' xx? tyy"" ¥y ti"_pl'"

(15)

¢ i _ Vﬂi - qi
txy A Vﬂi-:;qi_p“ gt Gy = o Py
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Dabei ist aber, im Gegensatz zu (8), q als zu x parallel voraus-
gesetzt, Ist der innere Spannungszusiand ein allseitig gieicher
Druck p° so wird

p::u:c =py'y =.j}:= =P°: p;y =p;: =p:n:: =0.
Nach (15) gelten dann genau dieselben Beziehungen fiir den
Tensor . Der allseitig gleiche relative Druek
p=p

ist somit eine Invariante der Lorentztransformation (Planck)

DaB nicht die absolaten Spannungen p, sondern die rela-
tiven ¢ als elastische Spannungen zu beszeichnen sind, zeigt
sich auch in den Transformationsformeln (15) und (7). Die
t, hingen nimlich aufer mit q nur mit den Ruhspannungen
P;, die p,, dagegen auBerdem noch mit #° zusammen. Die
letzteren anderten also ihren Wert und ihre Bedeutung, wenn
man von #° etwa die Wirme absonderte, wie das bei Beriick-
sichtigung der Wirmeleitung notwendig wiirde, die ersteren
dagegen nicht.

& 4, Der Flichensatz.

In der bisherigen Elastizitiitstheorie steht die Symmetrie
des Spannungstensors in engstem Zusammenbang mit dem
sogenannten Flichensatz, welcher die KErhaltung des Dreh:
impulses ausspricht. Wollen wir hier fiir die Unsymmetrie
des Tensors £ den tieferen Grund suchen, se mflissen wir infolge:
dessen zunichst diesen Satz in die Relativititstheorie iiber-
tragen.

Wie in der bisherigen Theorie definieren wir ala den
Drehimpuls, welcher in einem bestimmten riumlichen Bereich
enthalten ist, das Integral

(186) 8= [[rg)ds,

erstreckt iiber diesen Bereich; v ist der Radiusvektor, der
von einem beliebigen festen Punkte nach d8 weist, Fragen
wir nach der Verinderung von & mit der Zeit, so ist bei der
Diffarentiation die Oberfliche des Bereichs als unverinderlich
zu betrachten. Infolgedessen ist mach (11)

(7 -‘;%=f[tg]d8=—f[rbihp]d8=f[rpn]d¢r,
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wo p, der Vekfor mit den Komponenten I

(17a) p,,=p,  cos(nz) + p_ ,co8{ny) 4 p_ cos(nz) usw.
ist.

Nun aber fragen wir nach dem Drehimpuls eines materiellen
Volumelementes d 7 er ist |

(tgldV = [r, gd 7];

berechnen wir aber hier den Differentialquotienten nach der
Zeit, so ist zu beriicksichtigen, daB sich nicht nur g, sondern.
auch 47 nach GrdBe und Lage, also auch der Vektor v iindert.
Nehmen wir den Impuls g4 7 als konstant an, so ist dieser
Differentialquotient offenbar gleich

(5, 0dV] ={q,9dV],

da ¢t =q ist. Im allgemeinen aber tritt noch als Summand
binzu

/) : .
[r,;;—,[gdi’}] = [ra]d7.
Bei einem bewegten Kérper ist infolgedessen nach (13)

(18) ij-f—=fl[tg] + [qa}lf-”’=f{— [z, 0 ¢] + [q g]}d 7.

Den ersten Teil des rechis stehenden Raumintegrales kann
man nun durch partielle Integration umformen und findet so:

—f[r,bint];d7=f[rtn]ada + (6, =227,
daher unter Berficksichtigung von (12), wonach
by — b, =0,9.—9,0,=—[q4|
-f[rbin:]dr=f[rt,]dn-—f[qgjdr.
Setzt man nun diesen Wert ein, so folgt aus (18)
(19) 5 = [Irt]da.

Das rechts stehende Flachenintegral ist das von der Umgebung
auf den Korper ausgeiibte Drehmoment, da t do¢ auf ds
wirkende Kraft ist. Berechnen wir umgekehrt das Dreh-

18t
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moment, welches der Kérper aunf seine Umgebung ausiibt, so
finden wir wiederum j{rt ]do, nur hat jetzt die Normale »
die entgegengesetzte Richtung wie frither, infolgedessen ist t,
und ebenso S[rt ]do, den fritheren Werten entgegengesetat
gleich. Wirkt auf die Umgebung nicht noch ein anderes Dreh-
moment als das berechnete, so gilt far die Anderung ihres
Drehimpulses 8¢ die Beziehung

d fa AR
de T Tde ]
also
(20) 2 + Q¢ = const.

Der Flichensatz gilt somit auch in der Relativitatstheorie.
Dies 1aBt sich natiirlick auch aus (17) schlieBen.

Wenden wir Gleichung (19) auf eip infinitesimales materielles
Parallelepiped an, zu dessen Kanten parallel wir die Koordi-
natenachsen legen, so schlieBt die bisberige Theorie wie folgt:
g ist parallel zu q, also [7q] =0 und nach (18

%l— = [, ﬂ] dF.
Da wir den Anfangspunkt von r ins Volumen d4¥ hinein ver-
legen diirfen, so wird [vg]d¥ (16} beim Grenziibergang von
héherer Ordnung klein wie d7. Das Drehmoment firt }des
wird aber in seiner z-Komponente gleich (¢, — ¢, )d /. Infolge-
dessen mub ¢, =2, usw. sein. In der Relativitiitstheorie 16t zwar
auch [rg]d’ im Limes zu verpachliissigen, aber deswegen

wird pach (18)

da -
q_df_ = [q g] d P?

t,—t, =g, t-1°N
in Ubereinstimmung mit (12). Der Spannungstensor t ist aus
dem Grunde unsymmetrisch, daf ein gespannies Korperelement
cines Drehmomentes zur dufrechterhaliung seiner Geschwindigheit
bedarf. .

Im Rulisystem X° muB wegen des Flichensatzes der
Tensor p° symmetrisch sein; zugleich ist in K° die Impuls-
dichte g° und der Energiestrom &° Null. Infolgedessen gelten
in X° (vgl. (1a)) die Symmetriegleichungen
T =T, (k=12%y" 2% 1.

algo
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Damit aber isft die Symmetrie des Welttensors 7' {iberhaupt
bewiesen; es miissen in jedem System die entsprechenden
Symmetriegleichungen bestehen.

Bei nicht rein dynamischen Vorgingen, bel welchen an
die Stelle von Gleichung (4) die Gleichung (5)

SF = dip(2T) =0
tritt, schlieBen wir in Analogie zu (11), dab
| 29 =—Dtnp

die den Impulssatz enthaltende (Gleichung ist. Definieren wir
dann den gesamten Drehimpuls

= =f[r, Xglds,

so wird in Analogie zu (17)

d ~
ﬁEﬁ=I[I‘, }dpﬂ]df]—-

Daraus folgt wie oben der Satz von der Erhaltung des Dreh-
impulses (8 + 22) = const. Die Summationen sind hier wie
iber alle Impuisarten (der mechanischen, elektromagnetischen
usw.), so auch iiber alle Arten von Spannungen (mechanische,
Maxwellsche) und fiber alle Drehimpulse zu erstreckef, Der
Flichensatz erhilt so eine itber die Dynamik hinausreichende.,
fir die gesamte Physik giltige Bedeutung.

8 5. Volistindiges statisches Bystem.

Wie in § 2 aus Gleichung (8) und (8a) hervorging, ist die
Dynamik der Relativititstheorie im allgemeinen ziemlich ver-
wickelt, Die Verhiltnizsse gestalten sich aber wieder einfach
bei eimem vollstindigen statischen System. - Wir verstehen
darunter ein solches, wmelches in irgend einem berechtigten
Bezugssystem K° im statischen Gleichgewicht ist, ohne mit
anderen KOrpern in Wechselwirkung zu stehenl); also etwa

1) Statt dieser Bedingung k3nnte man ohne wesentliche Andernng
such die einfibren, 3aB die Umgebung einen sllseitig gleichen Druck
ausfiben soll. Dann mﬁﬂten an die Stelle von (22} die Gileichungen (10)
treten, wihrend (21) abzuiindern wfre in

‘fp‘dF‘=-;p'F'.
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sin elekirostatisches Feld mit EinschluB sller Ladungsiriger.?)
In ibm ist die Impulsdichte, bezoger auf das Ruhsystem,
iilberall Null und seine Knergie bhaftet fest an ihrem Ort. In
jedems anderen Bezugssystem X macht die gesamie Knergie,
einschlieBlich der etwa vorhandemen elektromagmetischen, .die
Bewegung mit. Infolgedessen k3npenr wir in der Formeln (83)
unter E° die gesamte Energie, unter @& den gesamten Impuis
und unter p° die Summe aus den elastischen und den Max-
wellschen Spannungen. verstehen.

Wir betrachten zunichst den Zustand in K% Da ¢%=0,
folgt aus {11) fir einen belisbig begrenzten Baum

(2808} - f.hin p°ds® = f p0do® = 0. .

Wir wiihlen jetzt die Begrenzung so, daB sie aus einem be-
liebigen Querschnitt des Systems und aus einer Fliche be-
steht, welche vollstindig suSerhalb des Systems verliuft. Da
nach Voraussetzung das System mit anderen Kérpern nicht -
in Wechselwirkung steht, also im Vakunm befindlich gedacht
werden kann, so ist fiir den zweifen Teil p ¢ =0, somit auch
allein fiir den Querschnitt

(20 b) f p.2da® = 0.

Nun wihlen wir als Querschnitt eine Ebene 2% = const.
Dann folgt, indem wir die Vektorgleichung (20b} auf die drei
Koordinatenrichtungen anwenden und nach (173} die Kompo-
nenten von p° durch P, P, usW. ausdricken:

fp“nst do® = fp“ﬂun:u dyn dz° = 0,

f p, 0 do° = f popdy dz =0,

fpnniﬂ dﬂ‘" =fp“ﬁ;,¢dy°dz° = 0.
1) Man kdnnte sogar noch elektrostatisch-magnetostatische Felder
annehmen, trotzdem dann &° von Null verschieden jst. Das hiitte swar
den Erfolg, da8 in (7) und (8} noch gewisse zn §° proportionale Sum-

manden auftreten. Doch wiirden diese bei der Integration ilber den
Kiérper wieder verschwinden, da

fﬂﬂdvuéf@ﬂdvuu

ist. (8s) bliecbe somit ungeiindert; desgleichen {20a), weil §°= 0 ist.
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Multiplizieren wir hier mit €% und integrieren wir iber das
ganze Volumen 7° des Systems, so finden wir

f ppdFe= [P dV = fp od Vo=

Sechs weitere Gleichungen erhalten wir, wenn wir eine Kbene
y" = const. oder z° = const. als Querschnitt wiihlen. Sie alle
lassen sich in die Tensorgleichung

21) f POV =0
zusammenfassen.
Fir ein vollstindiges statisches System gehen somit die
Gleichungen (8a) iiber in;
22 E= _° _E% &= _ 0 ._B°
22 | | ZE cVer =g
d. h. ein vollstindiges statisches System verhilt sich bei gleich-
férmiger Bewegung wie ein Massenpunkt von der Ruhmasse

mnngt-

c!

Dasselbe gilt aber auch fiir quasistationfire (adiabatisch iso.
pizistische) Beschleurigungi denn 31§ Quasistationidr bezeichnet
man sie, wenn der innere Zustand (E° p% dabei micht merk-
lich gedindert wird. Wie das System also auch beschaffen sein
mag, immer ist seine longitudinale Masse

aG _  etm

m = dg ]_/[,: _ qéﬁ' g
selne transversale
2, cm?
m= = g T TF Vt’ " E “u {‘
q Vet — q e ¢

ie Grenzfall 4 =0 gehorcht es der Newtonschen Mechanik.

Ein solches System bildet z. B. das Elektron mit seinem
Felde; wie ¢s auch geformt sein muag, es muB bei quagi~
stationlirer Bewegung der Dynamik des Massenpunkies ge-
horchen, so0 daB man Aus Versuchen dieser Art nie einen
RickschluB ziehen kann auf seine Form, seine Ladungs-
verteilung und anch nicht darauf, ob es neben seinem elektro-
magneiischen Impuls noch einen anderen hat. So hatte
Einstein die Ehrenfestsche Frage tatsiichlick richtig beant-
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wortet. DaB Born sich gezwangen sah, Kugelsymmetrie¢ an-
zunehmen, liegt daran, daB er nicht an den mechanischen
Impuls des Elektrons dachte, welcher nur bei bestimmten
Annahmen iiber die Form und Ladungsverteilnng Nuli ge-
setzt werden kann, z. B. weon man Kugelsymmetrie voraus-
setzt; aber nicht allgemein. Denn im Flektron herrschen
neben den elektromagnetischen Spannungen notwendigerweise
andersartige!) (die man vorliufig ruhig als elastische bezeichnen
darf), und diese werden nach (8a) dem mechanischen Impuls
im allgemeinen eine transversale Komponente verschaffen,
welche nicht wie die longitudinale Komponente durch eine
passende Wahl von E® zu Null gemacht werden kann. DBei
Kugelsymmetrie fallt die transversale Xomponente natiir-
lich fort.

Ein vollstindiges statisches System ist ferner der Kondaen-
Ebensowenig wie ein Massenpunkt bedarf das ganze System
bei gleichférmiger (Geschwindigkeit eines Drehmomentes. Das
Drehmoment, weiches die elektromagnetischen Kriifte auf den
Kondensator selbst ausiiben, 1st gerade dasjenige, dessen dieser
als elastisch gespannter Korperinach £ 4 bedarf Weder der
elektromagnetische Impuls des Feldes, noch der mechanische
Impuls des Korpers haben in diesem Fall die Richtung der
Geschwindigkeit, wohl aber der aus beiden zusammengesetzte
Gesamtimpuls, wie aus (22} bervorgeht.

1) H. Poincaré, Rendiconti del circolo matematico di Palermo 21.
p. 125, 18086,

(Eingegangen 30. April 1911.)



