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Die Elektrodynamik des rotierenden Elekirons.
Von J, Frenkell) in Leningrad.
(Eingegangen am 2.Mal 1926.)

Die Thienheck-Gondsmitsche Anffassung des roiierenden Elektrons wird nach
Thomas mittels der speziellen Relativititstheorie zur Aufsteliung der Bewegnrgs-

gleichungen in eincm gegebenen elektromagnetischen Felde benutzt. Dabei wird
das Elektron einfach als ein Punki behandelt, mit welchem ein seine magnetischen
Kigenschalten bestimmender Hechservektor (,Momenttensor*} werkniiptt ist. Aul
diese Weise gelingt ¢s, die schon von Thomas gegebene Erklirong des Ursprungs
des ahomalen Zecmaneffektes anf cine strengere Weise festznstellen und zn
vervollstindigen. Zum Schlnl wird das durch ein _rotierendes* Elektiron erzeuyte
elektromagnetische Feld hestimmt nod die Tatsache angedentet, daB die Struktor
der Atomkerne hanptsichlich dureh die magnetostatischen Wechselwirkungen

gwischen Elektronen nud Protonen hedingt ist.

§ 1. Einleitung. Ullenbeck und Goudsmit?) haben kiirz- -
lich die schon von II. A. Compton wvorgeschlagene Vorstellung
des rotierenden guantisierten Eiekirons mit groBtem Erfolg awf das
Problem der Multipleltstruktur der Spektralterme im optischen und
Rontgengeviet angewundt. Dabei gingen sie von der Tatsache aus, dal
i emem Koordinatensystem §, 1n dem das um den Kern kreisende
Elektron ruht, eine zusitzhiche magnetische Ieldstiirke

.
VR ——F{“@] (1)

herrscht; hier bedemtet v die Translationsgeschwindigkeit des Elektrons
beziiglich des mit dem Kern fest verbundenen Koordinatensystems S, und
€ die in bezng auf dieses System herrschende, von dem Kern erzengte
elekirische Feldstirke.

Schreibt man nun dem Elektron ein eigenes magnetisches Moment nt',
zu, so0 mud der magnefischen Feldstiirke (1) eine zusiitzliche magnetische

Energie

&

V= —m'H = m‘[E E-l {la)

entsprechen. -
Uhlenbeck und Goudsmit haben nun gezeigt, dal die Struktur
der optischen und Rbntgen-Multipletterme sich wunmittelbar erkliren

lidt, wenn man der azimutalen Quantenzahl (%), in Ubereinstimmung mit

der Liandéschen Normierung, die Werte [, 2, * usw. zuschreibt und zu

R S — i el

1y Internationg]l Edncation Board Fellow Lir 1928,
2y Natmre 117, 264, Febr. 20, 1526,
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der resultierenden ,Relativititskorrektion® fiir die Thermenergie noch den
Mittelwert der magnetischen Zusatzenergie (1a) hinzufiigt uater der An-
nahme, daf m’ gleich der Halfte des Bohrschen Magnetons ist und daB
das Verhidltnis des magnetischen anents m' zum entsprechenden mecha-

nischen Impulsmoment denselben Wert 3,.;: {a < 0 Ladung des Elek-

trons, m, Masse, ¢ Lichtgeschwindigkeit) me bel der Bahnbewegung hat.

Mit anderen Worten, das Impulsmoment der ,Eigenrotation muB dabei

I

auch gleich der Hilfte des gewdhnlichen Bolrschen Elementarwertey 5 .

gesetzt werden.

Die Vorstellung des rotierenden Elektroms ermdglicht ferner, eine
vollkommene Erklirung des anomalen Zeemaneffekts zu geben (indem
z. B. der merkwiirdige ,Paschen-Back-Effekt* der Wasserstofflinien ver-
stindlich wird), wenn der ,Atomrumpf* des bisherigen Sommerfeld-

l.and £schen Schemas durch die Eigenrotation des Elektrons ersetzt wird.

1
Dabex aber muab man unter Beibehaltung des frilheren Wertes B ;_s fiir
T

dag Impulsmoment des Elektrons seinem magnefischen Moment einen
doppelt so grofien Wert m =— 2w’ zuschreiben, der also gletch einem
ganzen Bohrschen Magneton ist. Das Verhiltnis der beiden Momente
— des magnetischen und des mechanischen — mub also gleich

R = 2)

Emﬂ

angencmmen werden, im Widerspruch mit der fritheren Annahme, die fiir
die Erklarung der Multiplettstruktur notwendig erscheint.

% 2. Die Theorie von Thomas Eine Lsung des Widerspruchs
hat Th omas!) zu geben versucht auf Grund der folgenden relativistischen
['berlegung.

Man betrachte das Elektron in 2wei nachfolgenden Zeitpunkten &' — ¢
und #* =— ¢ - d¢. Die entsprechenden ,Ruhsystemec*, die sich durch
eine Lorentztransformation ohne Drehung ans S ergeben, seien 8 und
S7.  Es liBt sich nun leicht einsehen, daB 8" direkt ams & erhalten
Wﬂ&u kann durch eine infinitesimale Lﬂrenhtrmafarmataun, die emer
frfinitesimalen relativen Geschwindigkeit dv — $dt (5 — Besthleunigimg)
anpnchifund zuglemh einer infinitesimalen Rotation der Koordi-

—

) Nature, April 10, 1926, 8. 514. Das Manuskript dieser Arbeit hat mir
freundlicherweise Dr. W. Pauli noch Ende Febraar zuginglich gemacht ond da-
durch za meiner eigenen Arbeit Veranlassung gegeben.
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natenachsen, die nach Betrag und Richtung (niherungsweise) durch den

Vektor
1 .
gegeben wird.
 1Xe zeitliche indiﬁrung des bpulsmoments des Elektrons % mul
s~

nun nach Themas nicht durch die fibliche Differcntialgleichung

d
— ] = [mf 4
() = o] )
bestimint werden, sondern durch die Gleichung

Ji
; (-1-1—1-) — [m.f:, {(4a)
WO it N x _
d' /m /e el m '
S G T S N i 41
rif(:it) nft(x) a x] (0}
die Andernngspescliwindigkeit des Vektors }E in bezug auf ein Koordi-
natensystem bedeutet, das durch eine Translationsbeschlennigung v und
eine Drehgeschwindigkeit % in der Zeit dt von § nach 8" iibergeht.
7
Setzt man fiir ¥ den Wert {2} ein und beachtet, dal (in erster An-
niherung) HZ“ 0 — & 1ist, so wivd nach (1)
‘dwm 1' | ] .
— |z =t =Tl =z mo
und felglich nach (4a)} und (4b)
| d s 1
- —) = --- '], . i
i ()= 5 m® (5)

Wir bekommen auf diese Welse eine Gleichung der ithlichen Form (4),
wenn wir anstatt des wirklichen magnetischen Moments m das schein-

hare Moment

, 1
m — Tﬂ 41|
einfihren und folglich das Verhiiltmis x durch
P K
*=3
ersetzen; dabei wird (3) zu
d s
o7 (?) == [In ] (ba)

in Ubereinstimmung mit (4).
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Wir sehen aiso, dof die zeitliche Anderung des Impulsmoments des
Elektrons vom Standpunkte der gewdhnlichen Theorie ans einer Dreb-
kraft entspricht, deren Moraent | — {m'$) gleich der Halite des wirk-
lichen Drehmoments f — [m&)’] ist. Dementisprechend mul man bei der
Betrachtung der durch diese Drenwirkung bedingien Energieinderung

: . ! : . ] .
mit einer ,scheinbaren ruagnetischen Energie 7' — — 3 (n ")

= — {m’ &'} rechnen.

Is zei hemerkt, dag die obigen Resultate sieh ani den Fall beaiehen,
dal kein echtes Magnetfcld vorbanden i1st, d. h. dall die magnetische
Feldsturke im ,Kernkoordinatensystem® 8 verschwindet, Ist diese Teld-
stirke $ von Null verschieden, so mull man die (leichung (6) durch die
folgende allzemeinere Gleichung vrsetam

d sm: [ ., . .

oy (;) = 3 (3] 4 [m o] (8)
oilar |

d s Lo e

T (;;) — [’ ] + 2{n' P].

)ie totale magnetische Tnergie drickt sich daber durch die Summe

M= — i} (M) = mH {ta)

aus.

Giegen die obige Thomassche Uberlegung lassen sich aber schwer-
wiegende Einwinde erheben.

Erstens behandeit sie das Impulsmement und das magnetische
Moment des Elektrons als iuvariante Grifen, was sicher unrichtig ist,
ds dreidimensiorale Vektoren sich bei einer Lorentztransformation in
bestimmter Weise transformieren miissen.

Zweitens bezieht sich diese Theorie ausschiieBlich auf die ,Rota-
tionshewegung® des Elektrons. s sollte daraus folgen, dall fir die
Translationsbewegung auch im Walle $ == O nicht das halbe, sondern
das volle magnetische Moment waligebend ist, nach dem tiblichen Ausdruck
fur dic treibende Kraft (i grad) . Es fehlt noch der Beweis dafiir, da
hoi Fehlen eines Auferen magnetischen Feldes die Prizessionsgeschwindig-
keiten der ,Elektronenachse® und der Bahnebene gleich sind, so dal das
resaitievende Impulsthoment nach Gréfe vnd Richtung konstant bleibt.

Im folgenden wollen wir die genauen Bewegungsgleichungen
des rotierenden* Hlekirons durch eine konsequente vierdimensionale
Umgestaltung (im Sinne der speziellen Relativititstheorie, ebenso wie bei
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Thomas) der iiblichen dreidimensionalen Gleichungen auistellen. Dabei

ergibt sich eine vollstindige Lisung desin § | angedeuteten Widerspruchs

zwischen der Erklirung der Multiplettstruktur und des Zeemaneffekts.
Es ergibt sich speziell, daf die Thomassche Gleichung {5) nicht

die wirkliche, sondern nur die gemittelte sdkulare Anderung des magne-

- . g /i
tischen Moments bestimmi, d. L. nur dann richtig wird, wenn man ge ™M

und &' durch die entsprechenden Mittelwerte ersetzt!).

§ 3. Der Momenttensor. Von irgend welchen Betrachtungen
#ber die Struktur des Elektrons werden wir von vernherein absehen und
es einfach als einen Punkt behandeln, dessen Eigenschaften durch gewissse
Skalar-, Vektors und Tensorgrifen charakterigiert werden.

Was speziell seine magnetischen Eigenschaften anbetrifft, so ist ful
ibre vollstindige Charakterisierung die Angabe des dreidimensionalen
Vektors des magnetischen Moments ni prinzipiell ungeniigend, denn ein
dreidimensionaler Vektor muB nur als der riiumliche Anteil (Projektion)
eines vierdimensionalen Vektors {,Vierervekiors®) oder anbimetmschen
Tensors {,Sechservektors*) betrachtet werden.

DYie magnetische Feldsfirke $ stellt bekanntlich den riumlichen,
Anteil des elektromagnetischen Feldtensors Fog = — Fgo (o, f = L,
92, 3, 4) dar, dessen zeitlicher Anteil die elektrische Feldatﬁrke & nach
dem Bchema -

(Fﬁs Fo, Fog ¥y, £y, Fe, ) (Ly
H, i, H, —iE, —iE, —iE
bestitamat,  Dementsprechend wollen wir das magnelische Moment des
Elektrons m als den réumlichen Anteil ecines antimetrischen Tensors
lop == — Wa, delinieren nach dem Schema |

(F“ﬂs gy Mg Fra Heo Hgq ) (1)
m,  m, wmg + Kp, + #p, | i@y ’ |
wobel p,, p,, p, die riumlicker Komponenten eines dreidimensionalen
Vektors p, der dem elektrischen Moment eines Dipols analog ist?), sind.
Diesen Vektor wolien wir ans der Bedingung bestimmen, dal er in
dem Koordinatensystem S, wo das Elektron momentan ruht, ver-
schwinden s0ll (p' = 0% Dann folgt fiir ein beliehiges Keordinateu-

t) Nach einer brieflichen Mitteilung vonm Herrm Pauli, die jch nach
Ahsehluft meiper Arbeit bekommen habe, hat Herr Thomas cin¢ Theorie derselhen
Art wie die unten dargestellte, unabhingig von mir entwickelt (Anm. bei der

Korrekiur).
1) Diese Analogie wird spiter klar zutage treten.
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system 8, In bezug auf welches das Elektron die Translationsgeschwin-
digkeit v hat, nach den bekannten Transformationsinormeln fiir die Grifen

(11) und (D)
p=|Zm]. (7)

b

Dieses Resultat kann man auch unabhlingier von den obigen Formels
folgendermaben ableiten!). Es seien z, die Kcordinaten des Elektrnns

und die mit ¢ ¢ multiplizierte Zeit {{ ¢f = z) in bezug aut das System S5,

Wir bilden aus g.g und Hy == %%, wo de — dt Y1 — ¢*fc? die Eigen-
T

zeit des Elektrons bedentet, den vierdimensionalen Vektor p,gzg (das

Summationszeichen fHir gleiche Indexpaare werden wir i1m folgenden
immer weglassen). Tm ,Ruhsystem* S’ miissen die Komponenten dieses

Vektors p,gas verschwinden, denn es ist 2 = xy == 0 und, nach
unserer Voraussetzung, gy, = Ha4 = ftg, = {). Daraug aber folgt, dul
filr jedes andere Kaordinatensystem 5 die (ilewchungen

a3 ml.q _— D, (? 3)

welche das Verschwinden des obigen Vektors aussprechen, erfiillt sind.
Setzt man fiir g, g und x5 die entsprechenden dreidimensionalen Ausdriicke
ein, 80 bekommt man fir ¢ — 1, 2, 3 die riumlichen Komponenten des
Vektors:

withrend fiir @ — 4

y gy == . (v )
V1 — v*fe?

wird. Aus dem Verschwinden des ersten Ausdrucks — d. h. aus der
Gleichung {7) — folgt unmittelbar das Verschwinden des zweiten.
Mittels der Tensorkemponenten g,s =— — ug. lassen sieh bekanntlich
die folgenden zwel invananten skalaren (Grifen bilden

I Y.
and

(Mp) =— & (g by, + gy Pas + Brsthse)
Dabei gilt wegen (7) (d. h. wegen ' =—= )

(mp)y —wm'y — 0
und
v P .
m?— pt — m? — [—'ﬂ- ttt—l == m'? (8}

1y Nack einer Bemerkang von W. Pauli.
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Die letzte G(ileichung bestimmt die Abhingigkeit des mapnetischen

Moments des Elekirons von seiner Translationsgeschwindigkeit v. Man

kann ste in die Form

—_— - F —

_ Vi — v fc?

umschreiben, wo o, die zu m senkrechte Komponente von v bedeutet;

m" == p ist der Betrag des magnetischen Moments im » Rubsystem¥.
§4. Die zeitliche Andernng des Momenttensors., Wir

fiihren nun die vierdimensiomalen GriBen ein, die der magnetischen

Energie — (M) = — m, H, und dem magnetischen Drehmoment [m D),

d. h. dem Vektor oder antimetrischen Tensor mit den Komponenten

Mg Hg — mg H,, entsprechen. Die vierdimensionale » Erweiterung® der
Energiefunktion ist offenbar der Skalar

U= — qfapFoug = — mH) — (pE). (3)
Die entsprechende ,LKrwetterung® fiir das Drehmoment ist gegeben, wie

leicht einzusehen ist, duyﬂh den antimetrischen vierdimensiopalen Tensor
(Sechservekior)

]

Tap == oy Fgy — pgy Foy (10)

mit dem rédmlichen Anteil
(Faar F51: Fig) = (mD] + [pE] (10a)

und dem zeitlichen Antei]
— i (1o fop F30) = —[mE&] + [pH] (10Db)

Das Impulsmoment des Elektrons definieren wir als den rdumlichen

Anteil des Tensors

1

. el
mit € == —.
cmy,

Die einfachste vierdimensionale +Lrweiterung der Differential-
gleichung (4) fir die zeitliche Anderung von fop wiirde dann lauten

o
_‘H_ —_— faﬁ: {11}
d. 1.
1 -
— == [mP] + [pE] (11a)
und ‘ .
L= [pp] — m €] (11b)

wo der Punki die Differentiation nach der Eigenzeit bedeutet.
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Die (zleichunzen (1] a) ungd {11b) kinnten jedoch nur in dem Falle
gimultan erfillt sein, dall die Vektoren wm und p voneinander wnabhingig
(a priori) wiren. Tatsiichlich aber muff zwischer ihnen die Beziehung (7)
bestehen, mit welcher die Gleichungen (11a), (11b) unvereinbar sind.
Es ist nun leicht die sie zusammenfassende (ileichung (11) 86 zu modi-
fizieren, dak die Bedingung (7a) erfiilllt ist. Zu diesem Zwecke fiithren
wir eipen Zzunichst unbestimmten vierdimensionalen Vekior @, ein und
bilden den invarianten Skalar

__#ﬂﬁﬂ'uﬂ:ﬁ:—-’_ __%#ﬂﬁ{ﬂﬂ:&ﬁ_ﬂﬂm‘u)r (12)
der nach (7a) identisch verschwindet., Diesen Skalar fiigen wir zu der
. Energiefunktion® U hinzu, d. h. wir crsetzen die letztere durch

rEA— A-;#ﬂﬁ{ffruﬁ + ﬂuﬂaﬁr——-ﬂﬁi?ﬁ} — -—-%pu‘g ”ﬂp. (123]
Dementsprechend ersetzen wir den Tensor 5 durch
. fop = oy ¥y — gy Foy, . (12b)
f;#rff :fmﬁ‘{‘”r(‘éﬂﬂﬁr_ﬂ}ﬁpw) (12¢)
nnd die , Bewegurgsgleichung« (11) dureh
bap __ ¢ 13
" frr.ﬁ ( J'

oder, vollstindig ausgeschriebon,

H:E = ey Py — iy Foy + 04 (Fa o5y — T 1) (13a)
Wir bestimmmen nun den Vektor a, auf die Weise, daf diese Gleichung
in Binklang mit der Beziehuny (7 a) kommt. Und zwar folgt aus (13 a),
unter Beriicksichfigung von (7 a) und der identizehen Bezichung

Lo Fg =— — €
!:l'ﬂ . 1 - ’ . T
Sl = — — ap B == puy Fpydp — y Paypip = pay Fpydn + ayeh
ader

X . |
ﬁur(‘i' "j _I"J.r,-}.ﬂ?ﬁ —I— ﬂfﬂﬁ) w ().

s ergibt sich also
1 L] LL)
thy — —5 (:h: Fﬂq:t-‘]g -— ﬂr}. (14:}

% 2
Unabhingig vor diesem Awvsdruck fiir @, bekommt man aus (13a) unter
Beritcksichtigung von {7 a)

] ] . 1 c v
o Hafllaf = Moty Fpy — taptlpy Fay = 2 papttay gy = 0,
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{wegen des antimetrischen Charakters von Fy,), d. b

d
o oy = D
oger
%F"’: 4= pped -—pﬁ — E,I,H — eonst. {_15}

Diese Forme! zeigh, daB das magnetische Moment des Elekiroms {von
einem  Ruhsystem® beurteilt) tatséchlich quantisiert werden kapn; wire
sein Retrag nicht konstant, sn kénnte von seiner Quantisierung keine
Rede sein.

e Bewegnnpsgleichungen eineg nicht magnetischen Flektrons

lanten bekanntlicl
rd E: .T L |
mu:ﬁﬂ — m‘i 11'.:1.3,
I , €
oder mit —— = ¥
iy €
L = 2 Fogxs (15a)

?E.I'Ilac:hlﬁssigt man die von dem magunetischen Moment herrithrende Kraft

im Vergleich mit der Lorentzkraft ﬂ(@ - [% Lﬁ:&]), die dem Vierervektor

E—_F'ﬂ#m*ﬁ entspricht, so wird nach (15} untl (15&)
a, ™~ 0, (15b)

'Tn dieser Nghermig, d. 1. bei Vernachlassigeng der durch die magnetische
Kraft bedingten StSrung in der Translationsbewegung des Elektrons, kann
man also seine ,Rotationshewegung®, (. h. die zeitliche Anderung des
Vektars m, durch die einfachen Gleichungen (11) oder (112) hestimmen.

. v ; .
Retzt man in {11) naen {7) p = l_-t- 'm] pin, 8¢ Wird

E:E ~ [(mD] + [[P— m] {5’]* {16)

£

Wir betrachten nun den Fall, dal das Klektron sick am den Kern in
vinemn schwachen HuBeren Magmetfeld © bewegt. Dann kann man in
einer noch groberen Niherung (anter Weglassung von in 1fe quadratischen

Ghiedern)

m. dn
o~ 8 :
& ~ T (1Ba)

setzen. Dabei nimmt das zweife (ilied auf der rechten Seite von (16)

dia Form
iy o
0w .
& [[ m]dt]

Zeitschrift Hir Physik. Bd XXXVIL 17
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an. Wir wollen nun den Mittelwert dieses Ausdrucks fir die ungestsrte
Bewegung berachnen.
Es ist (fiir die ungestorte Bewegunge!)

d 4o dy
dt L‘l Hl DJ = l_[‘ﬂ lll] E] —+— [[EF m] ‘ﬂ] — {J,
Ferner gilt die Jdentitit

[[n ] :j_:] + U"' EJ ] +- I_[g; u] m] — 0.

Daraus folgt
do I rdv o7
[[b mi r“-' — E[m Lf UJ]

nder nach (16a) und (1)

“’E “'] u] o %[m Ev]] = é[m:ﬁ';. (16D)

-

Die sikulare Anderung des Vekbors w bestimmt sich folglich in der
nbigen Nitherung aus der Gleichung

SO~ )+ i) (17)

[ies ist die korrigierte Tomassche ileichung (6).

§ 9 Ableitung der Bewegungsgleichungen aus dem Hamil-
tons¢hen Prinzip. Wir werden nun eine strengere Ableitung der
Infferentialgleichuny (18) far die ,Rotationsbewegung® des Eliktrons
anf Grund des Hamiltonschen Prinzipe anfiihren; dabei werden sich
zu glejcher Zeit die genauen Differentialgleichungen fir die Translations-
heweglung ergeben.

Wir setzen also wie gblich

] J.L dr — 0 (18)
mit den Zusafzbedingungen
2y = — (182)

!.l.n.{gﬂ.?ﬁ — (. (Igh)
Dabei schreiben wir die Lagrangesche Furktion in der Form

.ar = -lpﬁ e —F— P’F —E— F.Erg}_;gﬁ: (lg)

wo I'* die .kinetische Energie® der Rotationshewegung bedeutet.

Diese Energie betrachten wir, im Anschlul an die gewihnliche drei-
dimensionale Mechanik, als eine Funktion der .Drehgeschwindigkeit,
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die wir durch den aniimetrischen Tensor @z§ == ~— Wgq tharakierisieren
werden. Dabel setzen Wir deBinitionsweise
o 7% = F £ 8 wap (19a)

Zur Bestimmung der Variation von iy beachten wir zunichet die ent-
sprechende Operution der gewthnlichen Mechantk, Die bei einer virtuellen
infmitesimalen Rotation #1 von der magnetischen Drehkraft [m ] ge-
leistete Arbeit ist gleichk dem immeren Produkt (8w (m§3]). Andererseits
mub sie gleich der Abnahme der magnetischen Fnergie — § (— m )
= (@m £) sein. Es 1t also (Fm, H) — @w, [mH) oder Fm, H)
—= ([& w, m], ), und folglich
- dm — [§w, m].

Die entsprechende vierdimensionale Varitationsformel mull sick daraus anf
dieselbe Art ergeben, wie die Formel (10) 8us dem dreidimensionslen
Auséruck fir das Drehmoment [ D). Fiihrt man also den vierdimen-
sienalen gntimetrischen , Rotationsbensor® § 8, %tessen riumlicher Anteil
dem Vektor d v gleich ist, ein, sa wird

0 ptog 7= 0 Loy~ gy — § Dpy oy, (191)
Die Griflen §8,; (ebenso wie dw) stellen selbstverstindlich keine
exaiten Differentiale dar, d. h. e¥ gibt keine der Koordinaten 2. ent- .
sprechende , Winkelkoordinate* £, (nichtholonomes System).: Trotzdem
miissen offenbar nebst den Beziehungen ’

d
3y = = Fu (20)
dz
auch die entsprechenden Vertauschungsbezichungen fiir § 2, und d.Q,.,

— ﬁJﬂ:ﬁ T gﬂltﬁﬂ, d. h-

d
&ﬁ.?m‘-j' — E‘;‘ &.J?-‘uﬁ- | (203}
Mittels der obigen Formeln und der Relationen
L 6'\'.}?._-3 . aq}m .
4 9. dux, 8 2y, P = r:?:::},
. __0F. - aF,,,ﬁ
3.5'“]3 d%, d 1y, Fog = 4:3:1:}_.
bekommen wir
. Edq}ﬂ;_. _ E@tpm . d se ’-u'ﬂ"iﬂ‘
aL_ R P A R A LI %aa-ﬁ,) 2L 0 Qup

e I dF, ,
d‘l: Eiﬁﬂﬁﬂ)+§umﬁ 6} ﬂﬂﬂ}y+H'_1¢ﬁ-'{'ﬁ&ar#ﬂ}r‘_agﬁ?#u}'}

17*
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oder wegen g Oga F
ﬁiﬂ“ﬂ ﬁ:f:m — T
e . 1 g F
0f; = (‘EFﬂﬂmﬂ +E#ﬁr p f:)ﬁmg

L/ fba 1 .
+“7‘( x#+‘"'“?" ﬁT_f‘ﬁrFﬂy)ﬁﬂaﬂ+d—t(qun§%+Eﬁagmﬁ).

Ebenso wird, nach (ita) and (18b), bei Hinzufigung unbestimmter
Liagrangescher Multipli]-:a.tnren A und &, (cr, = 1,2 3 4

.lr,zﬁfﬂ:__aru (J,ra)+—(ﬂ.r#31)—[}

und

k : 1 : , d
g 0 {F'ﬂ pIg) = 5 ("1'-:\rﬁ taptp — 030 flo g ¥u) == dr (B tta p O 75)

— l‘ﬁ'ﬁ"ﬂ (ﬁ‘-jﬂﬂﬂ} + {ﬂ-g Tf‘g — ﬂ-ﬁ u:l (ﬂ' ﬁﬂ}‘#ﬁ 6‘ "Qﬂf.ﬂnf) —

oder, wegen _
’rﬂ!.l']df —_— Tﬂtu‘ﬁ}’ —_ []'

uﬂ,ﬂ” {Fﬂﬂﬂ:ﬂ} pra— (‘ﬂg p‘-n,]rj' ﬁ.l:fg:l — 9 .Fn; e (#ﬂﬂﬂ#}

T E O 81 8y (T gy — T e y) = U

Es folgt also aus (18), (18a) und (18b) unter der iblicher Voraus-
<etzung, dab die Variationen & 2, 8 £, ; an den Grenzen des Integrals (18)
verschwinden (durch Addition der obigen Ausdriicke und Nullsetzen der

Koeffizienten von & r, und § 82, 5):

d .. e ., 1 OF
— e+ g @) = — Fugtiy+ oty di— (21)

L

undd
1

% Bap == ftay Fpy— gy Foy -+ @y (Ta gy — 9 ftay)

Die letzte Gleichune fallt mit (13a) zusammen; die erste ist dia
Verallgemeinerung der gewdhnlicher Bewegungsgleichung (15a) fiir ein
picht magnetisches Elektron.

Dementsprechend setzen wir

A= m, + 1, (21a)
wo 1" ein von dem mapnetischen Moment des Elektrons abhingiges Zu-
satzglied bedeutet. Nach der Ausfihrung der Ihiferentiation auf der

linken Seite von (21) hekoramen wir, nach (15},
1 0 Fg,
A Ly + :'L T + #ﬂiuﬂu -+ F‘ﬁﬂﬂﬁ — Hmﬂc T T 5 ) M3y d .,

J—I— [ ]
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Daravs folgt durch Multiplikation mit x, wegen der Beziehungen
7 — %, g, a0, — 0 wnd a, ¥, = 0:

. . 1 OFy,. 1 dF
— @ eyt = Gy 5, e = ey

oder
| ., d (1 , 1. _ _ ]
- {}'ﬂ,l — £~i—; (-‘:T F’ﬂfﬁfﬂ‘li)_ *i#n‘i (.F,;L.Iﬁ —1—-— ﬂgi’ﬁ - ﬁﬂ'ﬂ)-
Nach (12a}, (12b) und (13) haben wir

1. : : 1. 2 : by gt
Eﬁmﬂ(fmﬂ+ ﬂwmﬁ—'ﬁyﬂ'a. — bl o 4 I"n:rf — T,é“(#mfFﬁ}'"_Pﬁ}-FmT}-Pmﬂ

M | ’ it ,r ¢ r i
= 3 Weg FygFay —tpaFyaFyp) = %ap Far Fgy = 0

wegen des antimetrischen Charakters des Tensors g, Es wird folglich

' I .

Die Vermehrung der Masse m, ist also gleich der ,relativen
magnetischen Energie® des Elekirons (in bezug auf den Kern und andere
das Keld Fop erzeugende Teilchen), dividiert durch das Lichtgeschwin-
digkeitsquadrat. |

Den Ausdruck ggq @, in (21) kann man als die o~ Komponente des
zusiitzlichen Tmpulsesedeuten, der von der absoluten Energie des Elek-
trons, d. h. der kinetischen Energie seiner Rotation, herriihrt.

Durch Einsetzep von (21a} in (21) ergibt sich wegen (15)

%{l'iu+p#ﬂuﬂ) == c’mﬁuﬂm»i—%y{if%%f. (22)

Diese (3leichung kann man zur. niherungsweisen Bestimmung von
4, benutzen. Und zwar wird, wenn man die linke Seite von (22} ver-
nachiassigt, (da 2 m, % — ec isb)

e A, O Xy
e T e M G,

(22a)

§6. Die Translationsbewegung des ,rotierenden* Klek-
irons in einem Atom. Aus der Gleichung (21) felgt

d .. d .
:I!;.;(Tt{lé‘ﬁﬁ - pypOy) — "":ﬁ{‘ﬁ.(l Yo+ phya ty)

— g¢o gu
— gl Fe ——— — g —
El"ﬂ(mdﬂ?ﬁ p a:ﬁa)
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gder 2 | : : 1
ET: {;. (o Tg— g :E-‘I} + by (:r'ﬂ Hyp — T by “}I
' 651 " a.—F-' 1) - " + 1
-—*m4ﬁﬁ$ :%ai) W (Galtsy — Fppar)  (23)

Diese Gleichung kann als die Verallgemeinerung des , Flichensatzes®,
J. b. der tiblichen Formel fiir die Anderungsgeschwindigkeit des gewshan-

Lichen Impulsmoments der Translationshewegung mﬂ[ jr] gelten. Dabel
T
wird dleses Jmpulsmoment durch den antimetrischen Tensor
dog == A (2o0p — dpda) + Gy (Tupiyp — T Py a) (23a)

ersetzt, dessen riumlicher Anteil in erster Néherung mit m, [r 1] zu-
sammenfallt. Fs sei ferner bemerkt, dal das zweite Glied muf der rechien
Seite von (23) entgepengesetzt gleich ist dem entsprechenden Zusatz-
gliede in der Formel (134a) fir die Anderungsgeschwindigkeit des Impuls-
moments der Rotationsbewegung. Setzt man

Bap __
% et
so wird fir die Summe beider Momente nach (13a) und (23)

‘ au du ,
d_t(*nﬁ"l"fﬂﬁ}:ﬂﬂ?Fﬁ? By E}—f—ﬁﬁdrn ﬁ“ﬂiﬂﬁ’ (23b)

wo 7 die ,relative Energie®
N | '
hedentet. d o Foo

Wir betrachten nun den Fal] daB das Elektron sich in einem radial-
symmetrlﬂchen elektrischen Felde & == 3 (r) r, bei Fehlen eines (duleren)
Magnetfeldes, bewegf. In diecsem Fulle bat man U7 = — (p ) = — ¢/ (p ),
und folglich fiir &, § —= 1, 2, 3 |

nbﬂgi rt,g{;u_. ¥ (e g — BgPu) — Eo I,g—ﬁﬁp
Das resultierende Drehmoment, welches dem riumiichen Anterl des Ten-
sors auf der rechten Seite von (28b) entspricht, wird also gleich Null
(p )+ [Ep] = 0)

Daraus folgt, da das resultierende lmpulsmoment des Elek-
tr nns, im hefrachteten Falle, nach Gruﬂﬁ und Richtung k ﬂnstant
bleiben mub.

Wie wir schon oben gesehen haben [Gleichung (15)] ist der Betrag

des Vensors p,p wnd folglich anch 4,z weatheh konstant. In erster

Niherung (bei Weglagsen von in % quadratischer {(iliedern) kann man
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folglich das Impulsmoment der Rotationshewegung ¢ — E gamem DBetrage

nach als zeitlich konstant betrachten. Bezeichnet man das Impulsmoment
der Translationsbewegung (d. h. der rdumlichen Anteil des Tensors I, z)
durch- 3, so folgt, wegen der Bedingung t 4 3J == const, dall der Betrag
von ¢ anch konstant bleibt, und daf beide Vektoren i und 3 um ihre
Resultierende mit derselben Winkelgeschwindigkeit prézessieren. lLhieses
Resultat ist fitr die Afommechanik sehr wesentlich, denn sonst kénnte
man das Impulsmoment eives Atoms nicht quantisieren.

Tithren wir statt der Impulsmomente t und 3 die entsprechenden

I : % : :
magnetischen Momente m — %1 und IR — é—f}.‘ eln, s0 sieht manm,

dal die Summe m + M = ; i+ 3+ ; i keiner konstanten Vektor

darstellt. Der Betrag dieses Vektors bleibt zwar konstant, seine Rich-
tung aber muB um die Atomachse mit der obenerwihnten Winkel-
geschwindigkeit prizessieren?). Diese Winkelgeschwindigkeit 1ifit sich
nicht einfach bestimmen; die Formel (17) zeigt aber, daB ihr Mittelwert
mit der gewﬁhnlichan- Larmor geschwindigkeit der Elektromenbahn in
einem #uberen Magnetfelde £’ iibereinstimmt.

§ 7. Das elektromagnetische Feld eines ,rotierenden®

Elektrons. Betrachtet man das Elekfron als eine Punktladung und
sieht von seinem magnetischen Moment ab, so kann man sein elekiro-

magnetisches Feld durch die Formeln

dm;)
popda, k[ \av |
cja‘”“ o tﬁ LA (24)

PP = 9oni ¥ & ~ 9mi 52

fiir die Komponenten des Viererpotentials darstellen. Die Integration
erstreckt sich dabei auf eine geschlossene Kurve in der komplexen
r'-Ebene. - [¢' Eigenzeit des Elektrous, S — = (a, — @,)* sein vier-
dimensionaler Abstand vor dem ,Aunfpunkt® z,; &k — Z¢]™.

‘Enthalt diese Kurve nur einen Pol des Iutegranden, niimlich den
Pol, welcher der reellen Wurzel der (ileichung B -—e¢(t — ') == O ent-
gpricht

3
[R2 — E {';T':'{t - Fge ﬂ]r .

1y 8o dabB keine sakulare Anderung von m - I anftrits,
3} Vgl. meine Arbeit ,Zor FElektrodynamik punktfirmiger Elektronen®, ZS.
f. Phy=, 82, 518, 1925
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g0 bekommt man durch Residupmbildung die bekannten Liénard-
Wiechertschen Formeln filr die retardierten Potentiale einer bewegten
Punktladung
P = k ¢ 'Lk 1 3
dr rE (> )
e == _: (24a)

Wir wollen nun auf eine ganz analoge Weise das zusiitzliche elekiro-
magnetische Feld bestimmen, das durch die ,Rotation* des Elektrons,
d. h, sein magnetisches Moment bedingt wird.

Der entsprechende Anteil des Viererpotentials 1y, muB sich offenbar
durch der Momenttensor u,; und den Vierervektor (aj, — .,), mittels
einer komplexen Integration desselben I'ypus wie (24), darstellen lassen.

Da ferner i, eine lineare Vektorfunktion von g, g sein muf, so
kommen wir zum folgenden Ansate
Vo = g B g oy — ) F(5) (25)
wo ( einen Proportionalititskoeffizienten und f(S) eine zundchst un-
bekaunnte Funktion von § bedeutet. Zur Bestimmung dieser Funktion
setzen wir (28} In die Diffarentialgleichung

ein. Llabei ergibt sich T
J f
Jr fo (@ — ) g == ptier F + g (p— ) 5 7’
o* o , Of i
g —— i = 1 - ¢ (Xg — 15) ——=
gzt [ s =D Bap == 2hay G F ey (g — ) Ja
ferner
of _dfx—x  OFf A (@ — ) Ly —a)
d Ly d& S g ’]".f, Tl R 83 1 qE ,
und folglich
4
oy, @ ] 5} df}
2 s Qad b p (it = '$}1d92+ Y df-,[ ¢ =0

BAf 5 odf
SH'S'E‘E“

Es wird also f = Téi’ und nach (23)

Q & {'T -—-.'II)
Yo = 5 ot b2 dv. (25a)
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Die Zusatzbedingung

dqjiz
gl dow

ist, wie leicht einzusehen, wegen der Geschlossenheil des Integrations-
weges erfiillt.

Zur Bestimmung der Koeffizienten ¢ befrachten wir den einfachsten
Fall eines rohenden Elektrons mit einem nach Grofie und Richtung
konstanten Moment m'(p’ =— ©). In diesem Falle bekommt man, indem

der geschiossene Integrationsweg durch die 1magindre Zeitachse er--
setzt wird1}:
. Q =14+ im q
: 3
4 i
2 pra (23 — %) S [R? — (' — 1)1
f'=l—i=

+ oo

i

Yo

Q ’ ' o (‘ﬂ; — J
e ter o |

f

. =——aa

d. b.
by = ¢ F::;Ii (*“'-:;i - -”F;'.i} *

! 4¢ R?
Denkt man sich den Vektor 3 vom Elektron zum Aufpunkt gezogen
(By — &y — i) und beachtet, dad P, ¢y s die Komponenten des Vek-
torpotentials M hedeuten, so wird

U =

¢ [ m)
4d¢ R*
und @, — 1t = 0. .

Die obige Formel fiir % stiiomt mit dem fiblichen Ausdruck fir das
Vektorpotential eines elementaren Stromes mit dem Moment mt iiberein,
WweDhn man

setzt, @=—d (25 9)

Im allgemeinen Falle eines beliebig bewegten Elektrons kamn man
das Integral (25a) durch Residuumbildong ausrechmen. Wir setzen
dabei voraus, dafl es sich um die Bestimmung der retardierten Potentiale
handelt, d. h. um das Residuum in bezugz anf den reellen Pol

R, —e(t —1) = 0.

Fiihrt man als unabhiéngige Variable die gewthnliche (komplexe)
Zeit ¢ statt der Rigenzeit v’ (wobei dt” — d#' ¥ 1 — v'fe? ist) ein, so
ergiht sich

S = [R* — 2 — PR =[R4rt — VP [R—c—1)

—_— _—— —

1B 1. e, 3. 023,
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und folgiich fiir ¢ — i, '

R—eft—1) = \;%—.EH — et — t")]} ¢ —t) =c¢ (1 — iif) (¢ — t),

d. h.
1 ¢ 19 ﬁ.lfﬂﬂ ' Y

wo vg die Projektion der Geschwindigkeit des Elektrons im Zeitpunkt
t" == {; auf die R,-Richtung hedeutet.
Wir bekommen alse nach (206 a)
¢ _ RO,
f-ﬂ(l_fiﬁ 2xi Y (£ — 1)
G

wu:

mit der Abkirzung

g (85 — 2 VL —' *fe?

B+ c(t— 1))
Da die Funktion ¥ (¢) fiur ¢ =— ¢, von Null verschieden bleibt, so gilt
bekanntlich

P, () =

1 F,)dt 1 d
| i P — ar O,
Es wird folglich, nach (25hb),

R S T oy s e N
o Hh)ﬂw [BE+c@—0F Ji=g

] — 2

(i

Nach Awnsfghrong der Dafferentiation ergibt sich wégﬂn der Bedingung

7
iy ."dii_{? = 0, mittels der Beziehung ¢ (¢t — #;) — R,,
E mp—sp A, ( v\ (g — ) Hﬁu}
g e "R (e 96
Ve ( o2 | eR? At e + 41+ c) RS  (26)
-3 -
wobei der Index ¥ weggelassen und zur Ahkiirzung |
e = e V1 — o¥c? (26 a)

gesetzt 1st.
In dam Falle eines ruhenden Elektrons mit zeithiek verdnder-
lichen Komponenten des Momentiensors gz, rednziert sich (26) wegen

By — tpsg = 0 auf 0 "
_[mR] [m 3R
e |

p — 0. l

(27)



Die Elekirndynamik des rotierenden Elektrons. - 261

Es sel bemerkt, dal der Betrag des magnetischen Moments |m| dabei
nach {15) konstant bleihen muli®) = Die ohige Formel (27) kann als
snualite Naherung* auf den Fall eines nicht zu rasch bewegten Elektrons
angewandt werden. Auf die Berechnung der elektrischen und magne-
tischen Feldstirke, die ohne Schwierigkeit nach den iiblichen Formeln

E = — =97 grad @, 9 — rot A geschieht, wollen wir hier nicht
¢ . '

g':lingehﬁn.
" Wir wollen pun wmm Bchlusse noch auf die folgende Tatsache
hinweisen.

"Wenn den Elektronen ein magnetisches Moment von der GriBe des
Bohrschen Magnetons zugeschrishen wird, so miissen ithre magnetischen
Wechselwirkungen, die bekannilich der vierten Potenz des Abstandes
umgekehré proportional sind, Hir Abstinde < 1011 em ihre eleltrischen
(Coulombsehe) AbstoSungskrifte iiberwiegen. — Diese magnetischen
Wechselwirkungen kinpen sich schon in dem Werte der Abschirmungs-
konstanten fiir die inneren Elektronen von 'schweren Atomen kundgeben.
In den Afomkernen missen sie aber millionenmal grofer als die
elekirostatischen Kriiffe sein. Schreibt an den Protonen ein Tmpuls-
moment von derselben Gréfe wie den Elektronen zu und dem-
entsprechend ein etwa 2000mal kleineres magnetisches Moment, so wird
ihre magnetische Wechselwirkung miteinander und mit den Elektronen
anch die elektrostatischen Wechselwirkungen stark iiberwiegen, Fs
scheint also berechtigh zu sein zu behaupten, dall die Struktur der
Atomkerne von den elekirischen ladungen der Elektronen und Protosen
praktisch unabhingig ist und hauptsichlich durch fhre magnetastatischen
Wechselwirkungen (in Verbindung mit den iiblichen Quanfenbedingungen)
bedingt werden mub. ¥s ergibt sich z. B, dafl ein Elektron und ein
Proton in einem Abstande von 6.10 % cm im statischen Gleichgewicht
bleiben konnten. Deses Gleichgewicht wiirde aber in bezug auf die
Orientierung der magnefischen Achsen der beiden Teilchen unstabil sein.
Nimmt man jedoch an, duli das Elektron wm den Kern kreist, so ergibt

1) Wire der Momenttensor der Bedingung g xy = 0 nicht unterworfen,
so miiften zu dem obigen Ansdruek fiir U noch die folpenden zwei Terme hinzn-
treten . )

p p
e R + R’
nrd wirde ferner sein:
(Rp) _ (0R)
R RS
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sich aufer der gewbbnlichen einquantigen Bahn mit dem Radius
0,05. 10 % om #ne zwelte eilnguantige Panr vom Rading 5.10%em,#
di¢ durch die magnetische Anzichung bedingt wird, wobei die elektrische
Anziehung als schwache Stérungskraft erscheint. Die obige GroBe pabt
sehir gut zu den Abmegsungen der einfachsten Kerne. Man darf aber
hier nicht die Schwierigkeit verschweigen, dadl die Elektronenmaase
wegen der grofien {(ieschwindigkeit etwa auf das Tausendfache des
gewdhnlichen Wertes anwichst, was zum Tell durch die Abnahme der
wethselseiigen potentiellem Energie kompensiert wird.  Diese ¥rage
hoffe 1eh in einer spiteren Mitteilung ausfiihrlicher zu behandeln.

' Zum Schlusse mdchte ich Herrn Dr. W. Pauli fiir die Anregung zu
dieser Arbeit und manche wertvolle Ratschlige meinen besten Dank
aussprechen, Ich muf ferner Herrn Prof. Y. Langevin und melnem
Freund Prof. . Krutkow fiir einige Hinweise (letzterem auch fir die
Durchsicht des Manuskripts) herzlich danken.

Bamburg-Nizza, April 1926,




