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3. Zur Frage der Symmetrie
des elektromagnetischen Spannungstensors;
von Max Abraham.

In einer vor kurzem in diesen Annalen erschienenen .
Notiz!) behauptet Hr. K. Schapownikow, hinsichtlich der
ponderomotorlschen Drehwirkungen einer Lichtwelle auf
Kristalle bestehe ein Widerspruch zwischen der Maxwellschen
Theorle einerseits und gewissen Sitzen der Klektronentheorie
wdererselts Diese Behauptung muB von vornherein als be-
fremdhch erscheinen: denn der wesentliche Unterschied der
Be1den Theorien liegt nicht sowohl in ihren Aussagen iber die
fiktiven Spannungen, als vielmehr darin, da8 zu der von diesen
Spannuncfen ausgeiibten Kraft in der Wlektronentheorie noch
eine von der zeitlichen Abnahme der elektromagnetischen
‘Bewegungsgroﬁe herrithrende Kraft tritt, welche der Maxwell-
Hertzschen Theorie fremd ist. Diese elektromagnetische
%l‘ré,gheltskraft spielt jedoch nur bel nichtstationiiren Vorgingen
eine Rolle. In stationiren Strahlungsfeldern ist ihr zeitlicher
Mittelwert gleich Null, so daB die Krifte, welche auf die
Elektronen eines Korpers wirken, die gleiche Resultlerende und
Eaaa gleiche resultierende Moment haben, wie die an seiner
T;__“berﬂache angreifenden Maxwellschen Flachenkra.fte Der
*Widerspruch zwischen den beiden Theorien, den Hr. Scha-
,pownlkow findet, beruht denn auch, wie wir zeigen werden,
lediglich auf einer Verkennung des Sinnes der betreffenden
Sitze der Klektrodynamik; er liefert ein lehrreiches Beispiel
dafir, wie man mit den fiktiven Spannungen nicht operieren
ﬂhrf Ich will dieses Beispiel im folgenden kurz behandeln
and einige allgemeinere Bemerkungen iber die Krage der
Symmetrie des elektromagnetischen Spannungstensors an-

Enfipien.

*

1) K. Schapownikow, Ann. d. Phys. 43. p. 473. 1914,
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Wir verstehen unter §¢ die elektrische Feldstiirke, unter
Dt die elektrische Erregung im Innern des Kristalls; zwischen
den Komponenten dieser beiden Vektoren bestehen bei ge-
eigneter Wahl des Achsensystems die Gleichungen

(l) @mi=81@mf*, @E-—E @‘, @';=63@;.
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Man denke sich nun im Innern des Kristalls ein Plittchen
von der Dicke dz, dessen Grundebenen zur (zy)-Ebene
parallele Quadrate vom Fliacheninhalt 1 qem sind, wihrend
die Seitenebenen senkrecht zur z-Achse, bzw. zur y-Achse,
stehen. Ubt ein elektrisches Feld ein Drehmoment auf dleses

Plattchen aus? ;e

Um diese Frage zu beantworten, hat der Theoretiker. m
(edanken ebenso zu verfahren wie ein Kxperimentator, dar
untersuchen will, ob drehende Kriifte auf das Plittchen mrkeﬂ
Er hat na,mhch zunichst das Plittchen von dem Kristall
korper abzutrennen, so daB es, unabhingig von jenem, bee
weglich wird. Nachdem so der mechanische Zusammenhang
mit dem Rest des Kristalls aufgehoben ist, ist das Plﬁ.ttch@d
rings von einer dilnnen Vakuumschicht umhullt In dlesﬁ!
Schicht konstruiere man eine das Plattchen elnsohheﬁeniﬁ
Fliche; der Einheitsvektor n zeige die Richtung der auBerh
Normalen an. Dann ist die auf die Kinheit der Fliche be-
zogene elektrische Fliachenkraft

2) T=G6C, —n}GC2;
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das resultierende Moment dieser Flichenkrifte ergibt die ga-
suchte Drehkraft.

In Gleichung (2) bedeutet demnach € die elektrische Fddé
starke und gleichzeitig die elektrische Errequng im Vakuw
und nicht, wie Hr. Schapownikow zu glauben scheint,
Leldstirke wm Innern des Kristalls. Den Zusammenhagg
zwischen & einerseits, den elektrischen Vektoren §i, ®i. m
Innern des Kristalls andererseits vermitteln die bekannton
Grenzbedingungen der Elektrodynamik, welche Stetighkeit deg
Normalkomponenten der Erregung und der Ta,ngentl::a,ll:mnl.'r:lpc:gj1
nenten der Neldstirke verlangen. Sie ergeben, mit Rucksmhi
auf die Gleichungen (1): g
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halb des homogenen Kristalls der elektromagnetische Span-
nungstensor symmetrisch sei, und dal somit die einzelnen
Kristallteilchen von seiten ihrer Nachbarn im ganzen keine
Drehkrifte erfahren, so treten doch solche Drehkrifte auf, so-
bald man ein Teilchen abtrennt und so auf seiner Oberfliiche
freie elektrische Ladungen hervorruft. Mithin folgt aus der
Existenz solcher Drehmomente keineswegs die Asymmetrie des
Spannungstensors im Innern des Kristalls. :

Die Frage der Symmetrie oder Asymmetrie des elektro-
magnetischen Spannungstensors ist darum mnoch heute ene
strittige zu nennen. Maxwell?!) macht fiir die elektromagne-
tische Flichenkraft den Ansatz

(8) T=CD +HB, —n{l €2+ 1H%,;

derselbe fiilhrt in Kristallen zu einem unsymmetrischen System
von neun Spannungskomponenten. Nach H. Hertzzj dagegen 131;

9) T=3CL +L1DE,+ 19D, +1BY,—nidl @55}

Hier werden auch dann, wenn € und 9D, 5:3 und EB mcht
parallel sind, die Schubspannungen einander paarweise glelch

(9 a) Y,= X, %,=7, X,=2,; k

es verschwinden somit 1m Innern des Krlstalls die Dreh+
momente der elektromagnetischen Krifte; der Spannungstensor,
reduziert sich auf ein symmetrisches System von nur secha“
GriBen.

Bei der Darstellung der Maxwell - Hertzschen Theaﬂd
wird meist dem Hertzschen symmetrischen bpan::mngst»ansmi
der Vorzug gegeben.?) Der Maxwellsche asymmetrmche
Tensor ergibt, daB auf die Kristallteilchen von seiten jhref
Nachbarn im Innern des Kristalls Drehkrafte im elektrisches
Felde ausgeiibt werden; diese Drehkrifte miiBten durek
drehende elastische Krifte im Gleichgewicht gehalten werdex;]
welche die gewodhnliche Elastizititstheorie nicht kennt. _E__l_l%:

1) J. Cl. Maxwell, Treatise II. Art. 641. -' E

2y H. Hertz, Ges. Werke II. p. 280. Die Erghnzungsapannunge@
die von der Abhingigkeit der elektrischen und magnetischen Konstanten
vom Deformationstensor herrithren, sind hier auBer Betracht gebheben.s

3) Vgl. Encyclopidie der mathem Wissenschaften, Art. V, fﬂ
(H. A. Lorentz). Nr. 23; Art. V, 16 (F. Pockels). Nr. 1. ;%
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asymmetrischer elektromagnetischer Tensor wire aber nur im
Rahmen einer entsprechend erweiterten Elastizitatstheorie zu-
18ss1g. Wie das oben behandelte Beispiel zeigt, ist aus der
Tatsache, daB auf Kristalle im elektrischen Felde Drehkrifte
wirken, keineswegs auf die Existenz i1nnerer elektrischer Dreh-
momente zu schlieBen.

- Die Zlektronentheorie geht von den ,,mikroskopischen
Feldern aus, welche die einzelnen Klektronen im Vakuum er-
zeugen; in diesen Feldern ist der elektromagnetische Spannungs-
tensor stets symmetrisch, wie aus dem Ausdruck der elektro-
magnetischen Flichenkraft hervorgeht:

(10 L=CC, + 99, —n{{& + 1 9H7%.

*  Nach H. A. Lorentz entstehen, aus den Feldstirken der
mikroskopischen Felder im Vakuum, durch Bildung der Mittel-
werte fiir physikalisch unendlich kleine Bereiche, die Vektoren
des makroskopischen Feldes in der Materie. Um nun zu den
Spannungen des makroskopischen Feldes zu gelangen, kann
ma,n zwel verschiedene Wege einschlagen:

w A. Man berechnet zuerst die resultierende Kraft und
prehkraft fiir ein physikalisch unendlich kleines. Volumelement,
indem man die auf seine Elektronen wirkenden Krifte nach
__;den Regeln der Statik zusammensetzt. Diese Kraft und Dreh-
kraft sucht man sodann aus fiktiven Flichenkriften abzuleiten.
leser von H. A. Lorentz!) eingeschlagene Weg scheint bis-
wellen zu einem asymmetrischen Spannungstensor zu fiihren.

B. Man definiert jede Komponente des makroskopischen
opannungstensors durch Bildung des Mittelwertes der be-
:;'-:'treﬁenden Tensorkomponente des mikroskopischen Feldes iber
physikalisch unendlich kleine Bereiche; alsdann iibertragt sich
die Symmetrieeigenschaft des durch (10) bestimmten Tensors
;des mikroskopischen Feldes auf das makroskopische Feld, da
'ﬂle Symmetriebedingungen

@m X=Y,6 ¥V.=2, 4 =X,

Y 2 ) z Y x P

?
¥.- 1) H. A. Lorentz, Encyclopiidie der mathem., Wissenschaften,
Art.V 14. Nr. 53.
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bei der Mittelwertsbildung tiber den gleichen Bereich bestehen
bleiben. Die wirkliche Berechnung der sechs Spannungs-
komponenten als Funktionen der Vektorkomponenten des ma.-;
kroskopischen Feldes auf diesem Wege, erfordert ein genaueres:
Eingehen auf die elektrische Konstitution der Molekiile.)) Doch
erscheint der zweite Weg als der direktere; er fithrt auf die
Forderung eines symmetrischen Spannungstensors als die vom
Standpunkte der Elektronentheorie aus n#chstliegende.

In der Elektronentheorie ist die ponderomotorische Kraft
pro Volumeinheit nicht durch die drtlichen Ableitungen dex
Spannungskomponenten allein bestimmt; es gehen vielmehy;
die zeitlichen Ableitungen der XKomponenten der elektro-
magnetischen Impulsdichte (g) ein. Der Vektor der Impuls-
dichte ist mit dem Poyntingschen Energiestrom durch die:
Beziehung verkniipft:

S

(11) 6=

die ich den ,,8afz vom Impulse des IEnergiestromes®’ nennep

mochte.?) Dleﬁﬁr Satz bezieht sich zuniachst auf die mlkroskoplg
schen Elektronenfelder im Vakuum. Er bleibt indessen I
Innern der ponderablen Korper giiltig, wenn man hier.ds
makroskopischen Werte des Energiestromes und der Impulsy
dichte durch Mittelung iber die gleichen raumzeitlichen'B&
reiche definiert. Auch in der Elektrodynamik bewegter Korpaiﬁ
gelten nach dieser Auffassung die Beziehungen

1 1 1
(113’) i:gn=?®m’ cgyz-&hgy? cgz.':}_@z'

Endlich setzt die Elektronentheorie fiir die Energiedichf§
den Ausdruck

(12) p =1 €%+ 9.

1) Natiirlich ist der Tensor, welcher durch Mittelwertsbilduﬁg“'_' _
dem Tensor des mikroskopischen Feldes entsteht, nicht ohne weiteres’
demjenigen der Maxwell-Hertzschen Theorie zu vergleichen, da
nicht, wie jener, mit dem makroskopischen Felde zugleich verschwindefg

2) M. Laue (Das Relativitdtsprinzip, 2. Aufl. p. 164) nenné dig
(leichung (11) den ,,Satz von der Triigheit der Energie®. Ich mochtﬂf_'
vorzichen, diesen Namen fiir die aus ibr durch Integration fiber ,voll§
stindige statische Systeme* sich ergebende Beziehung zwischen Energif
und triger Masse zu verwenden.
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“ Aus thm und aus (10) folgt die Relation
(12a) X+, + 72,4+ =0;

‘dieselbe bleibt ebenfalls bestehen wenn man durch Mittelung
-von dem mikroskopischen Felde im Vakuum zu dem ma-
‘kroskopischen Felde in der Materie iibergeht, auch wenn es
‘sich um bewegte oder kristallinische Kérper handelt.

- In dem Schema der FRelativititstheorie werden die neun
Spannungskomponenten, die sechs Komponenten der Impuls-
dichte und des Energiestromes, und die Kuergiedichte als
16 Komponenten eines vierdimensionalen Tensors gedeutet.
'0Ob dieser Tensor symmetrisch oder asymmetrisch ist, dariiber
-gagt das Relativitatsprinzip nichts aus. H. Minkowski?)
‘pimmt ihn als unsymmetrisch an, eine Auffassung, die kiirzlich
von J. Ishiwara?) befiurwortet worden ist. Ich habe dagegen
Egl‘ﬁ‘,,laﬁfiu:le Theorie der Klektrodynamik bewegter isotroper Korper
‘entwickelt3), in welcher der Welttensor symmetrisch ausfillt.
Die Symmetrie in bezug auf die Diagonale bringt das Be-
stehen der Relationen (10a, 11a) mit sich, und reduziert die
E’Zahl der Tensorkomponenten auf 10; die Diagonalglieder sind
idabei durch die Relation (12a) miteinander verkniipft. KEs be-
hen mithin hier zwischen den Tensorkomponenten alle die-
enigen Beziehungen, welche man auf dem angedeuteten Wege
",%'er Mittelung aus der Elektronentheorie gewinnt. Dieser Um-
gtand spricht zugunsten meiner Theorie, Thre Richtigkeit 148t
fich npatiirlich ebensowenig eindeutig nachweisen, wie die
Giltigkeit der Maxwellschen Energieverteilung oder des
%oyntin gschen Energiestromes im elektromagnetischen Felde.
Wenn auch die Wahl des elektromagnetischen Welttensors bis
3 emem gewissen Grade willkiirlich 1st, so sollte man doch
?eines Erachtens die Forderung der Symmetrie, welche den

gatz vom Impulse des Energiestromes emschlieBt, nicht chne

A

AL AR
;f*?ﬁ K
[ -

1) H. Minkowski, Gottinger Nachr. 1908. p. 53.
2) J. Ishiwara, Ann. d. Phys. 42. p. 986. 1913,

i' 38) M. Abraham, Rendiconti del cirecolo mat. di Palermo 28, p. 1.
1909: 30. p. 83. 19102
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zwingenden Grund aufgeben. Dieser Satz, welchen M. Planck}
fiir Energiestrome beliebiger Art als giiltig postuliert, und dea
ich auf das Gravitationsfeld fibertragen habe?), enthilt dem
Keim einer allgemeinen Energetik physikalischer Felder..

Mailand, 12. Mirz 1914.

1) M. Planck, Phys, Zeitschr. 9. p. 828. 1908,
2) M. Abraham, Phys. Zeitschr. 13. p. 1. 1912,

(Eingegangen 15, Mérz 1914.)




