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ORIGINALMITTEILUNGEN.

Zurglektxomagn etischen Mechanik, -
~ Von _,Max Abraham,

Herr G. Nordstrijm’) hat in dieser Zeit- |

_-schrift auf einige Unterschiede hingewiesen,

~ welche zwischen dem von mir aufgestellten

 Systeme der Elektrodynamik bewegter Korper?) | zehn Grolien:

~und gewissen Ansitzen der Minkowskischen

Mechanik3) bestehen. Ich nehme Gelegenheit,

auf das von Herrn Nordstrom aufgestellte _ 172, _
- transformieren wie die Quadrate und die

- Pro dukte:

Problem,; sowie auf einige mit thm in Verbin-
dung stehende Fragen der elektromagnetlschen
Mechanik einzugehen.

Falls Dielektrizititskonstante und magne-
tlsche Permeabilitdt des Korpers -— wie 1In dern
von Herrn Nordstrom behandelten Falle —
~betde gleich eins angenommen werden, so
gelten fiir die elektromagnetischen Span-
‘nungen die Dbekannten Ausdriicke, welche,
-rationelle Einheiten vorausgesetzt, lauten:

=== é (@xz—@fyﬂ—‘@zz) + é’ (@xz_'@fﬂ_ '95'2)*]

— —;_ (@J'Q*(‘EEQ"_'@J:Z) + r;" (33_1:.2*@52”_'@_{52), i? (I)
, I | _
=, &= EA-00 4 -‘I‘ (D292 —D,%;
X,=Y, =G, (,,, + 99y,
V,— 7, —G, G, +@“,,} (12)
Z —XE @ @ +'52£ @1’:

Ferner sind elektromagnetischer Energie-

strom (©) und elektromagnetische Impuls- |
“dichte (g) belde bestlmmt durch den Vektor ;

= &/c=cg=[CH], (1b)
und endlich 1st die Energledlchte:
D=—£—@2+£@2. (1¢)

~ Fiihrt man, mit MlnkOWSkI
die Variable

1} G. Nordstrom, diese Zeitschr, 10, 681, 1g0g.

2} M. Abraham, Rendlcontl del c1rc010 matemanca di
Palermo, 28, 1909,

3) H Minkowski, Gott, Nachr, 1908,

- gekennzeichnet ist, so
- Minkowskis,

- greifende

statt der Zeit 7 E

Zt:fct | (2) r

als vierte Raumkoordinate ein, und betrachtet

die Gruppe der orthogonalen ,,allgemeinen

- Lorentzschen Transformation®, welche den
- Ausdruck '

22+ p? 4 2t 4w (2a)

ungeindert lassen, so findet man, dal} sich die

Xe, Yp Zey Xy=Yo Vo2, Zo=Xy|
Xu=Ur=—48,, Vi=U,=—18, (2b)
Zu==Ui=—i%,: U=, |

x4 2 2% xy, y3, 2x;, xu, yu, su, u*

der vier Koordinaten,

Wie das System der sechs Spannungs-
komponenten durch deren Verhalten bei den
Drehungen des dreidimensionalen Raumes als
(dreidimensionaler) Tensor oder ,,Tensortripel®
' wird man, im Sinne
das obige System der zehn
Grolden, entsprechend deren Verhalten bei den

Drehungen des vierdimensionalen Raumes, als

vierdimensionalen Tensor oder , Tensor-
quadrupel” bezeichnen.

Nach H. A. L.orentz leitet sich nun die an
der Volumeinheit eines bewegten Korpers an-
ponderomotorische Kraft des
elektromagnetischen Feldes ab aus den ,,Impuls-
gleichungen®

00X, a){,; 0X: 904.

R = 0x T 3y T 02 0f "

e Y. 3V 0V 3y,
T x T ey Ty T )

 3Ze 327,  3Z,  dg.

o= ox | dy ' oz ot

wihrend die Summe von Joulescher Wirme (Q)
und Arbeit ]ener Kraft sich aus der nEnergie-

f glelchung ergibt: |
W 08, 05, BC Enp
Setzt man, indem man dle 'GESChWIHdlﬂ‘-

F kE:lt W auf die Lichtgeschwindigkeit ¢ als Ein-
heit bezieht,



0 =¢(,
und ferner

so kann man, unter Verwendung der in (2b)
angegebenen Bezeichnungen, die Impulsglei-
chungen (3) und die Energiegleichung {32) 2u-
sammenfassen in das System der vier Glei-
chungen:

BX 0X: , 0X.
== 'I‘ + g r
31’} 3 Y d Y.
R, — Y ¥z Y, ;
ox 0y d5 du (1)
o 32 ¥z ¥z a4 | F
* dx 0y 02 ou
| olU,  oU, , ol | o0l
R = 0x o Oy LY ou

Nun transformieren sich bei den Drehungen
des vierdimensionalen Raumes die Operations-

6 0 3 9

zelchen 5“;' B__;’ ag S

%, ¥, 2, # eines vierdimensionalen Vektors

(erster Art),

dukte entsprechende Verbindung der Kompo-

nenten zweier solcher Vektoren:
rnx+rny+astuu

eine Invariante (vierdimensionaler Ska]ar) ist.

Es folgt, da die durch die Gleichungen (4)

T ————_...

wie die Komponenten

aus dem vierdimensionalen Tensor abgeleiteten

vier Gro8en &, &, &, & die Kompo-

nenten eines vierdimensionalen Vektors

(erster Art) sind. |

- Wir wenden diesen Satz an auf die , spezielle

Lorentzsche Transformation’ o
%.f,*—:x"i—{ﬁﬂ}x:____vl__ﬁ"i_
xu =—=u—18x

Genau so, wie die Koordinaten (x, #), trans-

formieren sich, beim Ubergange vom Bezugs-

systeme & zu S, die Komponenten 8., &.:

x@'-—*ﬁ" + 288, ,

g (52)
Umgekehrt erhdlt man

xﬁ _"Q ——'ZB@#, }

xR, =R, + 88, .

Der betracbtete Korper mag in 2" ruhen.
In X hat er dann die konstante Geschwindig-

keit ¢8 parallel der x-Achse.

fi?ﬂ—:z'—g-—l-iﬂfh,
?e;—-=f%-
Aus (5a) folgt somit:
, Q=20
und aus (5b):
xf =R, —l—BQ :

Die beiden letzten Glemhungen ermoglichen es,
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(3b) |

‘wihrend die dem skalaren Pro-

(5) |’

(5b) |

Gemald (3¢) ist |

(5} |
(7)

_ — —— e TR b

— — :
- - — - Tr-— - - - 1 = L - . - .- -.-_Iﬂ""
- g

die Kraft und Warme in 2 anzugeben wenn.
 Kraft und Wirme in dem System 2, in wel-

(3) . chem der Korper rubt, bekannt sind.

| Bei der von Herrn Nordstrém zur Dis.
 kussion gestellten Aufgabe handelt es sich um
eine Platte, welche parallel der z-Achse vop .
Glelchstrom durchflossen i1st. In dem Bezugs-
system 2, in dem die Platte ruht, sind die
Fe]dkomponenten

| 4
€, =0, € =o0, -

'g-;=01 @J -@;ﬁ(}.

Aus (1) ergeben sich dle Werte der Normal-
spannungen:

o
’ Is -
@5 R |

.:1:'LE

r’F.
’ II,-e';'2 IZ"’21’2
T T T Ty ’
_ 20% 2 (?
‘ rey v #
Yr Il.z2 112132
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Nach (1a) sind alle drei Schubspannungen gIelchr
Null; nach (1b) hat man '-

F

r .ﬂf'l'?

gx——_"' _’

G¢
Von y  und s sind die in Frage kommenden
' GroBen unabhingig, ebenso von ', d.h. von 7,
da ja das Feld in > ein statmnares ist. Aus (4 ) |
folgt mithin:

8 =8, =o0.

f ’-fz

@ 94~ —FlE
oxr c . (8)
g 00 _ 08 i° J .
* dx 0or . Gc
Es ist also, nach (3¢), die in 3" entwickelte
Joulesche Wirme *
, 1y 2 L
- O ) (83.)
wie auch ohnedies bekannt ist. |

Der Ubergang zu dem' System 2‘ d. h zu'
der in Richtung der »-Achse mit der Geschwindig-
keit ¢@ bewegten Platte, geschieht nun auf Grund
von (6) und (7). Es ist in 2 die in Raum- und

Zeiteinheit entwickelte | ou lesche Wirme:
‘9 R

Q=xQ" -"-*35— Vi—g (9)"

und die an der Volumemhelt angreifende Kraft
des elektromagnetischen Feldes:

| sit:: — ___:1:" 1;2 _I_ ﬂ Q _
| AVi—8 c(1—p)
| Herr Nordstréom berechnet die auf die
. Flicheneinheit der Platte im ganzen wirkende
- Kraft; dabei fillt das erste Glied weg, und nur
das zweite bleibt iibrig. Es stimmt mit dem
hier auf anderem Wege erhaltenen iiberein.
Doch mogen an ]enen ersten Term des

- Kraftausdruckes noch elmge Bemerkungen ge-
kniipft werden. Er tritt, wie auch aus (8) her-

(9a)
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orgeht bereits im Falle der Ruhe auf. In
ﬂnem ruhenden festen Korper wirkend, wird
qﬁe elektromagnetische Kraft &, mechanische
| nungen hervorrufen, deren ponderomoto-
-_ nsche Kraft sie kompensmrt Denn es miissen
sich an jedem Volumelement des ruhenden
Korpers die elektromagnetischen und die mecha-
nischen Krifte das Gleichgewicht halten. Ver-
steht man jetzt unter &, nicht
- magnetische Kraft, sondern die Resultierende
.der elektromagnetischen und mechanischen
- Kraft, so muf} sein:

- Q. =o0.

"Was den Wert von &, anbelangt, so wird

- “dieser durch die hinzukommenden mechanischen ist

da deren Bestehen in !

~ Krafte nicht geandert,
- dem ruhenden Korper nicht von einer Wirme-
- entwickelung begleitet ist.

Die soeben erwahnten mechanischen Krifte |

- sind vom Standpunkte des Relativititsprinzipes
- bisher nur wenig diskutiert worden. Offenbar
- verlangt das Relativititsprinzip, dafl fiir die
. mechanischen Krifte dieselben Transformations-
- gesetze gelten, wie fiir die elektromagnetischen,
d h. dag die vier Groflen, welche Kraft und
- Arbeit bestimmen, sich bei den Drehungen des
vierdimensionalen Raumes wie die Komponenten
eines vierdimensionalen Vektors (erster Art)
transformieren.
 einfachsten durch die Annahme su:h erfillen
lassen, daBl die mechanischen Spannungen, der
- mechanische Energiestrom und Impuls, und die
-mechanische Energiedichte durch ein System
von zehn Groflen %estimmt sind, welche einen
vierdimensionalen Tensor bilden. Es miifite
dann unter anderen die Beziehung zwischen
Energiestrom und Impulsdichte, welche gemild
der l.orentzschen Elektrodynamik fiir das
elektromagnetische Feld im Vakuum besteht:
'y =©,
auch zwischen mechanischer Impulsdichte und
Energiestrom Geltung haben. Es ist dieses
eine Behauptung, die Herr M. Planck auf der
vorjihrigen Naturforscherversammlung in Céln
aufgestellt hat); es soll der Energiestrom, welcher
durch eine starre kinematische Verbindung iiber-
tragen wird, eine solche Bewegungsgrofle be-
sitzen.
der Bewegungsgrilie werden gewisse Schwierig-
keiten, welche der Relativitidtstheorie des Elek-
trons erwachsen, wenn auch nicht behoben, so
~doch auf die Begriindung jener behaupteten
- Beziehung zuriickgefiihrt.

Wie dem nun auch sei, so wird, wenn die
mechanischen Komponenten von Kraft und
Arbeit sich ebenso transformieren, wie die ihnen
entsprechenden elektromagnetischen Groflen, fiir
das resultierende Gréflensystem dasselbe gelten.

1} Diese Zeitschr. 9, 828, 1908.

Diese Forderung wiirde am

Durch Beriicksichtigung dieses Teiles

die elektro- !

del L L S N

e S

Es werden also die resultierenden Werte von

$,, S, sich beim Ubergange von X’ zu ¥ den

Formeln {5b} gemal} transformieren, Es bleibt
demnach fiir die Warmeentwickelung die Rela-

. tion (6) bestehen, wiahrend (7) infolge von (10)

o BO
(1 —8Y
Es i1st somit auch fiir die einzelnen Volum-
elemente der erste Term von (g9a), durch Be-

ergibt: (10a)

. riicksichtigung der mechanischen Krifte, fort-
. gefallen. Aber der zweite Term bleibt bestehen;
' er stellt eine in Richtung der Bewegung fallende

(10)

Kraft dar, die der Geschwindigkeit und der
entwickelten Jouleschen Wirme proportional
Ist das Bestehen dieser Kraft mit dem
Prinzip der Relativitit vereinbar?

In der auf dem Relativitidtsprinzip fulenden
Mechanik lautet der Impulssatz:

d | med ]—'chﬁ:}. (11)
dr\Vi1i—q2)
Dabei ist m, die ,,Ruhmasse® der Materie,

welche zur Zeit ¢ das Volumelement 4z erfiillt.
Minkowski{ nimmt nun in seiner Mechanik

' an, dall die Ruhmasse der Materie konstant

set. Unter dieser Voraussetzung wiirde offen-
bar das Bestehen der obigen Kraft bei gleich-
formiger Bewegung nicht mit der Beziehung (11)
zu vereinbaren sein; es bleibt dann kein anderer
Ausweg, als eine Anderung in der Definition
der elektromagnetischen Kraft. Minkowski er-
setzt denn auch die aus der Impulsgleichung (3)

abgeleitete ponderomotorische Kraft durch
g

Vr—wa

wobeir @ die Bedeutunc‘ hat:
ﬁ__q-fa-f + (y S—{J’ + ng? + 3'@!&

Vi—er

Mit Riicksicht auf (3¢) ist sormt

@D =
, c]/I-—-q
und es betraﬂft die Minkowskische Zusatz-

kratt a g |
c(1—9?) (12
Diese der Minkowskischen Mechanik eigen-
tiimliche Zusatzkraft 1st demnach so bemessen,
daf3 sie die Kraft (10a) gerade aufhebt,
Indessen erweist sich die Einfithrung dieser
Zusatzkraft eben nur dann als notwendig, wenn
man die ,,Ruhmasse’ der Materie als unver-
anderlich ansieht. Man hat sich jedoch in der

elektromagnetischen Mechanik bereits daran ge-
wohnt, die Masse als veridnderliche Grolle zu

| betrachten und von A. Einstein und M Planck

ist gerade eine Anderung der Masse mit dem
Energteinbalt der Matene angenommen worden,
Slcht man 2y als zeitlich varmbel an, so folgt

| aus (11) bei gleichformiger Bewegung
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Es miifite alsq die zeitliche Anderung der Ruh- | dahin zusammenfassen, dal man zwischen zwe;

masse betragen:

(dv _
e dt 2V 1—¢?
Ist nun g, die ,Ruhmassendichte’, d. h.

- My == g dVy ,
so kann man, wegen

auch schreiben:

A Hiq

ity __ O

dt ~ ct (133) ponderomotorischen Kraft den Impuls.

Demnach kann man die Minkowskische | Satz (3)

C

Zusatzkraft entbehren, wenn man an-
nimmt. dafl die Entwickelung Joulescher
WirmeindembetreffendenVolumelement
voneiner Anderung der Ruhmassendichte
begleitet ist, ,

DaB die Minkowskische Zusatzkraft mit
Riicksicht auf die Energiegleichung gewisse
Schwierigkeiten bereitet, hat Herr Nordstrém
bereits erwahnt. *

Bezeichnet man die an der Eipheit der

Ladung angreifende elektromagnetische Kraft.

mit §, so findet man auf Grund von (3) und (3a)
fir die Joulesche Wiarme den Ausdruck:

_ 0=(13); (14)
es stellt sich dann die in der Raum- und Zeit-
einheit erzeugte Joulesche Wirme dar als
skalares Produkt aus der Dichte des Leitungs-
stromes und- der an der Einheit der Ladung
angreifenden elektromagnetischen Kraft. Dieser
Ausdruck fiir die Joulesche Wiirme wird schon
durch die. Aquivalenz von Konvektionsstrom
und Leitungsstrom nahegelegt. Auf der linken
Seite der Energiegleichung (3a) tritt der rever-

siblen Arbeit der elektromagnetischen XKraft |

beim Konvektionsstrom die irreversible Arbeit
beim Leitungsstrom gegeniiber.

- Wird jedoch die Minkowskische Zusatz-
kraft (12) hinzugefiigt, die in der Zeiteinheit
die Arbeit = -

Y

(1—0q%

e ——

leistet, so ist diese Arbeit auf der linken Seite |

der Energiegleichung im Arbeitsgliede in Rech-
nung zu stellen; soll diese Gleichung ihre Giiltig-
keit bewahren, so muf} der gleiche Betrag vom
Wirmegliede abgezogen werden. Das heifit,
in der Minkowskischen Mechanik ist der Aus-
druck fiir die Joulesche Wiarme nicht durch (14)
gegeben, sondern durch

On—0+ L2 _ (§

T (14a)
Es erscheint kaum maoglich, das Auftreten eines

1—q? 1—q’

Geschwindigkeitsfaktors mit den Vorstellungen |

(13) |

— .. Fos b - ’ ) : )
- r—— ) e i
—'-.....__.i"-r-‘llllﬂa-.,-wd-u bl

' zu vereinbaren, die man sich vom Zustande.

kommen des Leitungsstromes macht. .
Wir konnen das Ergebnis unserer Darlegung

Moglichkeiten zu wihlen hat: i
%ntweder man nimmt die Ruhmasse
der Materie als unverinderlich an. Danp
hat man den Impulssatz (3) aufzugeben,
und der durch ihn bestimmten pondero.
motorischen Kraft die Minkowskische
Zusatzkraft (12} hinzuzufiigen. Dije Joile-
sche Wirme ist dann, statt durch (i4),

~ durch (14a) zu definieren.

Oder man legt der Definition der
zugrunde. Dann gilt fir die
Joulesche Warme der Ausdruck (14). Eine
Entwickelung von Joulescher Wirme ist
dann von efner der Gl (13a) entsprechen-
den Zunabhme der Ruhmasse begleitet.

Beide Auffassungen sind im Einklang mit

dem Postulat der Relativitit. Eine experimen-

telle Entscheidung zwischen ihnen erscheint
einstweilen nicht moglich. Es ist daher die
Wahl, die man triflt, zum Teil eine Sache des

personlichen Geschmackes. Doch gehe ich woh!
‘nicht fehl, wenn ich annehme, daB die Mehs-

zahl derjenigen Physiker, welche die Entwicke-
lung der Elektrodynamik verfolgt haben, die
zweite Auffassung bevorzugen wird.

In der Abhandlung in den , Rendiconti del
circolo matematico di Palermo®, auf welche
Herr Nordstrom Bezug nimmt, habe ich die

- Elektrodynamik bewegter Korper fir den all-

gemeinen Fall beliebiger Dielektrizitatskonstante
und Permeabilitat dargestellt; ich habe dabei
die Theorien von H. Hertz, E. Cohn, H. A.
Lorentz und H. Minkowski herangezogen;
jede dieser Theorien kennzeichne ich durch die
Beziehungen, durch” welche sie die elektrische
und magnetische Erregung mit der elektrischen
und magnetischen Kraft verkniipft. - Sind diese
Beziehungen gegeben, so folgen aus dem dort
entwickelten Systeme die Ausdriicke der Span-
nungen, der Impulsdichte, des Energiestromes
und der Energiedichte, damit auch der pondero-

- motorischen Kraft und Arbeit. Fiir die Joulesche

Wirme wird dabei die Gl (14) als allgemein
gliltic angesehen. - .

Die Anwendung jenes Systems auf die
Minkowskische Elektrodynamik ergibt, dab

auch in dem allgemeinen Falle sich die Groflen

) -tY.r, Xy, ...... o U
wie die Komponenten eines vierdimensionalen
Tensors transformieren, dafl insbesondere die
Symmetriebeziehungen |

Xy__'—:y.:r: E_::Z}’i ZJ::.:;
@x=€2q1, Q.J’::C?g.?: @3_—:62g=

erfilllt sind. Hierin liegt eine weitere Abweiﬂ
chung von Minkowskis-Ansitzen, welche diesén-
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S?rmmetrlebedmgungen im allgemeinen Falle
micht geniigen.

Die obigen Betrachtungen lassen sich nun

ganz unverandert auf Korper beliebiger Dielek-
trizititskonstante und Permeabilitiat iibertragen.
Auch hier sieht man sich, wenn man auf dem
Standpunkte des Relativitatsprinzipes steht, vor

die Wahl gestellt, entweder dle Mmkowskl- |

sche Zusatzkraft (12) oder die Anderung (13a)

der trigen Masse bei Joulescher Wirmeent- |

wickelung anzunehmen.

Wolkenstein im Grodner Tal, Sept. 1909.
(Eingegangen 113. September 1909.)




